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RESUMEN
En este trabajo se presenta el calculo de las frecuencias naturales de placas rectangulares
con una 0 mas lineas de apoyos parciales intermedios, rectos 0 curvos, utilizando una
metodologia variacional original de los autores denominada MEC (Metodo del Elemento
Completo). Para la consideraciOn de los apoyos intermedios se utilizan series trigonome-
tricas ampliadas con el agregado de multiplicadores de Lagrange. Son exploradas dos
variantes como restricciones, a saber: la nulidad del trabajo de la reaccion a 10 largo del
apoyo, y como variante se agrega la nulidad de la tangente direccional a la linea de apoyo.
La segunda opcion presenta alguna ventaja relativa en cuanto a tiempo computacional. Se
resuelven numericamente algunos ejemplos, en donde las frecuencias son halladas con
precisiOn arbitraria, compacindose los resultados con los reportados por otros autores
(apoyos lineales intermedios completos) y con el Metodo de Elementos Finitos, tratando-
se de apoyos parciales.

ABSTRACT
The natural frequencies of rectangular plates with one or more lines of partial, intermedi-
ate, supports, straight or curved, are herein obtained using an original variational method-
ology of the authors named WEM (Whole Element Method). The intermediate supports
are taken into account by means of extended trigonometric series with the addition of
Lagrange Multipliers. Two variaItts of restriction models are explored: The nullity condi-
tion for the work of the force along the support line, and as a variation the nullity of the
directional tangent which present some relative advantage regarding the computational
time. Several numeral examples are included. The frequencies are obtained with arbitrary
precision. Comparison is made with results from other authors (complete intermediate
supports) and with FEM when dealing with partial supports.

El problema de vibraciones de placas delgadas sobre apoyos intermedios lineales rectos 0 curvos ha
sido tratado por varios autores [1-5] para el caso que el apoyo sea completo (diagonales, paralelos a los
hordes 0 inclinados), uniendo en todos los casos hordes de la placa. Sin embargo no ha sido estudiado
con frecuencia en la literatura el tipo de vinculacion parcial.
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La metodologia variacional que es usada para resolver el problema planteado ha sido desarrollada y
aplicada por los autores a una gran variedad de problemas de valores en la frontera (aim no lineales) en
dominios de una, dos y tres dimensiones. Tambien han sido abordadas satisfactoriamente con este
metodo ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales como asi tambien ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales [6-10]. B3sicamente el Metodo del Elemento Completo (MEC)
consiste en establecer un funcional apropiado. Se introduce luego una secuencia extremante (minimi-
zante). Tal secuencia es una combinacion lineal de fimciones pertenecientes a un conjunto completo en
L2. Solamente la satisfaccion de !as condiciones de borde esenciales ( 0 geometricas) es requerida para
la secuencia (y no para cada fimcion coordenada). Esto es, si el problema es gobernado por una ecua-
cion diferencial de orden Zk, las condiciones 0 funciones esenciales son aquellas que involucran deri-
vadas de orden S (Zk-I) . Los autores han establecido y demostrado los teoremas y corolarios [10] que
aseguran la exactitud de los autovalores y la convergencia uniforme de !as funciones esenciales (aqui
las formas modales y las respectivas derivadas primeras). Encontrar tal funcion para un problema bi-
dimensional 0 de mayor orden (Ver [9]) es una de !as mayores contribuciones del MEC. Las secuen-
cias extremante son sisterruiticamente generadas aim en problemas diversos. Aim mas, el MEC es ca-
paz de manejar problemas en los que el funcional no existe en el sentido cIasico. En efecto, los autores
han demostrado que el procedimiento desemboca con el planteo de un seudo trabajo virtual en estas
secuencias particulares. EI nombre del metodo se origina en la ventaja que ofrece para el tratamiento
de discontinuidades tales como cambios de seccion, rnasas, resortes 0 apoyos intermedios. En efecto,
en este metodo toda la placa es tratada como una pieza completa (un elemento).

El funcional correspondiente a las vibraciones libres de una placa rectangular simplemente apoyada en
sus cuatro bordes y con un apoyo intermedio rigido recto 0 curvo (Figura A) es:

3(w) =llw' +A.'liill' -n'llwll' -ZJ>(&)w(&)d&

Figura A

en donde !(&) es una funcion "multiplicador de Lagrange", w es el desplazamiento transversal y
Ow - Ow .
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Aderruis !(s) representa la reaccion distribuida en el apoyo. La integral que aparece en (1) pone en
evidencia la restriccion a traves de la nulidad del trabajo (reacciOn por desplazamiento).



EI MEC requiere en este problema del planteo de una secuencia extrernante (minimizante) en un do-
minio bidimensional. Debe verificarse que tanto la funcion desplazamiento como sus derivadas prime-
ras sean de convergencia uniforme. Se demuestra (II] que una de dichas secuencias puede ser:

MN (M ) (N ) M NwMN = ~~A"SiSJ + y ~AoS, +aoo +x ~AoJSJ +aoo + ~aiOsi + ~aOJsJ + Aooxy+ao (3)

donde se define Sj =senaj ;sJ =sen/3J ;a, =i7r; /3J =j7r. En este trabajo se aplicara el MEC a una

placa con sus cuatro bordes apoyados. Introduciendo las condiciones de borde esenciales (C.B.) en (3)
la secuencia resultara

M N
wMN(x,y) = LLA" s, sJ

;=\ }=1

Una altemativa es imponer que la reaccion distribuida continua desconocida del apoyo se escriba
como una expansion ampliada de Fourier tal cual venimos utilizando pero en una variable. Es decir

p

f(s) = 2>p sen P7rE +sao +k
p=\

p

(a) 0 bien f(s) = Lbp COS p7rE (b)
p=U

donde ap ,ao,k y bp son constantes desconocidas. Como sabemos tanto (5)(a) como (5)(b) dan con-

vergencia uniforme (C.U.) para una !(s) continua entre 0 y 1. Luego el funcional a utilizar con (5)(b)
sera: (Ver (1) y (5)(b»

p
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siendo r p =p7r, P = 0, 1.,..., P. Aplicando Ia condicion de extremo del funcional e integrando obte-

nemos

top, = (a; +A'/3J)' -a' (a) ; kpif = J~cosYpssenaAto +&t.]sen/3Jy[to +&t.]ds (b)

Para variaciones arbitrarias de IiA" y lib p debe cumplirse para satisfacer (7) que:

(
i~1,2, ...,M) (a)
J-I,2, ...•N

M N

; LLA"k", =0
i=l }=I

i'Lbp kpq = 0 con
p=o

kpq = ~~ kpiJ kqiJ ( 012 P)L..L.. p,q = " , ...,
;=1 ;=! ~ij

La ecuacion (10) representa un sistema lineal homogeneo de orden (P + I) del cual se pueden hallar
(P + l) frecuencias Ok (k = 0,1,2, ...,P).

En el caso de multiples apoyos intermedios lineales, el analisis es identico, con la sola particularidad
de que en el funcional, habra tantos sumandos analogos al ultimo termino de la ecuacion (I) como
apoyos intermedios tenga el caso a anali.zar.



siendo v, = x, - Xo y v, = 1'; - Yo. Ademas 10 = 0 , /, = I, ~ = I y li = I. Luego (8)(b) queda:

kfHI =J~COS(ptrli)sen[itr(Xo +V,li)]Sen[jtr(yO +v,li)]dli

Se analiw, a modo de ejemplo, el caso de la placa rectangular delgada simplemente apoyada en sus
cuatro bordes, con un apoyo lineal intermedio sobre un arco de elipse. Hacer extensivo el estudio a
otto tipo de curvas de apoyo es anaIogo y muy simple. La ecuacion parametrica del arco de elipse esta-
Ii dada por:

en donde (Xo,Yo) representa las coordenadas del centro de Ia elipse, A y Bios semiejes mayor y me-
nor respectivamente. Haciendo el cambio de variables dado por (2), Ia ec. (8)(b) queda

kfHI = f~cos(P1l"li)sen[itr(Xo +e, COS(lo +~li)]sen[jtr(yo +e2sen(to +M)]dli

siendo e, = Ala y e, =Bib.

Se analizaron varios ejemplos numericos. En Tabla I, se reportan las tres primeras frecuencias de algu-
nos casos tipicos halladas con MEC utilizando M = N = 300 y P = 50. En Ia misma tabla se comparan
valores del panimetro de frecuencia con los hallados por Takahashi y Chishaki [I], Young y Dickinson
[3], Laura el al. [5],0 con ALGOR [12] en aquellos en los que no existen resultados en Ia literatura.
Como se observa se obtienen excelentes resultados. En general 105valores hallados con MEC son infe-
riores. Los resultados extraidos de [1] resultan ser cotas inferiores ya que el apoyo es discretizado dan-
do lugar a un modelo menos rigido, mientras que los dados por [3], [5] y [l2] son cotas superiores. Se
ha demostrado en forma teOrica que el MEC conducea \as frecuencias exaetas. Esto ultimo, cuando se
trata de resultados numericos se traduce en valores de precisiOn arbitraria.

En la Tabla II se dan los valores la frecuencia fundamental de dos ejemplos con apoyos intermedios
curvos y otros dos con apoyos intermedios mUltiples, companindose en los resultados obtenidos con
MEC, con los hallados con ALGOR En todos los casos se trata de placas rectangulares delgadas sim-
plemente apoyadas en sus cuatro bordes. Los valores hallados con MEC, se obtuvieron tomando M =

N = 300 Y P = 50. Los hallados con ALGOR se obtuvieron con un mallado sobre la placa rectangular
de 1600 elementos y adaplindola luego segUn el apoyo intermedio en 105dos primeros casos y un ma-
lIado regular de 1280 elementos en los dos Ultimos.

Para resolver el problema del titulo se ha utilizado una herrarnienta denominada MEC que permite
resolver pIicticamente cualquier problema diferencial, asegurando la precision arbitraria de 105 resul-
tados. Su principal ventaja reside en el planteo sistematico de las funciones incognitas. No es necesario
proponer una "buena" funcion de prueba para cada caso. Como sabemos del metodo de Rayleigh-Ritz
una "buena" elecci6n intuitiva puede conducir a errores de significacion como son perdidas de fre-



cuencias. En tanto en el MEC a priori se parte de secuencias completas en L, y si las fimciones de
interes son continuas se asegura la convergencia uniforme de la solucion hacia [as mismas.

Tabla I: Parametros de frecuencias de placas rectangulares y cuadradas simplemente
apoyadas en sus cuatro bordes con soporte lineal rigido intermedio recto. *Rayleigh-

Ritz **MEF

MODELO EC. DEL APOYO 0 MEC OTROS METOOOSY REL. DE LADOS

x =0.2 0, 29.642 30.566*; 29.644** [5]

;\.=1 0, 57.494
03 79.497

[Z] Y = l/2(x -I) 0, 100.358 I01.l2 [3]; 100.20 [I]
0, 1I0.109 1ll.04 [3]; 1l0.04 [I];\.=2 03 I91.174 192.16 [3]; I9l.oo [l]

x = 0.25 0, 30.917 30.931 [12]

I 0.25:<;y:<; 0.5 0, 55.593 55.627 [12]
;\.=1 03 76.673 76.745 [12]

y=x 0, 49.348 49.355 [12]

/ 0.25 :<; x :<; 0.25 0, 52.642 52.729 [12]
;\.= I 03 72.674 72.714 [12]

Como a1ternativa se analizo tarnbien imponer mediante multiplicadores de Lagrange, la condicion de
trabajo de giro nulo sobre Ia curva. Esto es, que Ia derivada en Ia direcciOn tangencial a Ia curva de
apoyo sea nula. Los resultados obtenidos son identicos sOlo que para obtener Ia misma precision esta
Ultima variante exige tomar Menor cantidad de terrninos en Ias expansiones de las reacciones.

En la presente contribucion se logra convergencia uniforme de Ias formas modales y frecuencias de
precisiOn arbitraria.

La consideraciOn de otras condiciones de borde para la placa (empotramientos, bordes libres) solo
representan el agregado de cierta complejidad algebraica. EI caso de los bordes empotrados ya ha sido
estudiado y los resultados serin publicados proximamente.
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Tabla II: parametros de frecuencia fundamental de placas rectangulares sim-
plemente apoyadas en sus cuatro hordes con soportes lineales rigidos inter-

medios rectos mla tiples y curvos.

MODELO APOYO
0,

MEC MEF REF. [3]

0 A.=1
C = (0.5, 0.5) ; r = 0.25 98.899 99.177 98.913

o ~ t ~ 21t

( A.=1
C = (0.5, 0.5) ; r = 0.25 37.069 37.103

1tI2~t~1t

L
A.= 1.25

r = 0.2; 0.25 ~y ~ 0.75 49.746 50.122
Y = 0.25 ; 0.2 ~ r~0.5

[Q] A.= 1.25
r = 0.2 ; 0.25 ~y ~ 0.5

63.245 63.578
Y = 0.25 ; 0.2 ~ r~0.5
r = 0.5 ; 0.25 ~y ~ 0.5


