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RESUMEN
En este trabajo se presenta una técnica de integracion numérica para obtener en
forma explicita las matrices de rigidez de los elementos hexaédricos
isoparamétricos de ocho nodos. Esta técnica estd basada en el truncamiento
consistente de la expansion en series de Taylor de las matrices de rigidez de estos
elementos. Se demuestra que las matrices resultantes no poseen modos espurios y
pasan el test de la parcela (patch test).

INTRODUCCION

Los andlisis de elementos finitos en gran escala demandan un gran esfuerzo computacional. Por
lo tanto resulta importante disminuir estos costos. La integracién numérica mediante
cuadratura de Gauss es la opcién preferida para la evaluacion de operadores gradiente y
ecuaciones constitutivas pues puede ser aplicada eficientemente en problemas no lineales. El
numero minimo de puntos de integracion es determinado por condiciones de consistencia y
estabilidad [1] y se lo conoce como cuadratura completa. La cuadratura completa es costosa
pero el uso de un nimero menor de puntos de integracién da elementos con modos espurios 6
mecanismos [2]. El uso de una cuadratura reducida de un punto en elementos hexaédricos de
ocho nodos genera inestabilidades conocidas como modos reloj de arena (hourglassing modes
{1,2]), que se manifiestan como oscilaciones espurias superpuestas a campos de variacion
suave. Muchos autores [3-10] han desarrollado controles efectivos de estos modos afiadiendo
algun tipo de estabilizacion al elemento obtenido mediante cuadratura de un punto.

En este trabajo se mostrara una técnica original para integrar numéricamente en forma
consistente las matrices de rigidez del elemento hexaédrico de ocho nodos. Los elementos
resultantes pasan el test de la parcela (patch test [1]) y no presentan modos espurios.

ECUACIONES PARA ANALISIS DE TENSIONES POR ELEMENTOS FINITOS

Considere el mapeo de un elemento hexaédrico del espacio fisico al espacio de coordenadas
paramétricas & 1, £ como se muestra en la figura 1. La configuracion del elemento en las
coordenadas &, 7, ¢ es un cubo triunitario [-1,1]x{-1,1]x{-1,1].
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Figura 1. Mapeo del elemento hexaédrico de ocho nodos

Para este elemento las coordenadas espaciales x;, y las componentes de desplazamiento #; son
aproximadas en el elemento por funciones de interpolacion N, en funcién de los valores
nodales x,; y ui, como

x(EmE) =2 N (¢.1.8)x, =N'x, (M
o i=1,2,3
u(&.n.$)=Y N, (&n¢)u, =NTu,

a=\

Donde
N=[N, N, N, N, N, N, N, NJ )
y las funciones de forma trilineales son

NEm0) = L+, mli+.0) @

siendo &, 7, & son los valores nodales de las coordenadas paramétricas &, 7, £

El principio de los desplazamientos virtuales para un cuerpo deformable puede postularse
como ,

=[&cdV -oW,, =0 @
donde W, es el trabajo virtual de las cargas externas, o es el campo de tensiones

o= [0'” Cxr On Op O Gu]r ®)
€ es el campo de deformaciones

: €= [511 €2 By Y Yo YB]T (6)
cuyas componentes valen
E = ,a,l!', = ,a,zfl, + ?}‘;{. (7)
a0 T e,
Reemplazando las aproximaciones a los desplazamientos (1) tenemos
¢=Bd ®

donde d es el vector de desplazamientos nodales y B es la matriz gradiente

»: 2 ' 2 4 )
T, :)ZZ(ZB'J* ‘¢ +B, 8 B, + B, ¢ rz:’j
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Las matrices B son inicamente funcién de las dimensiones del elemento y pueden encontrarse
en los textos usuales de elementos finitos [1,2]. J es el Jacobiano de la transformacion de
coordenadas

L o y - (10)
J(f’n,§)=ZZ(ZJ,,k§'77’C +J N+ T, ENGT T, E NS ]

=0 ;=0 \ k=0

siendo los coeficientes Jj; tUnicamente funcion de las dimensiones del elemento. Se puede
demostrar facilmente que si el elemento tiene forma de paralepipedo entonces el Jacobiano es
constante y diremos que el elemento es de forma regular.

El vector de tensiones o esta relacionado con el vector € por la ecuacion constitutiva
c=Ce=CBd ) an
Siendo C la matriz constitutiva. Para una variacion arbitraria &d del vector de desplazamientos
nodales la variacion del campo de deformaciones y el trabajo virtual externo son
&=Bad, W, =4"f, (12)
donde f, es el vector de fuerzas nodales externas. Luego la ecuacion (4) queda

ow =d"( [ BradV -1, =0 (13)

Que debe ser valida para cualquier variacién arbitraria &, por lo tanto debe verificarse que
f,=[B'cdV =Kd=f, (14

siendo fix el vector de fuerzas internas y

111 (15)
K= [B'CBdy = [[[BTCBUdsdnd¢
~t=1-t
es la matriz de rigidez. Notese que para un elemento de forma regular esta integral se puede
calcular exactamente pues el integrando es simplemente un polinomio. En este caso la matriz
gradiente se puede escribir como

- 1 (a A - - o - A 1
B(f;’?sg)zj’*'(aow+Bloo§+Bouo”+Bw|§+Bllo§77+B1m §+Bon’7§) 16
000

donde indicamos con un simbolo * a las cantidades asociadas a un elemento de forma regular.
Luego la matriz de rigidez para un elemento de forma regular es

PN 1 5 N 1 o N s 17
R = Koo+ ) (Ron + R +Kog) + | (R + Koy +Kog) an
donde
8 . - 8 - - 18)
Ko =J BoTwCBooo Kzzo—J BT]OCBIIO ¢
000 000
N 8 ~1 4 . 8 a1 g
Kzoo=J BIOOCBIOO Kzoz_J' "meCBml
000 000
Ky = B B! ,CB K= 5 BI.CB
ozo_j’ o 010 022 J att otl
000 000
N 8 .
Koy = BngBom
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INTEGRACION NUMERICA. CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD

Para un hexaedro de forma arbitraria. el integrando de la matriz de rigidez es un cociente de
polinomios en &, 7, ¢ Aunque la integracion analitica podria ser posibie. como ha sido hecho
en cuadrilateros[11,12], la integracién numérica es la opcién preferida pues puede ser aplicada
eficientemente en problemas no lineales. Usualmente se emplean las formulas de cuadratura
Gaussiana que aproximan la integral como una suma ponderada de evaluaciones del integrando
en ciertos puntos del elemento conocidos como puntos de integracion de Gauss. Es importante
determinar la minima cantidad de puntos requeridos pues el esfuerzo numérico es proporcional
a este numero. '

Para asegurar la convergencia del procedimiento numérico con las matrices integradas
numéricamente se deben satisfacer condiciones de consistencia y estabilidad. El requerimiento
de consistencia asegura que a medida que el tamafio del elemento tiende a cero la solucion
aproximada tiende a la exacta. Para satisfacer este requerimiento ¢l elemento debe pasar el test
de la parcela [1,2], esto es, debe reproducir exactamente, como minimo, cualquier estado de
tensién constante. Esto implica que el vector de fuerzas internas exacto debe ser obtenido en
estos casos. La condicidn de estabilidad requiere que la solucion del sistema de ecuaciones
tenga solucién iinica sin presencia de mecanismos espurios. Estos mecanismos son debidos a la
presencia de autovalores nulos impropios. Se puede demostrar {13] que si para un elemento de
forma regular (Jacobiano constante) la matriz de rigidez integrada numéricamente coincide con
la obtenida analiticamente entonces ¢l elemento no tiene modos espurios.

INTEGRACION NUMERICA CONSISTENTE DE LAS MATRICES DE RIGIDEZ

Considere la expansion en series de Taylor de la matriz gradiente

I Sy gmgnes (19
000 m=0n=0 5=0
Luego la matriz de rigidez puede escribirse como
t1
0 o @ —~ o d ud (20)
K= [[] 355 R eme 0
=il =0 j=0k=0 8

donde
(2D

con p1 = max(0,i-2), s, = min(2,3+p-i), ¢ = max(0,-51), i = min(2,3+p-i3+g-)) y 1 =
max(0,k-t).

Integrando (20) obtenemos

- — K2p2q2r (23)
K=222 (2p+D2g+DQ2r+1)

p=04g=0 r=0




C. Jouglard

Esta sumatoria dé la misma matriz de rigidez que se obtendria integrando analiticamente. Para
aproximar consistentemente esta suma proponemos retener solo los términos que aparecen en
la ecuacion (17) correspondientes a un clemento de forma regular, esto es

o ~ = = 24
K = K + (Km2+K0m+K,w)+ (K + Ky +Koy) G4

Noétese que esta matriz debe coincidir con la obtenida analiticamente cuando el elemento tiene
torma regular, por lo tanto se puede asegurar que no tiene modos espurios.

SIMPLIFICACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ APROXIMADA

Considere un campo lineal de desplazamientos nodales d, que di un estado de tensiones
constante oo = (CBooo/Jose)d:, sobre el elemento. Luego, de (14) el vector de fuerzas internas
queda

25
f =Kd, = §~(B;n+-l-(Bfm +B§20+BOT02))CBmdL (23)
J oo 30 °
Luego podemos definir una matriz gradiente consistente B¢ como
1 1 (26)
BC = g (Booo + 3(Bmo + By +Booz)j
000
y una matriz de rigidez aproximada
R =R}, +1(K‘2+Km+1<m)+ (Rip +Rigy +Kinp) @7
Siendo
~. 7
K}y = 8J/,,0B¢ CB® (28)
y
e 8 Ht m o 8 - 29
K = 4“"3?001(:8001 K= ‘**BZ)-HCBOH )
Jow J oo
] 8 8 CB e 8 =t
020 = 77T 00 CBow Ko = ‘B101CB101
J oo Jono
o 8 =1 . S 8
K jooo BT CBIOO Ko =;]mx> ITIOCBno

Las expresiones para las matrices B 4 Pueden encontrarse en [14,15], y puede demostrarse

que estas matrices son ortogonales a cualquier vector lineal d,, excepto para i =/ =k = 0.
Luego la matriz (27) pasa el test de parcela para cualquier geometria del elemento.

Esta matriz simplificada es similar a la deducida orlglnalmente por Liu y otros {10] difiriendo
tinicamente en la matriz gradiente consistente B, que en la referencia mencionada solo
considera ¢l primer término. Como consecuencia dicha formulacion no pasa el patch test para
elementos de forma irregular. Esto fue notado y corregido posteriormente [14.15] usando
matrices gradiente uniformes [5,6]. Ademas en dichas referencias se adoptan hipotesis que aqui
son innecesarias, como asumir que el Jacobiano es constante en todo el elemento.
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CONCLUSIONES

Se ha presentado un procedimiento para obtener las expresiones explicitas de las matrices de
rigidez de los elementos hexaédricos de ocho nodos para analisis de tensiones. Se ha
demostrado que el procedimiento asegura la consistencia y estabilidad de las matrices
obtenidas. Los elementos obtenidos son similares, aunque no iguales, a otros que aparecen en
la literatura {10,14,15] por lo que tienen un costo computacional equivalente. La mayor
diferencia radica en la forma consistente en que aqui fueron deducidas las matrices de rigidez.
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