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La integracion temporal de problemas de dinamica lineal se realiza con eficiencia
mediante un numero de algoritmos incondicionalmente estables. Para ello son uti-
lizados esquemas que conservan la energia como asi tambien esquemas en los que se
fuerza un decaimiento de la energia (energy decaying algorithms). Las propiedades de
conservacion/disipacion de estos algoritmos no son en general extensivas al regimen
no lineal. En este trabajo se analizan diversas formulaciones de esquemas de inte-
gracion temporal que conservan la energia para problemas de la dinamica no lineal,
comparando performances, costos, etc. y tomando como problema modelo el calculo
de la respuesta de un trompo simetrico moviendose en un campo gravitacional.

Time integration of linear dynamics problems is solved efficiently using a widely
range of unconditionally stable algorithms. In order to do this, energy conserving
and energy decaying schemes are used. This conservation property is typically lost
in the nonlinear regime, because the conservation/dissipation properties of this kind
of algorithms are, in general, non extensive to the nonlinear regime. The paper
deals with several energy conserving algorithms for the dynamic analysis of non-
linear systems. Performance, cost, etc. are compared, considering the problem of a
symmetrical top in a gravity field.

El hecho de que las propiedades de conservacion/disipacion de los algoritmos incondicionalmente
estables para regimen lineal no sean extensibles al regimen no lineal ha !levado a varios autores a
desarrollar esquemas especiales para el tratamiento del caso no lineal. Desde un punto de vista
numerico, los algoritmos que conservan la energia !levan a una nocion rigurosa de estabilidad
incondicional no lineal. Por otro lado, la ausencia de algun mecanismo de disipacion de altas
frecuencias en presencia de frecuencias no resueltas puede llevar a dificultades de indole numerica.
Esta limitacion puede evitarse adoptando esquemas que pueden disipar el contenido de energia
relativo a los modos de vibracion de las frecuencias mas elevadas. Podemos mencionar tres
grupos de algoritmos:
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Los metodos del primer grupo (Newmark, metodos a) poseen disipacion controlada de frecuen-
cias altas para dinamica lineal, pero para sistemas no lineales no garantizan la disipacion de
energia para todos los parametros de integracion. EI segundo grupo fuerza la conservacion de
la energia par un esquema que es una extension de la regia del trapecio con una restriccion
para la conservacion de la energia par multiplicadores de Lagrange. EI tercer grupo es el mas
utilizado actualmente y garantiza la estabilidad de la integracion temporal. Es conocido como
energy-momentum method, y consiste en una simple modificacion de la regia clisica del punto
medio. En este trabajo se estudian comparativamente formulaciones de esquemas de integracion
temporal de este ultimo grupo, aplicadas a un problema de dinamica rotacional no lineal.

Consideremos el movimiento de un cuerpo rigido con un punto fijo 0 en 1R3 con masa total
!'vI > 0, centro de masas G ubicado a una distancia I > 0 de 0 y tensor constante de inercia J
respecto del punto 0 y relativo a los ejes del cuerpo. La ubicacion del cuerpo en 1R3 esta definida
unicamente por la matriz de rotacion A. La velocidad angular del cuerpo n(t) y el momenta
angular del cuerpo ll(t) estan definidos respectivamente por las relaciones

d -dtA(t) = A(t)n(t)

donde n es la matriz antisimetrica asociada con el vector axial n segun la relacion iJa =
n x a "Ia.

Sea r(O) = IE, con II E 11= 1 vector posicion del centro de masas en t = O. EI vector posicion
r(t) del centro de masas G en el tiempo t y el momenta angular total espacial1r(t) relativo al
sistema de coordenadas inercial fijo son

K=~ll.n=~n.Jn
2 2

Sea f(t) la fuerza aplicada en el centro de masas y definiendo g(t) = If(t) tenemos la ecuacion
de balance de momento angular ir(t) = r(t) x f(t), que junto con (1) nos permite escribir el
siguiente sistema de ecuaciones de la dinamica de un cuerpo rigido con un punto fijo 0:

ftA(t)

ft[A(t)Jn(t)]

donde el sistema es Hamiltoniano si g(t) es co"'ervativo. En nuestro caso, nos restrillgiremos al
caso de un cuerpo rigido en un campo gravitacional con potencial ~. definido por



Algoritmos que conservan exactamente el momento y la energia
Sea [tn, tn+tl un subintervalo tipico, A y n datos iniciales y g(t) una carga externa dada.
Para un vector dado e de JR3, definimos el siguiente grupo de cOllfiguraciolles COliUll panimetro

En esta expresioll. exp[.] denota el map eo exponencial dado por la formula cl<isica de Euler-
Rodrigues

- Sill II e II -. 1 - cos II e II
exp[e} = cos II e II I + II e II e + II e 112 e 81 e

para ~ = 0 tenemos An y para ~ = 1, An+1 = An exp[ej.
Ahara definimos una familia uni-parametrica de algoritmos implicitos n, COlia E [0,1] mediante
las relaciolles

1
.dt2"[nn + nn+l]

An exp[~e] v~ E [0,1]

.dtAn+"E X gn+"
An+<

An+1Jnn+1 - AnJnn

Para a = ~ se tiene la forma conservativa de la regia del punto medio propuesta por Simo y
Wong [1]. Por diseiio, si g(t) = 0 en [tn, tn+l], el algoritmo conserva exactamente el momento
angular total, mielltras que para 9 = - M gl-y, el algoritmo conserva el mapeo de momento
definido por J(A, II) = -y . All para cualquier valor de a E [0.1]
Para ver la conservacion de la energia, vamos a analizar el cambio total de energia que predice
la familia de algoritmos propuesta en las ecuaciones (9-11). De (3) y (9) podemos escribir:

1 1
Kn+1 - Kn = 2"(nn + nn+tl· J(nn+l - nn) = .dt[e. Jnn+1 - e· Jnn] (12)

y usando la propiedad exp[-eje = e, invariancia del producto punto bajo rotaciones y la
formula (9), podemos escribir

1 -
.dt[exp[-eJe. Jnn+1 - e· JnnJ

I -
7[Ane· Anexp[e]Jnn+l - Ane· AnJnn],,-,t
1

.dtAne. [An+1Jnn+1 - L1nJnn]

Ahora reemplazando (11) en esta ulUma expresion y con 9 = - M gl-y obtenemos

Kn-;-l - Kn = -MgIA;-y· [e x exp[aejE] = -Mgl-y· [Aneexp[ae]E] (14)

Finalmente, la energia potencial V(An+,,) viene dada por la expresion

Comparando el miembro derecho de (15) con (14) vemos que el cambio de energia total que
pre dice el algoritmo de (9-11) para un a E [0,1] viene dado por la expresion

Hn+1 - Hn = V(An+tl - V(An) - dd I V(An+<)
~ <="

Este result ado es valido para formas arbitrarias de la funcion energia potencial V.



Esquema de colocacion

En un intervalo tipico [tn, tn+d las formulas (9-11) definen una ecuacion algebraica no lineal de
la forma R(e,a) = 0, donde el parametro algoritmico a E [0, IJ es ahora una variable adicional
a determinar via la ecuacion de restriccion

r(e,a) = -[V(Anexp[eJ) - V(An)) + del V(Anexp[~eJ) = 0
d~ I;=c<

Para la familia de algoritmos definida por las formulas (9-11), existe al menos un a E [0,1] para
el cual se conserva Ia energia en forma exact a, es decir Hn+! = Hn [2J. Luego, la ecuacion (17)
se satisface para cualquier e E 1R3

Esquema implicito de proyeccion

Fijando a = ~ en el algoritmo (9-11) y reemplazando (11) por la expresion del punta medio
modificada

An+!Jfln+l - AnJfln = L1tKAn+tE x gn+t (18)

con K funcion arbitraria que satisface la condie ion de consistencia limn-+o K = 1. Para cargas
gravitacionales g(t) constantes respecto del tiempo, K puede calcularse en forma cerrada [2]
como

Sea un sistema mecanico conservativo en terminos de coordenadas generalizadas q. La energia
cinetica puede escribirse como

con J el tensor de inercia medido en ejes materiales y fl la expresi6n material del vector velocidad
angular. EI Lagrangiano del sistema puede construirse como

6e = T(OP)oOP = Loq

Las ecuaciones de movimiento resultan de aplicar el principio de Hamilton [3]

T' BV
L II + Bq + G(II)q = 0

donde G es la matriz antisimetrica

G(II)q = tTII - :q[(LqfII]

Las componentes de G(II) son

G. - '\"' II (BLij BLiP)lP - L I -,- - --
I oqp oqj

En el caso del trompo, G solo contribuye al movimiento de rotacion, tomando la forma

G(II) = -LTrrL



Conservacion de la energia
Al aplicar la regia del punto medio al vector de momentos gelleralizado II y a sus derivadas
ternporales y a [as de las coordenarlas generalizadas tenemos, respectivamellte

Combinando esta ultima expresion con la ecuacion (2i) tenemos finalmente la forma discretizada
del equilibrio

Esta ecuacion luego se resuelve de forma iterativa para obtener qn+ 1

Con el objeto de allalizar las propiedades de conservacion de la energia del esquema propuesto,
multipliquemos la ecuacion (30) por el saIto de desplazamientos Llq = (qn+l - qn) en el paso de
tiempo

notando que la siguiente expresion represent a las velocidades en el punto medio

,: Ln.;.l(qn+l - qn) = Ln+1qn+1 = {]n.;.l
LJt - ~ 2 'l ' 2

y adoptando la aproximacion {]n..-i, = 1/2({]n+l + {]n), el primer terminG de (32) toma la forma
de saito de energia cinetica .



Parametrizaci6n' de la rotaci6n
Con el objeto de definir la configuracion inter media entre An y An+1 descomponemos el incre-
mento de rotacion en la forma de dos rotaciones sucesivas

La aproximacion discreta de la velocidad angular puede calcularse como

• T' 1T 1 T
Dn+1=A 'lAn'l",-;;-A +l(An+l-An)=-;;-(F-F)

2 nT 2" ""':.1 i-J.t n 2" ut

El operador F puede describirse en terminos de las invariantes (n, .:1</» de la rotacion relativa
como

F = A(n, -Zl.:1</»= eoI + _l_eeT + e -+ vec(F) = n sin -Zl.:1</> = e (40)
1+ eo

Tomamos las siguientes aproximaciones

Ademas, L y G en tn+i toman la forma

Ln+_,l= ZI Gn+l = -4lln+l (43), ,
Luego, particularizando las ecuaciones de equilibrio (31) al movimiento del trompo en estudio,
llegamos a la siguiente ecuaci6n discreta

Se describe la formulacion de varios algoritmos de integracion temporal con conservacion de
la energia aplicados al problema de un trompo. Mientras los esquemas de Simo buscan veri-
ficar dicha conservacion por colocacion en un punto particular 0 por modificacion escalar de la
ecuacion de equilibrio, el esquema propuesto por Geradin/Bauchau hace aparecer un termino
cuadd.tico en el incremento de rotacion en la ecuacion de equilibrio. En la presentacion oral se
mostraran ejemplos de calculo con los esquemas desarrollados.
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