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o conceito de Gradiente Topologico, 0 qual e uma fun9ao definida no dominio que
fornece a sensibilidade do problema ao criar um pequeno furo numa dada posi9,jO do
mesmo, tem se mostrado como uma poderosa ferramenta na obten9,jo da topologia
otima para uma vasta classe de problemas de engenharia. A grande limita9ao desta
metodologia e que quando um furo e criado, nao e mais possive! estabe!ecer um home-
omorfismo entre os espa90s envolvidos. Dessa forma, necessita-se desenvolver algum
ferramental matematico especifico na obten9iio dos gradientes. Neste trabalho, por-
tanto, e proposta uma forma alternativa para obter 0 Gradiente Topologico baseado
em conceitos de Analise de Sensibilidade. A grande vantagem desta metodologia e
que atraves dela e possivel calcular 0 Gradiente Topologico utilizando todo 0 proced-
imento matematico ja desenvolvido no contexto de otimiza9ao de forma, conduzindo
a uma formula9,jo bem mais simples e construtiva que as metodologias encontradas
atualmente na literatura para obten9ao da topologia otima.

The Topogical Gradient is a function which provides the sensibility of the problem
defined in a certain domain when a small hole in a given position is created. This
concept is a powerful tool to obtain the optimal topology for a big class of engineering
problems. The most important limitation in this methodology is that, when a hole
is created, it is impossible to establish a homeomorfism between the involved spaces.
Then, it is necessary to develop some specific mathematical tools to obtain the gradi-
ents. In this work we introduce an alternative form to get the Topological Gradient
based on Sensibility Analisis concepts. With this methodology we can use the math-
ematical procedures developed in the context of shape optimization to calculate the
Topological Gradient. In this way, the optimal topology is obtained, which is a much
simpler and constructive method than the ones existing in the literature.

Como ja mencionado, 0 Gradiente Topol6gico fornece a sensibilidade do problema ao criar urn
pequeno furo numa dada posi<;ao do dorninio. Maternaticamente, este problema pode ser escrito
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da seguinte maneira:

Seja n, C !RN, tal que n, = n - E" onde E, e uma bola de raio € centrada no ponto x E n,
cujo contorno e denotado por r, = ruBE,. Entao, tem-se 0 dominio original sem furo n e 0

dominio n, com um pequeno furo E,. Considerando ainda 'I/J (0) uma funGao custo definida num
certo dominio (.J, entao 0 gradiente topologico e escrito como (Garreau et al. 1998),

G (-)._ r 'I/J(n,) - 'I/J(n)
T x '-,~ f (€) .

onde f (€) e uma funGao de € que dependera do problema em analise.

o grande inconveniente de trabalhar com a definiGao dada pelo Eq. (1) e que quando um fura
e criado, nao e mais possivel estabelecer um mapeamento um para um entre os dominios n,
e n, em outras palavras, nao existe mais um homeomorfismo entre estes dominios pois eles se
encontram em espaGos topologicos diferentes, sendo assim, a derivada (1) nao pode ser obtida
de forma convencional.

A ideia central deste trabalho, portanto, e partir de um problema em que 0 furo E, ja exista, ou
seja, partir de n" causando uma pequena perturbaGao 5€ em E, de modo a originar 0 furo E,+o,
definido em um um novo dominio perturbado n,H, = n - E,+o" sendo 0 contorno escrito como
r <+0,. = r uBE,H,. Assim, 0 Gradiente Topologico pode ser redefinido da seguinte maneira:

GT (x):= lim 'I/J(n,+o,) - 'I/J(n,)
OHOHO f(€+o€)-f(€)

A rigor, est a ultima definiGao de Gradiente Topologico fornece apenas informaGao se 0 furo
E, com € -+ 0 deve aumentar ou diminuir de tamanho e nao se este deve ser efetivamente
criado, contrario ao que mostra a definiGao original do Gradiente Topologico (Eq. 1). Por outro
lado, entende-se ainda que, expandir urn furo de raio €, quando € -+ 0, nada mais e que cria-
10. De qualquer maneira, este fato nao implica em dizer que ambas definiGiies (1 e 2) sejam
equivalentes, a menos de uma prova matematica completa que estabeleGa a relaGao entre elas,
a qual sera demonstrada mals tarde neste trabalho. A grande vantagem desta ultima forma
de escrever 0 gradiente topologico, e que atraves dela pode-se estabelecer urn homeomorfismo
entre n, e n,H,. Consequentemente, to do 0 ferramental matematico desenvolvido em Analise
de Sensibilidade a. mudanGa de forma pode ser utilizado neste contexto.

A grande maioria dos modelos associados a problemas de valor no contorno sao formulados
atraves de equaGiies diferenciais definidas ponto a ponto num dominio n ou, de forma mais geral,
por equaGiies integrais sobre n. Assim, perturba<;iies neste dominio produzem, necessariamente,
alteraGiies tanto nos termos integrandos, quanto no proprio dominio de integra<;ao. Sendo assim,
a Analise de Sensibilidade a. mudanGa de forma, nada mais e que determinar a variaGao das
caracteristicas associadas ao problema devido a modificaGiies na configuraGao denotada por n.
Para tal, pode-se utilizar os conceitos desenvolvidos no trabalho pioneira de Murat & Simon
(1976), isto e:

Seja 0 dominio !1 C !RN. Considerando que este dominio sofra uma perturbaGao r, a qual pode
ser representada por um mapeamento suave e inversivel, da seguinte maneira

Entao, 0 dominio perturbado nT' bem como seu contorno r T, podem ser escritos como

nT = {xT E !RN I 3 x En, XT = X (x, r), Xo = x e no = n}



Expandindo X (x, T) em serie de Taylor em tomo de TO e considerando apenas 0 primeiro termo
da expansao, 0 mapeamento X (x, T) pode ser obtido de forma explicit a da seguinte maneira

o 2
X (x, T) = X (x, TO) + OTX (x, TO) (T - TO) + O(T ).

o
X(X,T) = X (x,O) + T OTX (x,O) + 0(T2).

o
OTX(X,O) =v(x),

onde v (x) e a velocidade de mudan<;a de forma. Finalmente, todo ponto x, pode ser escrito,
para T suficientemente pequeno, da seguinte maneira

Sendo assim, 0 problema eliptico de valor no contomo escrito na configura~iio de referencia,
tambem deve ser satisfeito, para qualquer T, na configur~iio perturbada, tomando a forma:
Encontre uTE U, := U (ll,), tal que

Partindo-se, entiio, para os conceitos de Analise de Sensibilidade a mudan~a de forma propri-
amente dita, necessita-se estabelecer a sensibilidade da fun~iio custo ..p (ll,) em rela~iio a uma
perturb~ao T, a qual e dada pela seguinte derivada

No entanto, para calcular a derivada da fun~ao custo em rela~ao aTe preciso reescrever ..p (ll,)
como fun~ao explicita do parametro T da seguinte maneira:

..p(ll,):= 1¢(T,U,) dll, = W,(T,UT)

fl_

onde uT e solu~iio da Eq. (5). Assim, a derivada de W, (T, uT) em rela~iio a perturba~ao T e
dada por

.!£W ( )1 - r wT (T,UT) - W (u)
dT '. T,Ui i=O - T~ T

onde uT e uma fun~iio implicita de T atraves da equa~iio de estado.

A analise de sensibilidade em rela~ao a mudan~a de forma po de ser obtida utilizando 0 metodo
do Lagrangeano, 0 qual consiste em relaxar a restri~ao do problema, neste caso a equa~ao de
estado. Assim, 0 Lagrangeano pode ser escrito, ja na configura~ao perturbada llT' como

Vma vez que a equa~ao de estado seja satisfeita para toda perturba~iio T, basta calcular a
derivada total do Lagrangeano £, (Eq. 9) em rela\iio ao parametro T, para obter, automatica-
mente, a sensibilidade da fun~iio custo WT em rela~iio a T, ou seja
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Denominando uT = ~
na dire~ao PT fica

Como PT e um elemento arbitrario de VT, entao anulando a Eq. (11) para to do PT E VT,
recupera-se a equa~ao de estado do problema, ou seja: Encontrar UT E U,. tal que

Da mesma forma, observa-se que uT e urn elemento arbitrario de VT e que PT E UT, entao pode-
se escolher PT de maneira a eliminar 0 termo dado por Eq. (13). Esta escolha de PT conduz a
chamada equac;ao adjunta do problema, a qual, devido a simetria da forma bilinear aT (', '),
pode ser escrita como: Encontmr PT E UT tal que

I O£T . \ I OWT • \ ( .) 0
\ aUT' U.,./ = \ aU

r
' U-r I + aT Prl U-r =

Como os termos (12) e (14) se anulam, entao a derivada total do Lagrangeano coincide com sua
derivada parcial, ou seja,

d a
d7£T(7,~,PT) = 07£T(7,~,PT) (15)

A Eq. (15) leva a importante conclusao de que, para UT solu~iio da equa~iio de estado e PT
soluC;iioda equa~iio adjunta, basta calcular a derivada parcial do Lagrangeano em rela~iio 7 para
obter a sensibilidade da fun~iio custo a mudanc;a de forma (Eq. 8). Alem do mais, 0 calculo da
derivada do Lagrangeano pode ser reescrito da seguinte e ja consagrada maneira: Seja UT E UT

soluC;iioda equac;iio de estado, isto e

( .) IOWT• \

aT PT'U", = - \ aUr 'UT /

Entao, considerando a Eq. (15), a Analise de Sensibilidade a mudanc;a de forma pode ser escrita
como

d a a a a
-d \lI,. (T. UT) = ",£T (T, ~,PT) = ",!Ii,. (7,~) + "'~ (~, PT) - "'[,. (PT) (18)

T vi ui vi uT

Para uma vasta classe de problemas de engenharia, a analise de sensibilidade a mudanc;a de
forma dada pela Eq. (18) pode ser escrita em func;iio de uma integral no contorno r , a qual,
geralmente, toma a forma:

onde 0 tensor !l e conhecldo como tensor de Eshelby eve a velocldade de mudanc;a de forma
dada em Eq. (3).

Outro importante resultado ja demonstrado em, por exemplo, Fancello (1993), e que somente
a componente da velocidade v na direc;ao normal a fronteira r e significativa nos caculos de



sensibilidade. Este resultado baseia-se na ideia de que somente a componente normal da veloci-
dade, au seja Vn, e que efetivamente produz uma mudan~a na forma do corpo. Sendo assim.
considerando que v (x) =vnn, a Eq. (19) po de ser reescrita como

dWr I = r 1:n· nVn dI' = Vn r gT (x) dr, onde gT (x) = 1:n· n. (20)
dT r=O Jr Jr

para Vn constante em r.
Finalmente. basta mostrar como a expressao final da analise de sensibilidade iJ. mudan~a de
forma (Eq. 20) pode ser utilizada para obter 0 Gradiente Topologico GT (x), dados pelas Eqs.
(1 au 2).

Seja a fun~ao custo ,p (. tennida nos dominios 0, = 0- B, e 0,+8,= 0- B,H,' Considerando
ainda os conceitos de ArHi.lisede Sensibilidade it mudan~a de forma apresentados na Se~ao 2,
tem-se

lembrando que apenas a bola B, sabre uma perturba~ao Of.

Apartir da Eq. (4) e considerando que v (x) = Tvnn, vem

Entiio, e possivel associar a perturba<;iio Of com 0 parametro T, au seja, das Eqs. (21 e 22) e
observando que Of = Ilxr - xII para x E DB, e Xr = X (X,T) E DB,H" tem-se que

Agora, a rela<;iio entre 0 Gradiente Topologico e os conceitos de Analise de Sensibilidade iJ.
mudan<;a de forma, pode ser demonstrada no seguinte Teorema:

Theorem 1 Seja 0 gmdiente top%gico dado pe/a Eq. (1), tal que 0 < IGT(x)1 < 00, entao 0

limite com f -+ 0 existe e pode seT escrito como

• . 1 d,p (Or) I
GT (x) = hm f' ( ) I I10-+0 € Vn dT r=O

Lembrando que,p (Or) = Wr (T, ur) e que r,H, = r r, entiio, apartir do resultado do Teorema 1
e da Eq. (20) e, considerando ainda uma escolha adequada de f (f), tal que 0 < IGT (x)1 < 00,

a gradiente topologico pode ser expresso da seguinte forma:

• . 1 d I . Si9n(vn)!r
GT(x)=hm J'()I I' Wr(T,Ur)1 =hm f'() gT(X) dr,

€-tO € Vn tiT r=O €--tO € re;
Finalmente, como a parcela do contorno r, que efetivamente esta submetida iJ. perturba~ao Of
(ou T Ivnll e relativa ao contorno da bola B" isto e DB" entao a Eq. (24) pode ser escrita.
considerando uma expansiio no furo (sign (vn) = -1), como

Gr (x) = -lim j/( ) r gT (x) daB,.
£--+0 ~ JaB~

Assim sendo. para obter a expressao final do Gradiente Topologico dada pela Eq. (25) basta
calcular gT (x) = 1:n . n, onde a tensor 1: depende estritamente da fun<;ao custo escolhida e de
cada problema em analise (equa<;ii.ode estado), e posteriorrnente calcular a limite com f -+ O.



Como visto na Se<;ii.o1, 0 Gradiente Topol6gico trata-se, na verdade, de uma derivada que fornece
a sensibilidade da fun<;ii.ocusto 'I/; ao criar urn pequeno furo B, no dominio l1, No entanto, e
facil ver que, da maneira como apresentado neste trabalho, necessita-se ainda colocar alguma
restri<;ii.o adicional no problema, ah\m da equa<;ii.ode estado, para evitar que os algoritmos de
otimiza<;ii.o topol6gica a serem desenvolvidos conduzam apenas a solu<;ii.otrivial do problema,
i.e. meas (l1) = 0,

Uma forma de contornar este problema consiste em introduzir uma restri<;ii.o no volume final
a ser obtido, ou seja, a ideia e minimizar 1jJ, com a restri<;ii.o de que meas (l1) ~ meas (fl) ,
onde me as (fl) corresponde ao volume final requerido. Matematicamente, este problema de
otimiza<;ii.o pode ser escrito da seguinte maneira:

{
Minimize:

Sujeito a:
1jJ(l1)
In dl1 ~ meas (fl) .

Na pratica, 0 problema de programa<;ii.o matematica dado pela Eq. (26) e bastante simples de
ser resolvido e pode ser ser esquamatizado no seguinte algoritmo:

(a) Encontrar a solu<;ii.odireta Uk e a adjunta Pk.

(b) Calcular GT (xh segundo a Eq. (25).

(c) Criar os furos nos pontos x correspondente a GT (xh < "1k, onde "1k e calculado de
forma proporcional ao volume de material a ser retirado em cada itera<;ii.ok.

(d) Definir 0 novo dominio l1k+!.

(e) Fazer k r- k + 1.

Note que 0 algoritmo de otimiza<;ii.o topol6gica proposto neste trabalho e equivalente a urn
metodo de ponto fixo. Esta e apenas uma primeira tentativa para utilizar as informa<;oes contidas
no Gradiente Topol6gico. No entanto, nada impede que outros algoritmos sejam propostos de
modo a aproveitar melhor tais informa<;oes.
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