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En este trabajo se estudian algunos aspectos que describen al moderno tratamiento utilizado para la ruptura de los calculos
renales conocida como Litotripsia. Durante este tratamiento intensos pulses de uttrasonido son utilizados para romper el calculo en
peque~as piezas suficientes como para que cada una de ellas pueda ser liberada naturalmente.

Se desarrollo una teoria a cerea del comportamiento de un calculo renal cuando se impone como condiclon de cootoroo el
pulse de Litotripsia. •

Para estudiar la respuesta de un f1uido en presencia de fuertes cndas de choque como ocurre en este casa, sa utllizQ un
algoritmo recientemente desarrollada que consiste basicamente de dos pasos: un paso de integracion que se besa en resolver las
e-:uac:ones de conservacion en ferma Lagrsngiana con un esquema da diferenclas finitas que utiliza :05 valores promediados can la
masa en una gnlla despla:.aoa. En 91 segundo paso se utilizan las soluciones obtenidas par el pnrner paso. procesandolas con
correcciones que conservan ia canttdad de momento total para eliminar las oscilaciones espurias cerca de las ondas de choQue.

Se desarrollo un metoda que superpone instante a instante los rayos que, mediante las retlexiones que se producen debide
al cambia de Impedancla entre el matenal del reflector y el fluido en su intenor, lIegan al segundo foco

El proceso utilizado es Litctripsia extracerporea mediante al cual cndas de cheque acustieas. generadas fuera del cuerpo,
son enfocadas hacia al calculo, causandc su fragmentaci6n. En este procedimiento intensos pulsos de ultrasoOido (entre 200 y 1000
atm6sferas en el pice, durante algunos micresegundos), son utilizados para romper Is piedra en fragmentos suficientemente pequenos
para poder ser liberados en forma natural,

EI paciente es sumergido en un tanque de agua el cual contiene un generador de pulses mas un disruptor y un retlector
elipsoidal. EI generador es colocado en uno de los focos del reflector y el pac/ente en el otro. Una onda de choque esferica expanslva.
iniciada en el generador, es ccnvertida por reflexi6n en una onda de choque que converge en el calcuto renal. [1]

Sistema fluor05c6p 11;:0 que coloca 105 caiculos renales
/ en I. ""on fo'" del'.otnp,o,

Una desventaia que apareca con la utilizacion de este tratamiento as la inducci6n de cavitacion. Entre los posibles pe~uicios
que puede provocar una burbuja de aire dentro del organismo de una persona, 105 mas importantes a tener en cuenta son: dano oar
erosi6n. que sa produce cuando una burbuja colaosa cerca de una superficie s61ida como puede ser la pared de un 6rgano vital,
tomando la forma de un jet [2]; par otro lado 51Is burbuja si introduce en el torrente sanguineo, dependiendo del radio que esta tanga,
puede causar la muerte del paciente.

La forma de la onda del pulso de Litotrips/a es modelada como una oscilacion modulada par una exponenciai [1].

Para desarrollar una teoria que se aproximara a la realidad S8 supuso una piedra totalmente esfarica con un hueco
concentrico de radio variable y de un material que sigue las Jeyes de la elasticidad lineal (Ecuaci6n de Navier).

Para resolver la ecuaci6n que gobiema el movimiento del material se discretiz6 Is dependencla espatial can el metoda de
Elementos Finitos y para la resoluci6n del oroblema temporal se utiliz6 el algoritmo de Newmark.

La ecuacion que rige el movimiento de un solido elastlco ideal, en ausenaa de fuerzas de volumen, para peQuetias
deformaclones [9J.



donde p, es la densidad del solido, W es el desplazamiento, t es el tiempo, cr es el tensor de tensiones ns es el dominio ocupado por
el Solido elastico.
El tensor de tensiones para el caso particular de peque"as deformaciones es una matriz simetrica, que depende !olamenta del vector
desplazamlento y de los parametros del material.

Mulliplicando la Ecuaci6n (1) por un desplazamiento virtual V e inlegrando sobre lodo el dominlo que ocupa el solido, se
obtiene la formulacion variational del problema.

Para la resolution de la dependencia espacial a traves Elementos Finitos se utiJizo como funciones de forma, funciones
lineales. Proponiendo como solucion discreta de la Ecuaci6n (1) una combinacion lineal de estas funciones de forma y
reemplazandolos en la ecuacion discreta, se obtiene:

Sa estudio en particular el comportamiento de un solido elastico ideal esterico de radio exterior R y radio interior r, en
respuesta al pulso de ultrasonido como condieion de contomo extema para distintas amplitudes (A) iniciales del pulso y como condieion
de contorno interna, se supuso en todo momento que la presion era la atmosferics.

Para diseretizar en la variable se utiliz6 la derivada segunda centrada en el tiempo para resolver el sistema discreto, pero en
lugar de evaluar el termino de la derecha de la Ecuacl6n (2) a tiempo tn, como se hace usualmente, para calcular al desplazamiento a
tiempo t"." se hizo un promedio pesado evaluando esle lllnnino en los tiempos t"." t" y t"., ulilizando el algoritmo de Newmark (10J:

M· [W··' +:: +W··']+K '[8'W .. ' +(~+0-28 )w. +(~-8+8)W.-'] ~

~ [8oF""' +(~+0 - 28)r +(~-O +8)r-']
donde 9 Y & son parametres ajustables, 6t es el paso temporal y el supra - indice n, n·1 y n+1 signifiea que la funcian esta evaluada en
105 instantes tn, tn.l Y 1.,." respectivamente y M y K son las matrices de masa y rigidez respectivamente.

En la Figura 2 se observa una comparaci6n entre las tensiones que S8 producen en el nodo de la fronters extern a y en la
frontera interns, para el caso en particular en que el radio interno es igual a O.r-R.
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En 18 figura anterior ~odemos a~reoiar que la tension que se ~roduce en el node interno no supera la tension impuesta como
condici6n de contomo en el nodo exterior. Una peculiaridad que se observa en la tensi6n que sa produce en el nodo interno as la
repetitividad de pulsos, que a simple vista se puede observar que la distancia entre uno y su consecutivo es la misma. Este hecho se
debe al cambio de impedancia que hay entre la piedra y el medic extemo, produCiendose reflexiones de menor amplitud, (en este caso
las reflexiones que se observan son provenientes de! borde extemo ya que estamos analizando en particular el nodo de la frontera
interna), del pulso que inicialmente fue generado en el borde exterior. La raze" per la cualla distancia entre dos pulsos consecutivos es
la misma es porque la velocidad del sonida en ese medio as un parametro constante.
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Podemos apreciar en la figura anterior que a medida que el radio interior disminuye ocurren dos fen6menos: en primer lugar
el valor absoluto de la tension maxima aumenta y en segundo lugar, la posicion en la cual se produce esa tension maxima, se acerca
cada vez mas al origen. Los dos etectos se producen hasta un radio interior minimo, a partir del cua!. por mas que el radio interno siga
disminuyendo, la curva no tiene cambios significativos. Si tenemos en cuenta estos ultimos resultados, podemos concluir que para una
estera solida 0 con un radio interior pequeno la posibilidad de talla por ruptura es grande, y ocurre en el centro de Is misma.

En este trabajo se presenta un metodo numerico recientemente desarroUado que puede ser utilizado para cualquier problema
general de f1uidodinamica.

Este metoda consiste en resolver las leyes de conservacion desarrollado en geometria plana, cilindrica a esferica utilizando
una grilla desplazada, manteniendo la cantidad de masa entre dos nodos consercutivos como una constants. Para no obtener una
soluci6n oscilatoria, la cantidad corregida toma unos pocos puntas cerea de la discontinuidad para suprimir las oscilaciones espurias 0
de Gibbs. Para ello se utilize un algorilmo que detecta las oscilaclones [6).

Basandonas en las cantidades promediadas con la mass, nos queda el siguiente sistema de ecuaciones ordinarias:

DVJ_1J2 == rJa. . u/ - rt_l . u/_l (4)

Dr I1m/_1/2

dr,
-==u
dt J

Para obtener una saluci6n simultanea de todas las cantidades, se utiliz6 como integraci6n numerica en el tiempo el metoda
de Runge Kutts Merson.

Como la cantidad de mas a entre dos nodos consecutivos se mantiene con stante. el volumen especifico promediado con la
masa, puede ser directamente determinado sin tener que recurrir a 13 integraci6n, usando directamente los valores r; y •.. ' obtenldos

de la integraci6n de la velocidad U / .

EI metoda descripto antenormente, sin un paso correctivo, produce o$cilaciones espurias cerea de las discontinuidades.
Como se puede ver en las I:cuaclones (6), l'l Y (8), el volumen especiflco, la energla interna especifica, la presion Y la

variable espacial independiente rj 5610 dependen de la velacidad u;. por 10cual es la cantidad mas importante a resolver en el tiempo.
Si pudieramos obtener el campo de velocidades en forma exacta, no se necesitaria hacer ningun tipo de correcci6n.
En la Ecuaci6n de conservaci6n de momento (7) se observa que ellado derecho consiste de dos componentes: la densidad

promediada con la masa y el gradiente de presi6n. Debido al uso de una densidadpromediada con Is masa y un gradiente de presi6n

constante en cada zona de la grilla desplazada, el perfil de aceleraci6n resultante en el intervalo entre rJ+1I2 y rJ-1I2, es constante.

La velocidad que aparece en el lado izquierdo, induce a una velocidad constanta en el mismo intervalo. Esta ciase de diferencia da



como resultado un movimiento de cuerpo rigido, cuyo resultado es un momenta atrasado causado en un nodo compresible (resultado
propio de utilizar como metodo de discretizacion Oiferencias Finitas). EI momenta sabre - estimado es puesto en el nodo compresible,
para conservar la cantidad total de momenta. En atras palabras, la correcci6n del momenta no es mas que un praceso para recuperar
el mavimiento real del fluido.

Sean U;'+l Y e/'+l la velocidad y la energia especifica obtenida justa despues de la integracion, respectivamente, Se puede

ver que el momento en 105 dos nodos, p~ .U/"+l Y P;..l • u.~:/ son solapados. 0 mezclados en el sentido de un fluida continuo, en la

region de compresi6n. La cantidad de momenta transfarldo del j-esimo al j+1 - eSimo nodo en el proceso de recalcuiar ios valores de
105 promedios pesados can la masa para el slguiente paso esta determinado par:

si el volumen compnmido ~VJn"~~2.," > 0 En e! casc en que es negative, no hay region de mazda, entonces no hay cerreccu)n. Ei

resultado del momento promediado con la masa despues es:
M;.:' = ,W-;.:I - tiNt;:III!

(correcciones para ellado deracho del j~esimo nodo y ef lado izquierdo del j+1 - esimo nodo respectivamente).
Como se puede ver en las ecuaciones anteriores, la cantidad de momento total se consaNa durante el proceso de

correcci6n. De igual manera comgiendo del otro lado, la velocidad final corregida en el j -esimo nodo es:

Las osci/aciones son producidas principalmente debido a la sobre - estimacion de la velocidad cerca de la onda de choque
can las ecuaciones de Oiferencias Finitas, y pueden ser controladas intensificando Is transferencia de momento en la region donde se
detectan las oscilaciones. EI metoda de deteccion de oscilaciones sigue el siguiente procedimiento:
Sean <k y tl. las darivadas primeras por adelanto y por atraso, respectivamente. si Is siguiente condicio" se satisface en cada nodo:

la soluci6n obtenida en ese paso de integracion no esta fisicamente aearde cen Is propiedad de conservar cada cantidad.
La funci6n admisibleV + 1/2,p' ,p"') retorna verdadero si:

min(p;_1I2,P;+1I2,P; •.3IJ< p; •.1 < max(p;_1/2,P; •.1I2,P;+3/2)

Sustituyendo la ecuaci6n de correccion en la ecuaci6n de conservaci6n de energia, se puede determinar la cantidad de
energia especifica corregida.

La densidad en el procedimianto de cerrecci6n as automaticamente ajustada en el paso de integracion debido al momenta y
energia corregida.

Para resolver este problema, se tomaron en particular que PO as 1 atm y A 100. En la Figura 4 se observa la velocidad del
liquido en funcion de Is posicion a distintes tiempos, en una esfera de radio 0.025 m. A medida que el pulso se acerca al ongen va
aumentando su amplitud, slguiendo la ley 1/r ya que se trata de una enda que se propaga esfericamente.
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En la Figura 4 S8 observa la velocidad que adquiere el agua en funci6n de la posicion al centro de la estera que define el
dominio, cuyo radio es de 0.025 m, cuando se impone como condicion de contorno un pulso de Utotripsia. Los pasos temporales entre
dos curvas consecutivas san iguales, y a simple vista se puede observar que la distanCla entre ellas tambien es pra.eticamente Igual. la
que signlfica que la IIelocidad con que se prapaga la and a de choque es constante e Igual a fa vetocidad del sonldo en ese media,
resuitado esperaeo. ya que la compresibilidad del f1U1dose mantiene constanta a 10 largo del proceso

Se estudi6 el fen6meno de reflexi6n de una anda esfanca generada par un litotriptor, cuya anda se prapaga en agua y surre
un cambio de Impedancia al reflelarse en un segundo medio (vidrio).

El objetivo de este metoda es calcular en fonna numerica la intensldad del pulso que lIega al segundo taco. para 10 cual se
consider6 que ellitotriptor generaba un pulse en forma isotr6pica. .

Para las calcules se realizaron las siguientes aproximaciones: en primer lugar, se consider6 que las paredes del elipsoide de
rellolucl6n son superficies planas. Si bien las ondas generadas per ei litotnptor son estericas. se tomo como caeficlente de reflexion el
correspondiente a andas planas Que se reflejan sabre superficIes planas. Estas supesiclones estan sustentadas por una discretizacion
angular suficlente que permits apraximar linealmeme Is superficie de reflexi6n.

Conslderemos una onda esferica que sa genera en el foco 1 del elipseide con una clerta amplitud Pi. La distancia que recorre
un pulso en particular, antes de la reflexi6n, depende de la direcci6n de prepagaci6n:

b' (13)
x(a) = (c;+!.cosa)

donde a es el angulo medido con respecte al eje horizontal, a es el semi - eje mayor, b es el semi - eje menor y , es et foca del
elipsolde.

Por 10 tanto, la amplitud con que el pulso generado en el primer loco lIega a la superficle de la elipse, antes de la reftexion
es p, . F(x(a)), donde la funci6n F es la correspondiente a la soluci6n de propagaci6n de una onda esferica, que en este caso decae

como la inversa de la distancia recorrida x(a). AI reflejarse, como el coeficiente de reflexl6n es menor que la unidad, la amplitud

decae aun mas at:. R(e,(a))' F(x(a}}'
Mediante la utilizacion de relaciones de trigonometria, S8 puede obtener la relacion entre el angulo que forma el rayo que

parte del primer loco con la horizontal (Ct), y el angulo que Ionna este mlSlTlo con la nonnal a la tangente de la superficle de la elipse en
el punta de incidencia (91).

Segun la ley de la reflexi6n de una onda esferica sabre una superficie plana, la anda reflejada tambien es una onda esferica
cuyo centro es simetrico al punto donde fue generada la enda, respecto de Is superficia, tangente al punto en donda la onda se refleja.

Es como tener una onda esfeMca que provino del punto f con una amplltud P, . R(O, (a)), Y que aillegar al punto f, la amplitud

de ese rayo en particular es P, . R(B, (a )). F(2a).
Si sumames la contribuci6n de todos 10 rayos que se reftejan por primera vez sabre la superticie total del elipsoide,

obtenemos la amplltud total con la cuaillega el pulso de presion al segundo loco:

) Jp, ·R(I],(a))· F(2a)·NdA (14)
P{f, = --------

AT

donde N es una constante de normalizaci6n y Ar es la superficie extern a del elipsoide. EI dA es el diferencial de area

correspondiente.
Este cillculo realizado en la Ecuacion (14) fue posible ya que todos 10s rayos lIegan al mlsmo tiempo, recorriende una

distancia de 2.a a la velecidad del senido en ese media, excepto el raye que se dirige directamente hacia f" que comparativamente no
tiene contribuci6n en la integral. Si la reflexi6n tuera total, la presion que lIegaria al segundo foco seria la misma que la generada en '"
por to tanto asa con stante de normalizacion puede ser determinada univocamente

v=-I_.
. F(2a)

51 reemplazamos la constante de nonnalizaclon en la expreslon (14), podemos ver que la lonna que tlene la lunclon de
prepagaci6n de una and a esferica ne es relevante.

Pi depende del tiempo, y es el pulso de Litotripsia en el inst2nt~ '1t.:e~xroesconde, y que 105 calculos realizacas tlenen sentido
ya que no hay deformaci6n en la forma del pulso. debido a que la vlscoSldaCl en 10Scalculos ha sido despreciada.

En el tratamlento de Utotripsia se utiliza par 10 general un reflector elipsoidal cuyos ejes mayor y menor son de
aproxlmadamente 24 y 18 em, respeetivamente. Por otra lado sabemos por 105 analisis realizados en el capitulo 3, que el pulso
generado por al litotnpter viaja sin defermarse a la ve!ecldad del sonido en el agua. Por 10 tanto, el primer pulso que lIega al foca 2,
despues de la primer reflexi6n, 10hace a 1.6 10-4 segundos.

Como material del reflector se utilizo vldrio y 81fluido que se encuentra en el interior del reflector se consider6 agua
Como primer ejemplo, se conslder6 la generaclon de un solo pulso y 58 observo can que amplitud lIegaea al segundo foco en

las multiples reflexiones, cons,derando un recinto con las prepiedades que se utilizan usualmente para la fabricacion del dispositive
para el tratamtento ·:1eruptura de calcutos renales con ultrasonide (24 x 18 em). La amp/itud A del pulso de Utotripsia, en este caso no
tlene mucno sentldo, ya q,ue solo hay que saber cual es la intesral de las muttiplicaciones de los coeficientes de reflexi6n y a ese
resultado mUltiplicano por la amplitud que tenga el pulso en el tiempo que corresponda. En IOScaicuios reaiizadOS sa tom6 como case
partlcuiar A :: 1C;;



Figura 5- Presi6n obtenida en segundo foco en funci6n del tiempo.

En la Figura 5 se puede observar la amplijud que tienen los pulsos aillegar al segundo foco en funci6n del tiempo. EI groifico
correspondiente a primer reflexi6n es el primer pulso que lIega al foea 2, luego de ser generado en el faco 1, a sea el que se reflej6 una
sola vez en Is superficie de separaci6n entre 105 dos medics, mientras que el que corresponde a Is segunda reflexi6n es el pulse que
partie del toco 2, S8 refleja en la supemcie de la elipse. pass por el faco 1 y se vuetve a reflejar en la superflCie, hasts que nuevamente
lIega al foeo 2, es decir, que es el pulso que generado por primers vez por ellitetriptor se refleja tres veces en la 5uperficie de la elipse
En Hnea punteada se puede ver Is ampHtud que tiene el pulso original. y comparandolo con el pulso reflejado, Is amplitud de este ultimo
no ha decaido practicamente nada. Esto se debe al valor que posee el coeficiente de reflexi6n en funci6n del angulo

La amplilud del pulso que lIega por segunda vez al foco 2, despues de haberse reftejado 3 veces sobre la superticle de
separaci6n de los dos medias no ha decaido respedo de la reflexi6n que lIeg6 por primera vez.

EI metodo propuesto para la resoluci6n de las ecuaciones acopladas fue el de correcci6n de momento, donde se obtUYieron
resultados muy precisos, aun donde se producian las ondas de choque ° discontinuidades, mientras que otros algoritmos que tam bien
reducen la amplitud de las oscilaciones espurias, no capturan estas discontinuidades con la precisi6n deseada.

Los resultados que se obtienen al aplicar correcci6n de momento poseen una gran confiabilidad. Esta afirmaci6n se basa en
los ana-lisis realizados a partir de problemas con soluciones analiticas conocidas, donde las discontinuidades en las variables eran muy
importantes.

EI metOdo de correcci6n de momento as un metodo conservatiyo, es decir, mantiene constante la cantidad de momento total,
restando una cierts cantidad de momento en el nado donde se presents Is sobreestimaci6n y sumando la misma cantidad a uno de los
nodos vecinos.

Una de las yentajas que presenta el algoritmo de Newmark, es que convierte al sistema de ecuadones diterenciales en un
sislema algebraico, para el cual se puede despejar en forma sencilla y rapida ia soluci6n del siguienle paso lemporal.

Para un mismo radio interno y externo de Is piedra, Is tensi6n era lineal a la condicion de fronters externa.
EI metodo de superposicion de ondas desarrollado es un metoda sencillo para obtener una estimacion de la presion en el

segundo foeo'Un hecho que debe ser tornado en cueota es que para el caso en que el elipsoide sea perfedamente de revoluclon, no
existen pradicamente perdidas de energia en las reflexiones debido a la composici6n de 105 materiales comunmente utilizados en el
tratamiento, donde la diferencia de impedanda entre los dos medios es muy grande.
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