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Resumen .

Hace algo wis de un aiglo Lord Rayleigh sugiric el uso de un
parametro de optimizaci®n en las funciones coordenadas
polindmicas a ser utilizadas en la aplicacidn de su
actualmente famoso método, teniendo como meta el minimizar el
autovalor determinado. .
Tres dfcadas despues el c2lebre snalista y diseffador de
sistemas mecanicos, Stodola, utiliza® este enfogque al
determinar la frecuencia fundamental de un 4labe. Linus
Pauling y Bright-Wilson implementaron el enfoque utilizando
funciones exponenciales en problemas de mecinica cuintica 4
Timoshenko y Goodier tambien lo hicieron, utilizando tambien
funciones exponenciales, en un problema .de torsién de
barras elisticas.

- En este trabajo se presentan aplicaciones del criterio de
Rayleigh pero, difiriendo del enfoque de los autores citados,
se usan funciones trigonomttricas gue contienen parimetros de
optimizaci®n en su argumento, tomando cowo sistemas mecinicos
vibrantes casos de placas ¢ losas rectangulares con un borde
libre.

Abstract.

Over 100 years ago Lord Rayleigh suggested the inclussion of
a parameter ¥, as an exponent in one of the terms of
the expresasion which constitutes the proposed coordinate
function. Minimization of the desired eigenvalue with
respect to » allows for its optimization.

Well known authors like Stodola, the Nobel Laureate: Linus
Pauling and his eminent associate Bright-Wilson and:
Timoshenko and Goodier have employed the approach in the
first half of the XX century and in recent years, several
researchers from the USA and Argentina, have used it
extensively.

The present paper reports numerical experiments performed by
the authors where the optimization parameters, r, . are

contained in the argument of a trigonometric expansion.

The method is applied in the came of a vibrating rectangular
plate with a free edge and other combinations of boundary
conditions in the other three edges.

Introduccion.
Hace mis de 120 afios que Lord Rayleigh propuso su actualmente famoso
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método, pledra basal de una de las metodologias mis utilizadas en 1la
solucion aproximada de problemas de la mecinica del continuo, tanto en
1o que se refiere a enfoques analiticos como en lo que concierme a
técnicas numéricas que discretizan al sistema. Con posterioridad, y va
hace mis de un s8iglo, Rayleigh eugiri¢ el uso de un pardametro
exponencial en las funciocnes coordenadas polindmicas que permitiese
optimizar al autovalor buscado.

Varias dtcadas despues Stodola utilizs esta bécnica de optimizacién
en la determinacié¢n de la frecuencia fundeamental de un 4labe: Linus
Pauling y Bright-Wilson la aplicaron en problemas de mecinica cuintica
y Timoshenko y Goodier en un probleme de torsitn de barras elisticas.
KEstos tres UGltimos autores emplearon el enfogue incluyendo el
pardametro de optimizacidn en el exponente de funciones exponenciales.

Mias recientemente Schmidt y Bert, independientemente utilizaron la
técnica, desconociendo la sugerengia de Lord Rayleigh, en diversos
problemas de vibraciones y pandeo .

Su enfoque fue luego utilizado por varios investigadores argentinos
habiendo sido implementado tambien en algunos otdigos de elementos
finitos. '

En esta comumicacién se pressntan autovalores determinados en el caso
de una placa rectangular vibrante con un borde 1libre y diversas
combinaciones de apoyos en los tres restantes, habié¢ndose incluido loe
parametros de optimizacion, ¥,. en los argumentos de funclones

sinusoidales.

Formulacicn de l1la Ieoria Propuesta.

En el caso de una placa delgads, de un material caracterizado por la
ley de Hooke, ¥y que ejecuta oscilaciones de peqguefia amplitud, W,
vibrando en uno de sus modos normales, el problema queda definido por
minimizacién de la conocida funcional

2 2 2 2 4 2 2z
J[w1=n/2ﬂ{":'+i;"—} a0 £ 2 - (28 ]}dxdv
ax oy Ixd

Oyz dy
- _e.g_o,z ”.f ax dy (1)

La funcién W(x,y) debe matisfacer las condiciones preacriptas en el
contorno. 8i se busca una soluci®n aproximada Wa (x,y) es conveniente

expresarlia en la forma

W>Ww = ,-2, AJ. fj(x.y) 2)
donde cada funcién coordenada, t"i (x.yv), satisface, al menos, las

condiciones esenciales de borde.

*La Referencia [1] describe, en detalle, aspectos histSricos del
método, y contiene un listado exhaustivo de la bibliografia existente.
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La metodologi a de Rayleigh-Ritz reguiere

aJ _ . _
-ﬁ‘; (w3 =0 3 J = 1,2....N (3)

y en definitiva resultard un determinante ecuacidén en los mutovalores.

En el caso de lom elementos estructurales mostrados en la Figura 1 vy
donde se tiene un borde libre, satisfacer las condiciones naturales en
X = a se torna una tarea complicada ya que s8e deberian construr
funciones coordenadas que satisfagan

2

(02._.:' + =0 (4 a)
x x=a
3 3

(L% 22| oo o
ax Ixdy

Un criterio utilizado frecuentemente en la literatura ha sido el de
construir funciones coordenadas en base a la condici®n aproximada

2 9

& :1 - a f -0 (5)
ax ox
T4 x=a
El enfogue, sumamente sencillo, desarrollado en [2] ha sido el de
tomar como f\mciénbaae,enladirocoiénx.yc\mndox = 0 esti
simplemente apoyado:
nx . '
aen + a H ¥, >1 7 (8)

Obviamente, el parametro r, eér# ahora el parametro de optimizacisn de

Rayleigh (contenido ahora en el argumento de una funcion
trigonométrica). Al obtener el coeficiente de frecuencia fundamental
Q = Yoh/D © a mediante el planteo clisico del metodo de Rayleigh—
Ritz, resulta

2 =0 &) (7)

E 3 4
y dado que ﬁ‘ es una cota superior se reguerira
&

,
O =0 (8)

41
lo cual permitiré optimizar el autovalor buscado.

Kl procedimiento podré ser planteado en btérminos de una expresisn
similar a la (2) donde c ada funcidn coordenada contendré un ¥, ven

definitiva la optimizacidn de !’2‘ se lograréd mediante la condicién

=0 53 =1, 2...N 9)

Por supussto, autovalores de orden superior tambien pueden ser
optimigados [3]. Los casos en gue la rigidez flexional D es variable o
que el material de l1la placa es ortdtropo, no ofrecen dificultad
conceptual.
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A titulo de experimentacién mumérica en el presente trabajo se
utilizaron:

- Figura 1(a)
- ny 2 nx .
W, = sen i A, men (10)
=1 J
~ Figura 1(b) -
_ z ny 2 nx » :
W = sen jzt A, sen _rja . (11)

Es facil verificar que cada funci®n coordenada satisface idénticamente
las condiciones esenciales de borde. Tambien es posible, y en algunos
casos: tambien conveniente, utilizar otro tipo de funciones (por
ejemplo: polindmicas) para representar la variaci‘n del modo de
vibracion en la direccion y.

Resultados Numéricos.

La Tabla 1 contiene valores de 2 para el caso de la placa o losa

rectangular mostrada en la Figure 1(a). Se observa una razonable
convergencia en los valores de Q; a medida gue el mimero de trminos

N, es incrementado. Las diferencias con los valores determinados por
A.W. leissa [4]1, gquien los obtuvo de un determinante - ecuacién 36 x
36, son del orden del 0.1 X para N = 3.

En el caso del sistema de la Figura 1(b) se observa una diferencia
mayor con los valores de [4] si bien la convergencia de .la técnica
propuesta, es razonablemente adecuada. Las mAximas diferencias con los
valores determinados en [4] son del orden del 2X. En estudios
posteriores se realizarén experimentos nuwéricos tomando otras
representaciones funcionales en la variable y.

Una ventaja del criterio propuesto lo constituye el hecho de que.puede
ser implementedo ficilmente en un lenguaje computacional orientado
como el “Mathematica”.
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5/2 3/2 1 2/3 2/5
Leissa [4] 63.6800 24.6942 12.6874 7.4767  4.9004

N=1 €4.8888 25.4705 13.1999  7.7917 6.0708
r,=2.60  2.78 2.97 3.17 3.30
63.8115 24.7847 12.7341  7.5018 4.9131

N=2 r, =9 3.93 3.37 3.27 3.31
¥,=1.01  1.01 1.01 1.01 1.01
63.7608 24.7132 12.6977  7.4818 4.9031
r,= 50 4.27 3.52 3.57

N=3 ¥,71.01  1.10 1.08 1.05 1.09
¥,=0.50  0.54 0.54 0.54 0.55

TABLA 1 - Valores de 01 en el Caso del Sistema Mostrado en 1la
Figura 1(a). :

n‘ = Yoh/D @ a®
a/b
5/2 3/2 1 2/3 2/5
Lelissa [4] 141.108 51.7887 24.0200 11.8804 6.02496
N=1 144.322 53.2229 24.8482 12.3917 6.3207
r, =2.52 2.72 2.91 3.11 3.26
143.6990 52.7417 24 . 4920 12.1351 6.15687
N=2 r =20 30 3.9 3.75 3.52
yz=1-04 1.10 1.04 1.09 1.09
143.598 52.7214 24.4638 12.1197 6.1476
r‘=40 30 3.9 3.7 3.60
N=3 yz=1_00 1.10 1.04 1.09 1.09
ra=0.50 0.52 0.52 0.53 0.55

TABLA 2 - Valores de Q; en el Caao del Sistema Mostrado en la Figura
1(B). '
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FIGURA 1 - Placas o Losas Rectangulares con un Borde Libre.




