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Bemmen .

Aplicaciones del wm*todo de transformacién oconforme fueron
propuestas por Sommerfeld hace casi tres cuartos de siglo, en
relaci®n a la soluci®n de la scuacién de Helwholtz en el caso
de un dominio de geometria compleja. Con posterioridad 1la
metodologl a fue empleada en el anilisis de guias de ondas
electromigneticas y recientemente ha sido utilizado en
problemas de dispersi‘n de ondas acisticas. En este trabajo -
se resefian aplicaciones recientes en problemas de actatica y
recientes en problemas de acustica y se presenta la
determinacién de la frecuencia fundamental de membranas no
homogéneas doblemente conexas.

Abatract: .

Sommerfeld proposed the use of conformal mappping when solving
Helwholtz equation in the case of domains of complicated
boundary shape, almost three quarters of a century ago. lLater
the approach was implemented when dealing with electromagnetic
wave propegation in waveguides of  non-rectangular and
non—-circular cross section and recently:in acoustic scattering
problems which are surveyed in this paper. The second part of
the present article deals with the determination of the
fundamental frequency of transverse vibration of a class of
non-~-homogeneous membranes of complicated boundary shape.

Introduccion.

Kl =m*todo de transformacidn conforme constituye wuna de las
herramientas mis antiguas en la historia de las ciencias ya que tiene
sus ori genes en la representacidn de la bbveda celeste en un plano
lograda por Tolomeo hace 1700 affos. o !

A pesar de su antiguedad el método sigue vigente y es sumamente
conveniente en muchas aplicaciones siendo de interé¢s sefialar el hecho
de gque la conocida publicacién del IREEK sobre teoria y aplicaciones de
la teoria de micro-ondas (IEEE Transactions on MIT) publica,
anualsente, varias contribuciones bisicas y aplicadas en su campo gue
hacen uso del m¢todo de transformaci®n conforme.

51 bien durante el siglo XIX las aplicaciones del mé¢todo tenian lugar
en la soluci®n de la ecuaci®n de Laplace en dominios de geometria
compleja ha sido en el siglo XX en gque ha sido aplicado en situaciones
considerablemente mas compleja gue van desde la teoria matemitica de
la elasticidad a problemas de acistica subacua pasando por problemas
de vibraciones y pandeo de rlacas, electrénica, -flujo y
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transferencia de calor en conductos de vehi culos espaciales, etc. [1].

En este trabajo:

- me resefian algunas soluciones de problemas de actstica subacua que
hacen usc de transformacién conforme

- =me determinan las frecuencias fundamentales de vibracidén de
membranas anulares de materiales compuestos con un contorno exterior
pollgonal.

Aplicaciones en el Campo de la Acuiatica Subacus.

En 1970, Pond propuso un m*todo para resolver problesas de difraccidén
y radiaci®n de sonido de cuerpos de revoluci¢én [2]. Su técnica utiliza
la transformaci®n conforme de la regi®n exterior al perfil meridiano
del cuerpo dado, en el exterior de un cf rculo. El problema de contorno
es formlado en t4rminos de coordenadas esféricas en el espacio
transformado y se hace uso del método de Galerkin para obtener una
solucién aproximada. Este enfoque fue mejorado considerablemente por
Di Perna y Stanton casi un cuarto de siglo despuss al obtemer um
método que consiste en construir funciones transforsacidn gque logran
que la ecnacion de Helmboltz transformada sea resuelta en forma exacta
[3-41. .

En 1978 Berger obtuvo la solucién mmérica del problema de vibraciones
no estacionarias de una estructura laminar de revolucién, rodeada por
un medio acustico. La regidn exterior a la curva generadora del a*lido
de revolucin es tranaformada en 1la regi®n exterior al cfrculo
unitario [5]. Cabe destacar el hecho de gue Bowman y colaboradores
discuten el problm de dispersién de ondas acisticas en su conocido
tratado [6].

En 1984 Dozier publica su articulo, verdaderamente pionero, donde
desarrolla la soluci®n de dispersitn subacua de sefiales aoctsticas,
inducida por la superficie de un modelo de oceino, de caracteristicas
reales [7]. Dozier utiliza una secuencia de transformaciones conformes
de modo de “aplanar” segmentos sucesivos de la superficie que es
reemplazada por una poligonal y es congelada en el tiempo.

Recientemente Norton y colaboradores han utilizado la transforsacisn
conforme de una superficie real del oceino en el modelo parabdlico de
la ecuacién de 1a onda que hace tembien uso de una formulaci®n de
elementos finitos [8-9].

Determinacitn de Frecuancias HNaturales de Yibracién da Mesbranas
Anulares de Materiales Compuestos con un Contorno Exterior Poligonal.

La funcional que gobierna el problema de la membrana vibrante es, en
el caso de modos normales:

Uy = i [[—‘;%]2 s [—g—“-]z - —‘is"—u’] ax dy (1)

donde u: amplitud - dcl desplazamiento trannversnl de la membrana

w: frecuencia natural circular

»: densidad del material por unidad de Area

8: tensidn uniforme en el plano aplicada en los contornos de la
membrana

R: dominic, regicn dohlemente conexa determinada por los contornos de
la membrana.

Las condiciones de contorno son:
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u [Li(x,y) =0} =0 en el contorno exterior
(2 a,b)
u [I&(x.y) =01 =20 en el contorno circular internc

La resolucién del problema planteado consiste en la minimizacién de la
funcional (1) con las condiciones (2a y b).

Para eliminar l1la complicacidén introducida por la forma geomftrica del
contorno exterior, es conveniente utilizar el w*todo de tramfomcién
conforme que simplifica esa forma poligonal.

La regitn doblemente conexa de la Figura 1, puede ser transformada
aproximadamente en una regidén anular de radio exterior unitario ¥y
radio interior r, utilizando un desarrollo en serie de potencias del
tipo (1]

£(£) = S a '™ ; f=re® E)

n=0

La expresiéon (3) transforma al contorno exterior y, en forma
aproximada a los dos contornos circulares, mostrados em la Figura 1
mientras sus radios sean pequefios en relaci®n con la apotema del
poligono ya que para ellos ri<<l y en primera aproximaci¢n, 1la
expresicn (3) se reduce al primer termino.

En consecuencia la funciomal (1) podré ser expresada en la forma
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vy donde Ap : apotema del poli gono regular del contorno exterior
As: coeficiente que depends de s {1}

8: mamero de ejes de simetria del poli gono regular

a: 1
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Las condiciones de contorno se transforman en
u(l,e) = uir, .e) = 0 (5a.,b)

Aplicando el método de Rnyleigh—-Ritz optimizado se minimiza 1la
funcional (4).

Se adopta una funcitn que aproxime la deflexién de la membrana de lea
forma:
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u(r,e) = u(r) =§ B (-r"Hi - (z/p, )" (6)
1%
Bl: coeficientes indeterminados

v : paréametro de optimizacitn.
¥n la expresion (8) se desprecia la ‘dependencia de ©, aproximacion
11 cita cuando se determina la frecuencia fundamental.
Se winimiza la funcional respecto de los coeficientes B,

aJ(u) _

3B,

v luego se optimiza el coeficiente de frecuencia natural con respecto
al pardametro »

1] con1 =0, 1, ...N 7)

@& )
p =0 (8)

Se obtiene asi el coeficiente adimensional de frecuencia fundamental
de la membrana.

Remultados Numéricos.

La Tabla 1 presenta valores del coeficiente de frecuencia fundamental
de una membrana cuadrada no homogenea con un orificio concéntrico
circular, para diferentes valores de los pardimetros R‘ /ap, Ro/ap v

P, /o, -

La Tabla 2 muestra informaci¢n numérica pera el caso de una membrana
hexagonal.

En ambos éasoa, cuando a, /4%= 1 (caso de una membrana homogénea) los

valores obtenidos estin en buena concordamcia con los autovalores
previamente determinados en la literatura tfcnico-cienti fica [1].

El antlisis presentado en este trabajo es wilido, desde un punto de
vista basico, en el caso de inhomogeneidades producidas por el
proceso de fabricaci®n en membranas anulares utilizadas en
transductores y tambien en el cilculo de frecuencias de corte en gulas
de ondas acisticas conteniendo un medio flul do no homogéneo, segin la
configuracién geométrica mostrada en la Figura 1.
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nt = DOIS s 8
Rs/a | Rsa | o, /P, =051 p /0, =1 e fp, = 1.b p P, = 2
0.20 0.05 7.8704 5.6581 4._.6441 4.0322
0.10 8.5972 8.1104 4.9973 4.3313
0.15 9.2617 6.5537 5.3523 4.86358
0.30 0.05 7.5097 5.6581 4.7150 4.1243
0.10 8.3189 6.1104 5.0481 4.3867
0.20 9.8632 7.0204 5.7442 4._9797
0._40 0.05 7.0080 5.6581 4._8397 4.29800
0.10 7.7910 6.1104 5.1622 4.5456
0.20 9.4545 7.0204 5.8185 5.0753
0.30 11.3385 8.0835 6.6279 5.7483
TABLA 1 - Coeficiente de frecuencia fundamental de una membrana

cuadrada con un agujero circular concéntrico.

NOTA: Se ha expresado el coeficiente O‘ en bUérminos

poli gono.

del lado del
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ﬂ: = 'po/s “, 8
Ri/ap Rolap p‘/po = 0.5 pt/po =1 pi/po = 1.5 p‘/po =2
0.20 0.05 4.7415 3.4096 2.7987 2.4302
0.10 5.18941 . 3.6849 3.0137 2.6122
0.15 5.5898 3.9665 3.2304 2.7980
0.30 0.05 4.5212 3.4086 - 2.8423 2.4866
0.10 5.0133 | 3.6849 3.0450. 2.6524
0.20 5.9574° 4.2411 3.4703 3.0086
0.40 0.05 4.2164 - '3.4096 2.9187 2.5884
0.10 4_6909 3.6849 3.1151 2.7441
0.20 5.7047 4.2411 3.5164 3.0679
0.30 6.8638 4.9011 4.0141 3.4815

TABLA 2 - Coeficientes de ' frecuencia fundamental de wuna membrana
hexagonal con un agujero central circular concéntrico.

NOTA: Se ha expresado el coeficlente ﬂ1 en términos del lado del

poll gono.
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FIGURA 1 - Membrana Poligonal Regular No Homogénea Con Borde interno Circular
Concéntrico Fijo.




