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RESUMEN
En este trabajo presentamos un metodo directo para obtener la relaciOn entre la carga
crftica, las coordenadas criticas y el par8rnetro de imperfeccion. En la presente propuesta
suponemos las expansionllS para la carga critica y las coordenadas correspondientes en
tenninos de potencias arbitrarias del parametto de imperfecci6n. Luego apIicando el
principio de menor degeneraci6n, se determinan loe exponentes y 108 coeficientes de !as
expansiones.

ABSTRACT
In this work, we describe a direct procedure for obtaining the relationships between the
critical loads, the critical coordinates, and the amplitude of the imperfection. In the
present approach we assume the expansions for the critical loads and corresponding coor-
dinates in terms of arbitrary pOwers of the imperfections parameter. Then by the principle
of least degeneracy, we determine the exponents and the coefficients of the expansions.

1. INTRDDUCCI6N

La teoria general de estabilidad para sistemas estructurales fue formulada originalmente por Roiter
(1943) [I] para sistemas continuos y posteriormente extendida para sistemas discretos por varios
autores. Una revision de la teoria desarrollada se encuentra en loe libros de Croll y Walker (1972) [2],
Thompson y Hunt (1973) [3J,Huseyin (1975) [4Jy mas recientemente EI Naschie (1990) [5J. En el
anaIisis de estabilidad de un sistema, la senaibilidad de los estados criticos respecto a imperfecciones
estructurales reviBte de gran importancia debido a que una pequeiia imperfecci6n puede ocaBionar
una diSminuci6n drastica de la carga critica.
Para realizar el anaIisis de senBibilidad,Beintroduce un nuevo par8rnetro e que.representa la amplitud
de la imperfecc16nyse escribe la energia potencial total en tennin08 de las coordenadas generalizadas,
el parametro de carga ~ y la imperfecci6n e. Un punto critico esta determinado por 188 ecuaciones
de equilibrio y de estabilidad critica (Croll y Walker, [2J;Thompson y Hunt, [3]; Huseyin, [4]; El
Naschie; [5]). El antUisisde sensibilidad Belleva a cabo perturbando 188 dos ecuaciones anteriores con
el objeto de encontrar la relaci6n entre la carga ni8.ximay el par8metro de imperfecci6n denotado por
~N (e). En presencia de una bifurcaci6n, esta relacion tiene pendiente infinita en e = 0 y la expansion
no puede llevarse a cabo mediante metodos de perturbaci6n regular. Thompson y Hunt (3), resuelven
este problema perturbando con respecto a otro parametro, por ejemplo Ql y una vez encontradas 188
series >.N = ~M(Qd,Qr = Q:'(Ql} con j > 1 ye = e (Ql), que resultan expansiones regulares, se
invierte la Ultima para obtener Ql = Ql(e), y luego se reemplaza en 188dos primeras. Las expansiones
reBUltante8 quedan en terminos de potencias fraccionarias de e.
Un metoda directo para un grado de libertad rue propuesto por Godoy y Mook (1995) [6Jen el cual
las reIaciones ~N(e) y Qf(e} Beobtienen sin necesidad de expaDsiones intermedias. En eata Ultima



propuesta 108exponentes no pueden ser asumidOll a priori y deben ser detenninad08 como parte del
problema. En este trabajo Bepresenta una extensi6n a mUltiples grados de libertad junto con una
propuesta para determinar 108exponentes necesarios para 108desarrollos.

2. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Consideremos un sistema estruetural descrito en temrlnos de las coordenadas generalizadas Qi para
i = 1,... ,n y la energ{a potencial total V = V(Qi,A,e} con A el parametro de carga y e de
imperfecci6n. Tomando e = 0 la energfa potencial total V = V (Qi' A, O) corresponde al sistema
perfecto. La ecuacion correspondiente a la condicion de equilibrio asociada a la primera variacl6n de
Yes

BV
fJQi=Va=O, i=I, ... ,n (I)

donde ( }i denota la derivada parcial respecto a la coordenada Qi' La condicion de punta critico la
planteamos como un problema de valor propio en terminos del valor propio A y el vector propio x;
correspondiente a la direcci6n cntica.

{flv
fJQi8Qj Xj = Va;xi = O. i,j = I, ... ,n (2)

De las ecuacionea de equilibrio (I) y estabilidad crftica (2) obtenemos 108 valores crfticos Ac, q;e y
xie con j = 1, ... ,n. que denotamos por c = ('1;e, Ac, 0) y la direcci6n critica Zk. Supondremos c un
punta crftico distinto result&ndo Vai singular de con rango n-l. Sin perdida de generalidad podemos
normalizar el vector correspondiente a la direecion critica Xic de manera tal que Xl. = 1.
Para realizar el antWsis aproximam08 convenientemente la energi'a potencial total del sistema V( Qi, A, e)
por una serie· de Taylor alrededor de un punto deequilibrio estable e.

• - 1- 1- 1-
V(Qi, -', e} == l'o + VaQi+ 2! Va;QiQ; + 3f Va;"QiQ;QIo + 4I VajIolQ.Q;QIoQ, + ... (3)

donde 108 coeficientes ~j = ~f,qJ Ie son funclones lineales de 108parametros de carga A y de im-
perfecci6n e. Para determinar las relaciones entre la carga m8.xima y el parametro de imperfecci6n,
AM(e}, y entre 188 coordenadas correspondientes y la imperfecclon (Jf(e) supondremos que tales
relaclones admiten desarrollos de la forma

AM = Ac + -'lea, + A2e'" + ...
Qr = q;e + tlite'h + 'li~ +... (4)

xf = xJ. + xjle71 +xj2e'l'2 + ...
dondelos exponentes at, f3t, 7t, a2, fJ" 1'2 , , son racionales positivos y 108coeficientes AI, -'2, ...
Y tlit, 'li2, ... Y X;t, X,"2, ... para j = 1, , n reales. En esb funnulaci6n 108 coeficlentes de 108
desarrollos (4) no representaran necesariamente derivadas de V como en 108 dllSarrollos empleados
para casos de perturbaci6n regular. Ademas, como nonnalizamos x;c de manera tal que Xlc = 1
resulta entonces Xu = Xl2 = ... = O.

2.1. SENSIBILIDAD DE PRIMER ORDEN. Una vez obtenid08los valores crfticos, incluim08
108terminOll de primer orden de los desarroll08 (4)

AM = Ac + -'tell)

Q'f = tlic + tlit e'Jt (5)

Xf = X;c +Xjte71

y los introducimos en la ecuacion de equilibrio (1). Luego de re8gI'Upar 108 temUnos la ecuacion
queda de la siguiente manera



ue + ",e 1 + ' ule ", + ue _8, + 'u'e ",+,8, + 1 TTe -28>~ ViE Al Vi E Vi;lhllf;' Al Vi; tJilE i VljktJilqkle-r-

=0

+ 1 , TT/e ",;+2,8, + 1 TTC 3/h + 1 \ "IC <11+3.8:1
iAI VIjkqi1qklE 3f VljkltJi1qklqnE 3fA1 VljldtJi1qklQnE

v;e 1+,8, 1 V;e 1+2.8:1+ ll%'; 1+3.Bt + A li.;'e 1+<11+ iitJilE + i iiktJ;IQklE 3f iildQjlQklQnE 1 I 10

+ '''''e 1+<11+.8:1+ 1 , ,'Tle 1+",,+2,8, + 1 \ "TI" 1+<»+3.Bt 0
A1VijtJ;1E iAIVi;ttJilQtlE 3fAIVijkltJilQklQnE =

donde ( )' = 8( )/8A, ( . ) = 8( )/810, ( . >' = 8( )/8E8.x y ( )C denota evaluaci6n en el
punto critioo c = (Qic'Ac,O). Observamos que el termino oonstante es nulo por tratarse de 8V/aQi
evaluada en el punto critico c. La construcciCinde la ecuaciCinde equilibrio (6) la realizamos a partir
de una funci6n de energia potencial total lineal en el parametro de carga y en el de imperfecci6n. Sin
embargo, resulta general en el sentido que no impusimos niDglUIacondici6n BObreel punto critico.
Ademas, hemQSconsiderado dos tipos de imperfecciones: una en la que el parametro de imper£ecci6n
aparece multiplicando al parametro de carga como se da en el ('.&sode una carga descentrada y el
otro en· el cual el parametro de imperfecciCinno multiplica la carga como sucede ante una ~ueiia
fuerza no colineal a la carga 0 una imperfecci6n geometrica. En este Ultimo caso, los terminos que
involucren derivadas de V con respecto a la carga y al parametro de imperfecci6n denotad08 por
( . )' serlm nulos.

2.2. OBTENCI6N DE LOS COEFICIENTES aI, f3I Y "/1' El grado de sensibilidad de 1&
carga,las coordenadas y la direcciCincritica estaran determinadas por 108exponentes at, f3I y 'Yl
respectivamente. Cuanto menOr sean 108exponentes, mayor sera la sensibilidad.Como primer paso
deberemos determinar 108 exponentes para 108desarrollos (5).
Para un estudio general supondremosla presencia en la ecuaci6n de equilibrio de todoslos exponentes,
es decir que para cada exponente hay al menos una ecUIICiCinen la cual el termino asociado es distinto
de cero .. El conjunto de exponentes de Is ecuaci6n de equilibrio (6) correepondiente a un potencial
V de cuarto orden resulta

E = { al; ,81; al + ,81; 2f3I; al + 2.8I; 3,81;01 + 3f3Ij 1; 1 + 01;1+ .81; }
1 + al +.8I; 1 + 2.8Ii1 + 01 + 2.8I;1 + 3.8I;1 + 01 +3{jl;

La presencia del termino ~c independiente de las coordenadas y la (".arg&aeociado al exponente 1
condiciona la elecci6n de 01 Yf3I de manera tal que al menoedOs termmos eaten 8IIOciadosal exponente
1 si pretendemos que la ecUIICi6nde equilibrio (6) se satisfaga con un enor nteJWr que 0(101) para e
suficientementepequeiio. La condicion anterior proviene aplicar el teor.emafundamental de la teona
de perturbaci6n [7]. Ademas, teniendo en cuenta que 10 <: 1 pa,ra el c81cnlo de la sensibilidad de
primer orden, podemos reducir el oonjunto E desechando losteDninOs cuyos exponentes sean mayores
que!.

Pensando en obtener las sensibilidades de primer orden, que se puedan resolver a partir de un
potencial de cuarto orden, consideremos el siguiente CaBO01 = ,81 = ~,reemplazando en el conjunto
(7) 108 terminos asociad08 al exponente 1 son los correspondientes a {01 + 3,81, I}. Obtener la
sensibilidad en esta caso nos conducira a un error pues falta el termino asociado al exponente 4,81
que tambien satisface la condiciOn peru no esta en el conjunto Eg debido a que nuestra ecuaci6n de
~uilibrio 1&obtuvimQ6 a pwtir de una apraximaci6n de cuarlo orden. Para resolver este problema y
obtener sOlo!os coeficientes 01 Y.8Icorrespondientes a !as sensibilidaddes para !as cuales dispongamos
de losterminos necellarios a partir de un potencial de un orden determinado (en este caso cuarto)
pedimos que la cantidad de terminos asociada al exponente 1 sea fI1Ii3:ima. Para encontrar lOB0<1

Y .8I que satisfacen la condici6n anterior, podemos recurrir a una interpretacion geometriea que



cxmsiste en asociar a calia exponente del conjunto (7) con un plano definido parametrieamente y
luegodetenninar los puntos (OIl,J1l) para los cuales Be intersecan la mayor cantidad de pianos para
un valor de la tercera coordenada igual a 1. Los pianos asociados a calia elemento del conjunto (7)
resultan

PI = (0I1;.Bt; 011) Pz = (OIl;l3J.;fJI) ~ = (011; I3J.;OIl + fJI)
p. = (OIl;I3J.;2.Bt) Pa = (OIljP!jOll +2Pl) Pa = (OlliPI; 3/Jt}
P7 = (011; PI; 011+ 3.Bt) P, = (0I1il3J.; 1)

Grancamos 108 pianos anteriores y haciendo un corte a la altura 1 Observam08 (Figura 1. izquierda)
que cantidad m8.xima de intersecciones asociadas a la exponente 1es 3 y corresponden a 108valores
de 011 Y fJI

. /'

,~

~l

Otra fonna es atraws del gr8firo (Figura 1. derecha) de las CUl"VlllS de nive! de la funciOn que asigna a
cada par (all{Jl) la cantidad de pianos que pasan por el punto (Ql,fJI, 1). LoB elementos del conjunto
(8) no son defintivos puee falta determinar el coeficiente 71 atraws de la ecuaci6n de estabilidad
y puede darse el C880 que para algun candidato de (8) no tengamos informaci6n proveniente del
potencial de C118rtoorden. A continuaci6n, para calia par de coeficiente. 011 Y PI de (8) debemos
encontrar el coeficiente 71 trabajando sobre la ecuaci6n de estabilidad (2) en la eu&l introducimos



VijXje +y'jXjeC1 + AlV/;XjecO, + VijXj1C-n+ AlVijeXjIEo'-hI + Vij.\:l:jeqlllE"t-.,-.~
+AlV/;k:l:jeq.\lc01+Pt+ V.jkXjlqUe',-hI + AlV:;k:l:jIQkICOI+II1-hI

+ 1 ~ 261+ 1 A ~e 01+2111+ 1 v;e 26,-hI2! 'jklXjequllllc 2i I o;.\IXjeq.\IIlIIc 2! 'jkIXjlq.\lqllc

1 ~..' I' ,+ -A v::'~:1:' Q q e01+••..'+-n + A v:/~:1:.'" +01+ \I:~:I:' cl-hI + A v:'~X· e1+0!+1'121 1 .,Ii:l,1 .\1 II 1 ., 'C" ., ,I 1 ., ,1

+ \1:,e 1+.81+ \ Trio 1+01+P1+ \1:' c 1+.8,+-nij.\XjelJJtlc Al Vij/cXjelJl,lc 'j/cXjIQklc

+ \ v,' Ie 1+0,+.8,+'"1,+ 1 \1:' e 1+2.8,+ 1 \ v,' Ie I+Ol+2Pt1\1 ijkXjlqklc 2! ijltlXj~klQllc 2! 1\1 ij.\IXjlqUqllc

+ 1 v,' e 1+2.81+'"II+ \ v,' Ie 1+01+2.8,+-n 02! ij~jlq.\lql1c Al ijltlXjlqklqll~ =

A igual que en la ecuacion de equilibrio, el termino constante es nulo. NueV8lJlente obtenemos el
conjlmto reducido eliminando 108elementos tales que para Oil, f3t Y,I positivos sean mayores que 1.

E { IjOll;f3tj,ljOll+.BtiaI+'li,81+'liOll+f3t+'li2.Bti} (10)
• 011+ 2f3tj011+ flt + ,1; 2f3tj011+ 2.Bt;2.Bt+ 71j 011+ 2,81+ 71

Para cada par de (011,,81)del conjuto (8), debemos encontrar el valor de 'Y1 apropiado. Como podemos
observar en la ecuaei6n de estabilidad (9) hay dos terminos que sonsiderados distintos de cero condi-
cionan la elecci6n de 71- Estos son el asociado a 1 yel asociado a 011Pues estos terminos de quedar
solos formando una ecuaci6n igualada a cero, para el primero no se satisfaceria y el en segundo nos
conduciria a Al = O. Por 10tanto la condici6n para 'I es que haya al menos dos terminos asodicado al
minima entre 1 y 011. Ahora, si consideramos el caso Oil= 1,,81 = ; para 71 Besatisface la condici6n
anterior pero si queremos calcular los coeficientes de 108desarrollos (5) I;10 dispondermos del termino
asociado a 3,81. Por 10 tanto para quedamos con los C880S de sensibilidada que se puedan resolver
pediremos que la cantidad de terminos asociada a1 menor exponente correspondiente a un temuno
independiente de las cooredenadas sea maxima. Para obtener los ,1, en este caso asociamos a cada
elemento del conjunto E. en el cual hemos sustitufdo Oil y flt por sus valores y eliminado los ele-
mentos repetidos (que corresponde a reagrupar por potencias de e) la correspondiente recta definida
parametricamente. Graficando la funci6n que asigna para carla valor de 'Y1 la cantidad intersecciones
de las rectas obtenemos 108siguientes resultados

f3t exponente
n6mero de

Oil '/'1 intersecciones
1 1 1 1 4
1 1/2 1 2 1 4
1 1/3 1 3 1 3

1/2 1/2 1 2 1/2 3
1/3 1/3 1/3 1/3 3
2/3 1/3 1/3 2/3 3

TABLE 1. Coet cientes 011>,81y lobtenidos

En la tabla (1) obserV8lJlos las posibles sensibilidades, entre las cuales vemos que el caso (1,;, D que
no podiamos resolver aparece con tres teriminos asociados a1exponente lmientras que 108otros C8S0S

de Plllltos limites tienen cuatro, Por otro lase las bifurcaciones aparecen todas con. tres terminos
asosciados para 108distintos exponentes.
De esta manera hemos encontrado 108casos posibles para un sistema a partir de un potencial aprox-
imado por una serie de orden cuarto. Resulta interesante determinar !as condiciones que dan lugar
a cada una de !as sensibilidades expuestas en la tabla (1). Una manera de hacerlo es planteando las



eeuaciones para 108 coeficiente8 Al , fli1 Y xiI de lOBdesarrollos (5) Y eetablecer 188 condicionelt para
que eetas ecuaciones queden bien detenninadas.

2.3. OBTENCI6N DE LOS COEFICIENTES Al ,{Jj1 Y XiI, j = 1,... n. Moltiplicandola
eeuaci6n de equilibrio par el vector correspondiente a la direcci6n critica xic, obtenemos la ecuaci6n
de equilibrio contrafda

V.e.x;.,el + A1l1ex..,ea, + l'iiXtc fli1ePt + Al VijeXtell;le<>t+tI,+ -21, l'iikXiell;lqUe2J'1---..,...... "
=0

1 Ie a +~ 1v.;e 3D 1A v.;'.!; a +3P+ 2iA1 V.jt%tell;lQA:le ' + 3i iiklXtcll;1(h1tJ1te '+ 3i 1 iiklXtc{Jj1qk1Qlle 1 ,

• 1+P 1· 1+~ 1" 1+3tJ' 1++ \'.jXtcll;le '+ 2i \'.jkXiefb1qk1e + 3iV.JklxicQj1qk1qlle ' + A1l1cX..,e al (11)

+ \ v.;'Ie l+a,+P, + 1\ ""c 1+<>t+2Pt+ 1\ '71e l+al+3/ltAl iiXtcll;tc 2iA1 ViikXieq';lqk1c 3iA1 VijklXieQitQk1qlle

+=0
donde el temuno correspondiente a cP' ell nolo par la condici6n de estabilidad critics. Anlilogamente,
con el mismo procedimiento obtenemos la ecuacion de estabilidad contrafda

V.jXicXieE:1 + A1l1/ZicXieE:a1 + V.iziezi1e71 + Al VijeZ;C:Z;j1C<>t+n + V.ikZicXieQk1et1'---..,......
=0

+ At\'.1",ZicZje(hteQ,+Pt + \'.j",Xiczi1Qk1ePt+71 + Atl1JkZ;C:Z;i1Qk1ea,+P,+'Y,

1v.;e . 7,/1, 1A v.;'e Ql+2Pt 1~ ~+n+ 21 iiM~;etlro1fJ1tC + 21 1 iiklZjeX;etlro1QnE + 2i iiklXicXjtq"tQl1e

+ ~AI V~~j1qllolql1e<>I+2Pt+'Y1 + At V:;X;C:Z;;eEl+<>1+ v.JXjeXjle-I+'Y1 + Al V.jzicXilel+al+'Y'

+ v.J,.zieZjeQ"'le1+,IIl + Al V.ikXieXicQ"'1e-1+o1+Pt+ v.J",X.cxi1Q"lel+P'+n

+ \ ''''' 1+<>1+.81+71+ 1 v.;"t: l+2p, + 1 \ ,FIe 1+<>t+2PtAl ViikXieXjlQ"'le 2i iiklXjeXicQ"'lqlle 2iA1 viiklXjeXi1CJk1Qlle

1 . 1+2Pt+n' t+o +2Pt+n+2! \'.j"'IXjeXj1QIlo1thte + A1l1lk1XteXj1CJklQlle' = 0

2.4. CASO I: 011 = 1, f3t= 1 Y""t = 1. Reemplazamos OIlJ {31 Y""I en la ecuacion de equilibrio
(6) y agrupamos par potencias de e

['1+ A1l1c + V.iQjl] c + [AI v.'" + Al Vijcq';1+ ~ V.iA:q';IQk1+ V;J1l;1] e2 + O(e3) = 0

Reteniendo el termino principal, correspondiente al menor exponente de e obtenemos 18 ecuacion de
equilibrio men08 degenerada

v.J{Jj1 = -v." - A1l1"

eats Ultima ecuscion nos permite escribir a 1l;1 de la siguiente manera

q,"l = k1Xie + 'fIi1

\!ijlli1 = -Yo" - AIv.'" con l1n = 0 (14)

Dado que \Iij es singular con rango n - 1 para que la ecuaci6n anterior pueda ser resuelta, el miembro
derecho debe ser orlogonal a Xjt:. Introducimos 108 coeficientes 011 = I, f3t = I, Y "Yt = 1 en la



ecuaci6n de equilibrio contrafda(ll) y agrupall108 por potencias de £

[l1x;" + ~ll1ex;"+~ fb1] £ + 0(£2) = 0

El temllno principal resulta

para obtener ~1 a partir de esta ecuacion necesitam08 v;ex;" #- 0 Y v;,ex;" #- o. Reemplazando
~1 en (14) resolvem08 para Yjl cuya resolucion esta garantizada por (15). Luego de introducir 10s
coeficientes 01 = 1, (31 = 1, Y '11 = 1 en la ecuacion de estabilidad (9) y agrupam08 por potencias
dee,

[¥SiXje + ~1 VijcXjc + V;iXjl + V;jkXjcqkl] £ + 0(£2) = 0

tomando el tenmno principal obtenem08 1a ecuacion menos degenerada

V;jXjl = - 'llijXjC - ~1~CXjC - V;jkXjeqk~ con Xn = 0

a partir de 1a ecuacion de estabilidad contrafda (12) obtenemos

[v.:-~+ A,VII-~+~." +v.;.-;&] ,+ O(&') ~ 0

tomando e1 termino principal y. reemplazando qjl por fbl = k1 Xjc + Yjl tenem08 una ecuacion escalar

'llijXteXjc + ~1 V;~CXicZje + k1 Yojkx..,xjcZkc + V;jkX",ZjcYkl = 0 (17)

para obtener k1 #- 0 de esta Ultima ecuaci6n .necesitamos que V;jkZicXjcXkc #- 0 junto con V;lxteXjc #- O.
Luego, reemp1azando k1en (13) junto con Yjl obtenem08 Qjl' Finalmente reemplazando fbl , Al Y k1
en (16) obtenemos Xjl' De esta manera obtenem08 108desarrollos de primer orden

~M = A. + Al£

Qf = fbc + fble (18)

Xr = Xjc + Xjl£

para 108cuales necesitamos !as condiciones

v;cX;" :/: 0 V;,cx", #- 0 V;;CZ;"XjC #- 0 V;jkX;cXjcXkc #- 0

correspondientes a la sensibilidad de un punta lfmite [2J,[3J. En 108desarroll08 se aprecia las relaciones
lineales entre la carga maxima, 1as coordenadas correspondientes y la direccion crftica con respecto
a la imperfeccion.

2.5. CASO II: 01 = ~, (31 = ~ Y'Yl = ~. Reemp1azamos 01> (31 Y'Yl en la ecuacion de equilibrio
(6) y agrupamos por potencias de c;

[AI V;'C + V;jQjl Jet + [Vic + Al V;;cfJ;1 + ~ ViikQMkl] c;+ O(c;!) = 0

Reteniando a1 termino principal, 1a ecuaci6n menas degenerada queda

V;iQjl = -~1 V;'c

La ecuacion anterior nos pennite escribir a Qjl como



q;l = klXjC + ~IYjl con Yu = 0 (20)

con ~l f. 0 Y Yjl so1uci6n de \liiYjl = -Vi'c. Introducim06106 coeficientes 0'1, f3I, y ')'1 en 1&ecuaci6n
de equilibrio contraida (11) Y agrupam06 poI' potencias de e

[~l~+ ~qjl] ei + [~CX'" +~IV:;Cztcq;l + ~V;itXocq;lqtl] e +O(e!) = 0
=0 =0

si v."'Xoc :;: 0 la ecuaciOn resultante de tomar el termino principal es ~l V;'cXoc = O.y como ~1 debe
ser no mllo esta ecuaci6n no se satisfac::e. Por 10 tanto necesitam06 V:cXic = 0 resultando el primer
termino asociado a ei nulo y el termino principal de la ecuaci6n de equilibrio contraida queda

~cXic + ~l v:;cXicq;l + ~ V;j.,Xic'1ilQtl= 0

reemplazando q;l por (20) en la ecuaci6n anterior obtenemOll la ecuaci6n escalar

v.cXic + kl~l (~c:l:ieZic + ViitXicXjclltl) + ~ VjjtXicxieX/,;c

+ ~~ (V;:cXicY;ll + ~ VjjtXicYjlY.U)= 0

La ecuaciOn de estabilidad (2) para lOBvaloree de O'h fJJ. Y')'1 considerados resulta

[~l V:;XjC + \lijXjl + VjjtXjcqtl] et + O(e) = 0

tomando el termino principal y reemplazando qjl par (20) obtenem06 la ecuaci6n

v;jXil + ~l V:;XjC + kl V;jtXjcXtc + ~1V;i••XicYtl = 0
de 1&cua1 podemos obtenel" xii como

V;jXjl = -kl V;i••XjcXtc - ~1 (~CXjC + V;jtXjcYtl) con Xu = O.

La ecuaci6n de estabilidad contraida (12) con 0'1 = 1/2, f3I = 1/2, y 'Y1 = 1/2 queda

[~lV:;XieZjc + Vij",XieZj.qU] ei + O(e) = 0
tomando el termin~ principal y reemplazando qjl por (20) tenemos

~1V;~CXkXjc + kl v;jrcXieZjeXtc + ~1V;jtztcXjcYtl = 0 (24)

Como Yjl puede ser nulo, para obtener k1 Y ~l a partir de !as ecuaciones (21) y (24) necesitam06 que
Vi'jXocXjC f. 0 junto con V;J ••XieZjeXtc :;: O. Una vez obtenid06 kl y ~h a partir de (20) calculamoa q;l
para j = 1, n y a partir de (23) obtenemos Xjl . El hecho que k1 Y ~l satisfagan (24) nos garantiza
la soluci6n de (23) pues el termino independiente resulta ortogonal a ztc. De esta manera obtenemos
los desarroll08 de primer orden

~M = ~c+~lei

Qf = qjc + '1ilei
XM !

j ;: Xje + Xjlf:2

para 106cuales necesitamos las condiciones



correspondientes a]a seosibilidad de un punto de bifurcaci6n asUnetrica [2],[3J. La relaci6n entre la
carp maxima - imperfecci6n como asi tambien en las coordenadas correspondientes y 18 direcci6n
cntica resulta resultan asociadas a ]a potencia ldando lugar a una sensibilidad mayor que en el caso
de punto limite tratado anteriormente.

2.6. CASO ill: Ql = ~.fJl = iY 1'1 = 1· Reemplazamos Q}, fJl Y'Y1 en la ecuaci6n de equilibrio
(6) Y agrupamos por potencias de £

[~ilIil] £i + [~Il1e + ~ViitlIilqt1] £i +0(£) = 0

Reteniendo el termino principal obtenemOll la ecuaci6n para 1l.;1,

"ijqjI = 0

que nos permite e:lCpnlllara Il.;I= "IX;e' IntroduclmOll loB ooeficientes Q}, {3I,Y'Y1 en ]a ecuaci6n de
equilibrio contralda (11) Y reemplazando IIil = "IXje,

[,,~x~]el+[',~+~r-:;.x.,],i
[v;ex;c + ~I"Il1JXieXje +~ ViitlXieXjeXteXle]£ + O(£t) = 0 (26)

Como veremos m8s adelante para poder obtener la ecuaci6n de estabilidad contraida necesitaremos
que VijtXieXjeXA:esea nulo Y siendo as! como ~1 debe ser distinto de cera necesitarenI08 que ~'eXie = O.
El temUno principal de ]a ecuaci6n de equilibrio contraida resulta el asociado a £,

'V;<Xie+ ~l"ll1JeXieX;e+ ~ V~I:/x;'x;eXteXle= 0 (27)

La ecuaci6n de eetabilidad (2) para !os valoree de Q}, fJl Y 1'1 considerados resulta

[ YsjXjl + YsjtXjeQtl] e1+ [All1JX;e + YsjtXjlQtl + ~V~XjeqtlqI1J ei +O(e) = 0

tomando el termino principal y reemplazando qjl = 1I:111:jc,obtenem08 la ecuaci6n

Como k1 debe ser distinto de cera, introdllcimos el cambio de variable 1Iil = t-Xi1 0 sea xiI = 1I:111il
con 1111= 0 en la ecuaci6n anterior Y obtenemos el siguiente sistema 1

que nos permite calcular 1Iil. La ecuaci6n de estabilidad contraida reemplazando Il.;I= k1xje resulta

[~Xjl +k1y.jt~XjeXt<;.l ei + [~Il1;XieXjC + 11:1ViitXieXjlXtc+~r"ijtIXieXjeXI:CXIe]ef =0
=0 =0

Si YsjtXieX;eXA:ef 0, como k1 debe ser distinto de cero, la ecuaci6n obtenida tomando tennino
principal result a kl V~kXicXjeX.e ;;;;0 que no lie satisface. Por 10 tanto YaitX;"XjcXtc delle ser nulo para
que el termino principal sea el siguiente. Reemplazando Xjl = 1I:11/jlobtenem08 la siguiente ecuacion
escalar



que para que resulte una ecuaci6n en ~I y kl debe HerV,jcX;eZic '" 0 y V,j/;lx",xicx..,x,c =1= O. A partir
de !as ecuaciones (30) y (27) obtenem08 ~I y kl• Luego obtenem08 'lil = klxjc Y xiI = klllil' De
esta manera 108desarrollos de primer orden quedan

AM = Ac+ A1ei

QM !
j = qic + qjlea

Xf = Xi' + Xilei
para 108cuales necesitamos las condiciones

Yo'Xjc '" 0 V:cXic = 0 V:lx;eZjc '" 0 V;jkxjcXjcXlrc = 0 v,j/;lX;eZjr.XkcXlc '" 0
correspondientes a la sensibilidad de un punto de bifurcaci6n simetrica [2],[3]. La relacion entre la
carga m&xima - imperfeccion resulta asociada a 1a potencia imientras que las relaciones entre las
coordenadas correspondientes y la direcci6n critica respecto de 1aimperfeccion resultan asociadas a
1a potencia ~. Los restantes casas se analizan en forma similar resultando

Punto eritico °1 f3t '11 v;cXic V;1Cx.., V;','x ••Xjc V;~I;x..,XjcXl;c V;'il;xjcXj.Xkc V;~klx"xicX/i;cXlc
Punto Limite 1 1 1 ",0 ",0 #0 #0
Punto Limite 1 * * #0 ",0 ",0 -0 ",0
Bifurcacion I ! ! =/=0 =0 ",0 ",0Asimetrica "2 2 2
Trifurcaci6n ~ ~ ~ =/=0 =0 =0 =0 ",0 ",0
Bifurcacion 2 I I #0 =0 ",0 =0 ",0Simetrica 3 3 3

Para obtener 1a sensibilidad de ordenes superiores se debe incluir un termino mas en 108desarrollos
(4) Y una vez determinados 108exponentes 02, f32 Y 'Y2( aumentando el orden del potencial si es
necesario) se obtienen 108coeficientes A2, 1J;2 Y xi2 en forma similar a 10 expuesto para el primer
orden.

3. CONCLUSIONES

De esta manera podemos obtener las distintas sensibilidades que se puedan determinar a partir de
un potencial de un orden determinado. En los casas planteados, 108terminos correspondientes a una
imperfection en la cual el parametro de imperfeccion aparece multiplicando el parametro de carga
como Be de en el caso de carga descentrada y en las ecuaciones de equilibrio y estabilidad perturbadas. ,
tienen la forma ( ), no aparecen en 108desarrollos de primer orden.
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