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RESUMEN .
En este trabajo presentamos un método directo para obtener la relacién entre la carga
critica, las coordenadas criticas y el pardmetro de imperfeccién. En la presente propuesta
suponemos las expansiones para la carga critica y las coordenadas correspondientes en
términos de potencias arbitrarias del parimetro de imperfeccién. Luego aplicando el
principio de menor degeneracidn, se determinan los exponentes y los coeficientes de las
expansiones. '

ABSTRACT ]
In this work, we describe a direct procedure for obtaining the relationships between the
critical loads, the critical coordinates, and the amplitude of the imperfection. In the
present approach we assume the expansions for the critical loads and corresponding coor-
dinates in terms of arbitrary powers of the imperfections parameter. Then by the principle
of least degeneracy, we determine the exponents and the coefficients of the expansions.

1. INTRODUCCION

La teorfa general de estabilidad para sistemas estructurales fue formulada originalmente por Koiter
(1943) (1] para sistemas continuos y posteriormente extendida para sistemas discretos por varios
autores. Una revisién de la teorfa desarrollada se encuentra en los libros de Croll y Walker (1972) [2],
Thompson y Hunt (1973) (3], Huseyin (1975) [4] y més recientemente El Naschie (1990) [5]. En el
anélisis de estabilidad de un sistema, la sensibilidad de los estados criticos respecto a imperfecciones
estructurales reviste de gran importancia debido a que una pequefia imperfeccién puede ocasionar
una disminucién dréstica de la carga critica.

Para realizar el andlisis de sensibilidad, se introduce un nuevo pardmetro £ que representa la amplitud
de la imperfeccion y se escribe la energia potencial total en términos de las coordenadas generalizadas,
el pardmetro de carga A y la imperfeccién e. Un punto critico esté determinado por las ecuaciones
de equilibrio y de estabilidad critica (Croll y Walker, [2]; Thompeon y Hunt, (3]; Huseyin, {4]; Bl
Naschie, [5]). El andlisis de sensibilidad se lleva a cabo perturbando las dos ecuaciones anteriores con
el objeto de encontrar la relacion entre la carga méxima y el pardmetro de imperfeccién denotado por
AM(g). En presencia de una bifurcacién, esta relacién tiene pendiente infinita en € = 0 y la expansién
no puede llevarse a cabo mediante métodos de perturbacién regular. Thompson y Hunt [3], resuelven
este problema perturbando con respecto a otro pardmetro, por ejemplo () y una vez encontradas las
series MM = AM(Q,), Q¥ = QM(Qy) con j > 1y £ = £ (Q1), que resultan expansiones regulares, se
invierte la wiltima para obtener Q; = Q,(¢), y luego se reemplaza en las dos primeras. Las expansiones
resultantes quedan en términos de potencias fraccionarias de €.

Un método directo para un grado de libertad fue propuesto por Godoy y Mook (1995) [6] en el cual
las relaciones AM(g) y Q¥ (e) se obtienen sin necesidad de expansiones intermedias. En esta tltima
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propuesta los exponentes no pueden ser asumidos a priori y deben ser determinados como parte del
problema. En este trabajo se presenta una extensién a multiples grados de libertad junto con una
propuesta para determinar los exponentes necesarios para los desarrollos.

2. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Consideremos un sistema estructural descrito en términos de las coordenadas generalizadas Q); para
i = 1,...,n y la energfa potencial total V = V(Q;,\,€) con ) el pardmetro de carga y ¢ de
imperfeccion. Tomando € = 0 la energfa potencial total V = V' (Q:, A, 0) corresponde al sistema
perfecto. La ecuacién correspandiente a la condicién de equilibrio asociada a la primera variacién de
Ves

av

aQ;
donde ( ), denota la derivada parcial respecto a la coordenada ;. La condicién de punto critico 1a
planteamos como un problema de valor propio en términos del valor propio A y el vector propio z;
correspondiente a la direccién critica.

&V

9Q:0Q; ™
De las ecuaciones de equilibrio (1) y estabilidad critica (2) obtenemos los valores criticos A, Qie ¥
Zje con j = 1,...,n. que denotamos por ¢ = (gjc, A, 0) y la direccién critica ;.. Supondremos ¢ un
punto crftico distinto resultando V;; singular de con rango n—1. Sin pérdida de generalidad podemos
normalizar el vector correspondiente a la direccién critica z,;, de manera tal que ;. = 1.
Para realizar el andlisis aproximamos convenientemente 1a energfa potencial total del sistema Vi{Qi, N €)
por una serie de Taylor alrededor de un punto de equilibrio estable e.

V(@i \e) = Vo+ ViQi + %‘7-';'0&01' + %%ininQk + %‘A’iquinQth +ee )

=V=0, i=1...,n (1)

=V.'j$,‘=0. i,j=1,---:n (2)

donde los coeficientes f’,-_.; = 608.-:0, Je son funciones lineales de los pardmetros de carga A y de im-

perfeccion €. Para determinar las relaciones entre la carga méaxima y el pardmetro de imperfeccién,
AM(g), y entre las coordenadas correspondientes y 1a imperfeccién Q¥(¢) supondremos que tales
relaciones admiten desarrollos de la forma

MM = A+ ™ 4 Age®™ 10

QY = gje + gi1e™ + g™ + - 4

2 = Tp+ zpeM d e 4 -
dande los exponentes ay, By, 1, @3, B2, Ta ,- . ., son racionales positivos y los cot;ﬁcientes AL, Agy - e -
Y &1, @2, v ¥ Tjn, Tjz, - para j = 1,...,n reales. En esta formulacién los coeficientes de los
desarrollos (4) no representarén necesariamente derivadas de V como en los desarrollos empleados
para casos de perturbacién regular. Ademis, como normalizamos Z;; de manera tal que z3, = 1
resulta entonces £;; = xyp=--- =0,

2.1. SENSIBILIDAD DE PRIMER ORDEN. Una vez obtenidos los valores criticos, incluimos
los términos de primer orden de los desarrollos (4)

/\M = A@ + Ale"‘
QY = gie+ane® ®)
X} =2+ zjeM

¥ los introducimos en la ecuacién de equilibrio (1). Luego de reagrupar los términos ls ecuacién
queda de la siguiente manera
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® + Vil + MV + Vigne® + MVigue™ ™ + .,1.(111111:16%

=o
1 : 1.,
+ ——'t\l‘ﬂ'jckqjlqklﬁalnﬂx + —,V.-,-uqnq:uq:ﬁ”‘ + 5)\1 ¢juqi1Qk1(In€°’+3B’
1. 1. . .
+Vigne*h + % Virgngne ™ + ",Vaﬁkx%ﬂlkllnlsuap‘ + M Vet (6

. 1
+ MV e ot 4 = Vi giquet A 4 /\1V.',uq;1¢1k1l1u€ et =
B

3!
donde ( ) =8( )/Ar ( ) =98( )/oe, ( ), = 9( }/8eOX y ( )° dencta evaluacién en el
punto critico ¢ = (g, Ac,0). Observamos que el término constante es nulo por tratarse de 3V/8@;
evaluada en el punto critico ¢. La construccién de la ecuacién de equilibrio (6) la realizamos a partir
de una funcién de energia potencial total lineal en el pardmetro de carga y en el de imperfeccién. Sin
embargo, resulta general en el sentido que no impusimos ninguna condicién sobre el punto erftico.
Ademés, hemos considerado dos tipos de imperfecciones: una en la que el pardmetro de imperfeccién
aparece multiplicando al pardmetro de carga como se da en el caso de una carga descentrada y el
otro en el cual el pardmetro de imperfeccién no multiplica la carga como sucede ante una pequefa
fuerza no colineal a la carga o una imperfeccién geométrica. En este dltimo caso, los términos que
mvolucren derivadas de V' con respecto a la carga y al pardmetro de imperfeccién denotados por

{ ) seran nulos.

2.2. OBTENCION DE LOS COEFICIENTES o, f; y 7. El grado de sensibilidad de la
carga, las coordenadas y la direccién critica estardn determinadas por los exponentes o, ;3 ¥ 1
respectivamente. Cuanto menor sean los exponentes, mayor seré la sensibilidad.Como primer paso
deberemos determinar los exponentes para los desarrollos (5).
Para un estudio general supondremos la presencia en la ecuacién de ethbno de todos los exponentes
es decir que para cada exponente hay al menos una ecuacién en la cual el término asociado es distinto
de cero. El conjunto de exponentes de la ecuacién de equilibrio (6) correspondiente a un potencial
V de cuarto orden resulta '
Ee { ay; Brion + Br; 2615 01 + 2613100 + 383 L L+ o 1+ i }
14+ +5;1+ 261+ 00 + 2651+ 36131 + oy + 3Py;

La presencia del término V;° independiente de las coordenadas y la carga asociado al exponente 1
condiciona la eleccién de oy y £ de manera tal que al menos dos términos estén asociados al exponente
1 si pretendemos que la ecuacidn de equilibrio (6) se satisfaga con un error menor que O(e!) para ¢
suficientemente pequefio. La condicién anterior proviene aplicar el teorema fundamental de la teoria
de perturbacién [7]. Ademis, teniendo en cuenta que £ < 1 para el cdlculo de la sensibilidad de
primer orden, podemos reducir el conjunto E desechando los términos cuyos exponentes sean mayores

que 1.
By = {en; Br; a1 + Br; 261; o + 261535155 + 3615 1} ]

Pensando en obtener las sensibilidades de primer orden, que se pueda.n resolver a partix de un
potencial de cuarto orden, consideremos el siguiente caso oy = §; = ‘, reemplazando en el conjunto
(7) los términos asociados al exponente 1 son los correspondientes a {a; + 30;, 1}. Obtener la
sensibilidad en esta caso nos conduciré a un error pues falta el término asociado al exponente 40;
que también satisface la condicién pero no esté en el conjunto E, debido a que nuestra ecuacién de
equilibric la obtuvimos a partir de une aproximacion de cuarto orden. Para resolver este problema y
obtener sélo los coeficientes a; y B correspondientes a las sensibilidaddes para las cuales dispongamos
de los términos necesarios a partir de un potencial de un orden determinado (en este caso cuarto)
pedimos que la cantidad de términos asociada al exponente 1 sea mdxima. Para encontrar los oy
y 51 que satisfacen la condicién anterior, podemos recurrir & una interpretacién geométrica que
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consiste en asociar a cada exponente del conjunto (7) con un plano definido paramétricamente y
luego determinar los puntos (¢, 8;) para los cuales se intersecan la mayor cantidad de planos para
un valor de la tercera coordenada igual & 1. Los planos asociados a cada elemento del conjunto (7)
resultan

(a1; Br; ) By = (a1; 6 81) B = (a3; 6501 + By)
gax;ﬁl; 261) F= (o801 +28;) Fs=(on; f1;34)

Py
F,
By = (0y; Bson 4+ 36,) Fs = (ay; B131)

it

Graficamos los planos anteriores y haciendo un corte a la altura 1 observamos (Figura 1. izquierda)
que cantidad méxima de intersecciones asociadas a la exponente 1 es 3 y corresponden a los valores
deoyy B

o CDEDEDENEN e

1/2]

/3

(431
Figura 1

Otra forma es atraves del gréfico (Figura 1. derecha) de las curvas de nivel de la funcién que asigna a
cada par (@, f) la cantidad de planos que pasan por el punto {ay, 8y, 1). Los elementos del conjunto
(8) no son defintivos pues falta determinar el coeficiente 7, atraves de la ecuacién de estabilidad
Y puede darse el caso que para algun candidato de (8) no tengamos informacién proveniente del
potencial de cuarto orden. A continuacidn, para cada par de coeficientes o; y 4, de (8) debemos
encontrar el coeficiente -y, trabajando sobre la ecuacién de estabilidad (2) en la cual introducimos
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los desarrollos (5)
Ve +Vg $Tice’ + MV ziee™ + Vizpe™ + MViFzpe®tn + Vi Zicque™
S
=0
+ MVETe@ne™ P+ Vozagae® T + MVizagne™ At

1
+ -2-,‘/,-;;,;-"75411:1‘1116 1+ é'!/\lv,-',-cuzjc%lqus atih 4 2 ViuTigrgne™
1 .
+ ﬁMV.-',izzjanqzlEa”””“ + MV e 4 Vimpnet™ + Vet torin (9)

. . 1 . 1
+ ‘/;;'ngcqblsl+pl + /\1‘4;?3355%15 toath Vfﬁjlquﬁ +1+m

. 1
1 2 ]
+ MV Tague Tt 4 V. uTicqrgue P + = /\l‘lg,kt$:IQkIQK151+al +2h

1.
+ 5 VimTidagne Ry 0V uifv‘:qu1¢Iz1€”"‘+”’+"‘ =0
A igual que en la ecuacién de equilibrio, el término constante es nulo. Nuevamente obtenemos el
conjunto reducido eliminando los elementos tales que para a,, #; y 71 positivos sean mayores que 1.

1; 005 B i 01 + By o + 75 P+ i o + B+ 7 265 : )
N+ 28+t ni2Bon+ 2628+ s+ 20 +m

Para cada par de (@1,51) del conjuto (8), debemos encontrar el valor de 7 apropiado. Como podemos
observar en la ecuacién de estabilidad (9) hay dos términos que sonsiderados distintos de cero condi-
cionan la eleccién de ;. Estos son el asociado a 1 y el asociado a a; Pues estos términos de quedar
solos formando una ecuacién igualada a cero, para el primero no se satisfaceria y el en segundo nos
conduciria a A; = 0. Por lo tanto la condicién para ; es que haya al menos dos términos asodicado al
minimo entre 1 y a. Ahora, si consideramos el caso a; = 1,8; = } para ; se satisface la condicién
anterior pero si queremos calcular los coeficientes de los desa.n'olloe (5) no dispondermos del término
asociado a 3f;. Por lo tanto para quedarnos con los casos de sensibilidada que se puedan resolver
pediremos que la cantidad de términoe asociada al menor exponente correspondiente a un término
independiente de las cooredenadas sea méxima. Para obtener los -, en este caso asociamos a cada
elemento del conjunto E, en el cual hemos sustituido ay y f; por sus valores y eliminado los ele-
mentos repetidos {que corresponde a reagrupar por potencias de ¢ ) la correspondiente recta definida
paramétricamente. Graficando la funcién que asigna para cada valor de 1 la cantidad intersecciones
de las rectas obtenemos los siguientes resultados

a; | B | 71 | exponente .m'xmero.de
intersecciones

1 1 1 1 4

1 {1/2]1/2 1 4

1 [1/3{1/3 1 3

1/211/2}11/2 1/2 3

1/3 1/3[1/3 1/3 3

23131131 2/3 3

TABLE 1. Coeficientes vy, 0; y 1 obtenidos

En la tabla (1) observamos las posibles sensibilidades, entre las cuales vemos que el caso (1,3, 1) que
no podiamos resolver aparece con tres tériminos asociados al exponente 1mientras que los otros casos
de puntos limites tienen cuatro. Por otro laso las bifurcaciones aparecen todas con tres términos
asosciados para los distintos exponentes.

De esta manera hemos encontrado los casos posibles para un sistema a partir de un potencial aprox-
imado por una serie de orden cuarto. Resulta interesante determinar las condiciones que dan lugar
a cada una de las sensibilidades expuestas en la tabla (1). Una manera de hacerlo es planteando las
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. ecuaciones para los coeficientes \; , gj1 y Z;j1 de los desarrollos (5) y establecer las condiciones para
que estas ecuaciones queden bien determinadas.

2.3. OBTENCION DE LOS COEFICIENTES ), , ¢;1 ¥ zj1, § = 1,...n. Multiplicando la
ecuacin de equilibrio por el vector correspondiente a la direccién critica z;., obtenemos la ecuacién
de equilibrio contraida

. 1
Vitiee + MV °Ziee™ + Vitic 0526 + MV Tiogjne™ ™ + ﬁvz;kz;‘c%lwﬂezp 1

N’
=0

1 1 1
+ ﬁhViﬁ"‘wjlan”’L”‘ + 5 VouTigngngne™ + M ViuTicgngngne™
) 1. 1. e
+ Visiegne™® + 5".-;::%%‘1%6””‘ + gVeZ-uIecleqnqusm"‘ + MV et 1)
. 1 . 1 k3
+ MV Tiegpet ™t 4 '2—,/\1‘4;?1;%'151%18”"”% + 5"1".’,&@-’:‘1;;1?):1?115
+=0 ‘

1403436

donde el término correspondiente a £ es nulo por la condicién de estabilidad critica. Anélogamente,
con el mismo procedimiento obtenemos la ecuacién de estabilidad contraida

V,’-}a:.'tx,-.,e‘ + MV T + ViTio Tj1€™ + MV Toxje™ M 4 VirLick e €7
— ,
+ MV BiTieqne™ P + Vo muzngue™ ™ + MV i guertom

1 1 . 1
+ g"s;;;zic-’ﬂjcqumfm +5M Vi T Tiequgne™ 1 + E;K;ux,-clequqne”‘”‘

1 . ) .
+ M ViuTeTngagne™ N 4 MVizewie ™t 4+ Vizizpn et + )V, zettertm
(12)
+ ViaZuZieme™? + MVt zicgue ™ P 4 Vi 2z e P
. 1.

+ MViTuTpgunetotitm 4 51 Ve

1y .
+VEV’;“‘%$jlquq“El+%ﬂ + '\lw,'cldxiczﬂ%ﬂlueu"""”‘m =0

1. .
uTicTicqugne 2P + E/\l%iﬂiczﬁqmquel“‘"p‘

24. CASOI: ¢y =1, §y =1y v = 1. Reemplazamos oy, §; ¥ 1 en la ecuacién de equilibrio
(6) y agrupamos por potencias de ¢

[V + MV 4 Vigga] e+ [V + MVian + 2 Vignn + Vian] & +0() =0
Reteniendo el término principal, correspondiente al menor exponente de £ obtenemos la ecuacién de
equilibrio menos degenerada

Vg =~V —
esta Gltima ecuacién nos permite escribir a g;; de la siguiente manera
21 = k1zje + yn - (13)
donde y;; es solucién del sistema

Viun=-Vi-MV/®  conyy=0 (14)
Dado que V; es singular con rango n— 1 para que Is ecuacién anterior pueda ser resuelta, el miembro
derecho debe ser ortogonal a ;.. Introducimos los coeficientes a3 = 1, §; = 1, Yym=1enla
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ecuacién de equilibrio contraida (11) y agrupamos por potencias de £

: f/‘."z'.'c + A]‘/‘Ic-’ﬁc + V.-;:::.-c ginl € + 0(62) =0
gy gt
=0

El término principal resulta

Vizic + MV zic =0 (15)
para obtener \; a partir de esta ecuacién necesitamos Veze # 0y Vz;,. # 0. Reemplazando
A1 en (14) resolvemos para y;; cuya resolucién esta garantizada por (15). Luego de introducir los
coeficientes o; = 1, /i = 1,y 1 = 1 en la ecuacién de estabilidad (9) y agrupamos por potencias
de g, ‘

[V e + MV Tie + VT + Vi ,,:z:,cq,,l] e+ 0(EH =0
tomando el término principal obtenemos la ecuacién menos degenerada
Viazn = —Vimje ~ MV 25 — VirTietr con %13 =0 . (16)

a partir de la ecuacién de estabilidad contraida (12) obtenemos

Vitic®se + MV zictjc + V5 Vimicon + Vistictieqn | € + O(%) =
eyt
tomando el término principal y- reemplazando gj; per g1 = k1%;c + Y1 tenemos una ecuacién escalar

‘qu:zjt + XM V., TicTje + k1 Viptictiene + V3 kxwxjcykl Y (17

para obtener k; # 0 de esta 1iltima ecuacién necesitamos que V5, Zi.T Ty # 0 junto con V. i TieTie #0.
Luego, reemplazando kjen (13) junto con y;; obtenemos g1 Flnalme.nte reemplazando ¢j; , Ay ¥ Ky
en (16) obtenemos x;. De esta manera obtenemos los desarrollos de primer orden

= A+ AE
QM = gje + e (18)
XM =xjc +zpe
para los cuales necesitamos las condiciones

Vi #0 Vizi #0 V,'J TieTje # 0 VipticTjcre # 0
correspondientes a la sensibilidad de un punto limite {2},(3]. En los desarrollos se aprecia las relaciones
lineales entre la carga maxima, las coordenadas correspondientes y la direccién critica con respecto
a la imperfeccién.

2.5. CASO II: oy = }, f1 = } y v = }. Reemplazamos a;, 1 y 71 en la ecuacién de equilibrio
{6) y agrupamos por potencias de ¢

[V + V,-jq,-l] et + [V + MVign + K,kq,lqkl] e+0@EH =0

2
Reteniendo el término principal, la ecuacién menos degenerada queda

Vign = -MV,* (19)

i
La ecuacién anterior nos permite escribir a gj; como
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gi1 = k1Zjc + My con yyy =0 (20)

con A; 3 0y yj1 solucién de Viy; = —V;*. Introducimos los coeficientes oy, f1, ¥ ' en la ecuacién
de equilibrio contraida (11) y agrupamos por potencias de ¢

g
=0 =0

8i V°Z;c # 0 la ecuacién resultante de tomar el término principal es A\ V/*z;, = 0.y como ), debe
ser no nulo esta ecuacién no se satisface. Por lo tanto necesitamos V/*z;, = 0 resultando &l primer
término asociado a £3 nulo y el término principal de la ecuacién de equilibrio contraida queda

- 1
[,\l Vi + Vi qﬁ} ed 4 [v;“-av:;c + MViiziegn + 'é'!V.';gz\'chlqu] e+0(ef) =0

. 1
Ve + MV Tiegin + 51 Ve icdin@a = 0

reemplazando ¢;; por (20) en la ecuacién anterior obtenemos la ecuacién escalar

. K
Vize + (V,-:,-°-’E.‘c$,'c + V;;gxdc-":jcykl) + ‘E]"/;’*zicxjcxkc (21)

+ A (V:‘;'cxicyjl + ‘;' .—,-kzicyjlyu) =0
La ecuacién de estabilidad (2) para los valores de a;, 8, y v, considerados resulta
[AIV";xjc +Viza+ V.-;,‘a:,-cqm] ed + Oe) =0
tomando el término principal y reemplazando g;; por (20) obtenernoe la ecuacién
y Vi@t + MV Zge + kiViaZieTee + MVieyn = 0 (22)
de la cual podemos obtener 2;; como

Vi;-Z_,‘] = —-klv,.‘;-kzjcé:u - M (‘,,-;cch + V}_‘;,z,-cyn) con z£1; = 0. (23)
La ecuaci6n de estabilidad contraida (12) con a; = 1/2, f = 1/2, y 11 = 1/2 queda
[,\lili'j‘zgca:jc + V‘;,‘z;,,zjcqn] et 4 O(e)=0
tomando el término principal y reemplazando g;, por (20) tenemos

, MVif Ticzjc + by VipieTiere + M Vi TicTicas = 0 (24)
Como y;1 puede ser nulo, para obtener k; y A; a partir de las ecuaciones (21) y (24) necesitamos que
i TicTje # 0 junto con V3, :Z;cTa; # 0. Una vez obtenidos k; y \;, a partir de (20) calculamos @

7

para j = 1,n y a partir de (23) obtenemos z;, . El hecho que k; y A, satisfagan (24) nos garantiza
la solucién de (23) pues el término independiente resulta ortogonal a Z;.. De esta manera obtenemos
los desarrollos de primer orden

M =+ Ned

Q¥ = gjc + gje? (25)
1

X;u F Tje+Tpel

para los cuales necesitamos las condiciones

V.:czic #0 Vir, =0 V,';le'czjc #0 Vi;kz(ezjczkc #0
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correspondientes a la sensibilidad de un punto de bifurcacién asimétrica [2],[3]. La relacién entre la
carge méxima — imperfeccién como asi también en las coordenadas correspondientes y la direccién
critica resulta resultan asociadas a la potencia % dando lugar a una sensibilided mayor que en el caso
de punto limite tratado anteriormente.

2.6. CASOIIL: o; =3, 81 =1y v = 1. Reemplazamos o, B y 1 en la ecuacién de equilibrio
(6) y agrupamos por potencias de ¢
1
[ Vign)et + [)‘1"2” + '2—,"2§ng141=1] e +0(e) =
Reteniendo el término principal obtenemos la ecuacién para g;;,
VCQJI =

que nos permite expresar a ¢ = k1Z;.. Introducimos los coeficientes ay, 51, y 71 en la ecuacién de
equilibrio contraida (11) y reemplazando g;; = k1zje,

K
k V; x;cx,.,} et+ [Al Viz + V}j-,,z,-,:cjczu} el
=0 =)

=0
. g
[V.qu + Mk Vi Zectse + 23 V‘,,.x.cx,cxkczk] e+0(d) =0 ~ (26)
Como veremos més adelante para poder obtener la ecuacién de estabilidad contrafda necesitaremos
que V% Z;.Tx sea nulo y siendo asi como A, debe ser distinto de cero necesitaremos que V/°z;, = 0.
El término principal de la ecuacién de equilibrio contraida resulta el asociado a ¢,
. 4
Vf:l:w + A,kﬂ/i;"zkzﬂ + B%V;ux,czjczkczk =0 (27)
La ecuacién de estabilidad (2) para los valores de a;, f; y 71 considerados resulta

[ Viza + V; k-‘E;chl 5& + [1\1 i Tic + ViaTngu + ijlzjchlqll] e85 4+ 0(e) =
tomando el término principal y reemplaza.udo 451 = K1z, obtenemos la ecuacién
Vizin = A% 1T icTre (28)

Como k; debe ser distinto de cero, introducimos el cambio de variable Yj1 = lz_, 10 sea T;1 = kiy;
con Y11 = 0 en la ecuacién anterior y obtenemos el siguiente sistema

ch_ﬂ = V‘kz,,zk ‘ (29)
que nos permite calcular y;;. La ecuacién de estabilidad contraida reemplazando g;; = ;74 resulta

[V.-ﬁx.-c i + ke ‘,i;‘kxiczjczkc} ¥+ [/\1V.-'f2'ic$,'c + k1 Vit i Tae + 7 ‘,‘;];[xu:mjczbczlc] ei=0

=0 =0
8 VewicTiczee # 0, como ky debe ser distinto de cero, la ecuacién obtenida tomando término
principal resulta & V;;,&:.2;.2x. = 0 que no se satisface. Por lo tanto V5, Z..T;. Ty, debe ser nulo para
que €l término principal sea el siguiente. Reemplazando z;; = kjy; obtenemos la siguiente ecuacién
escalar

L
—-K-;Mzuzjczuzzc) + MV TeeTje = 0 (30)

K2 (V.-f,-gxicyjlxkc +35
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que para gne resulte una ecuacién en A; y ky debe ser Vi;cz.-‘,z,-c # 0y ViyTieTjcTrctic # 0. A partir
de las ecuaciones (30) y (27) obtenemos Ay y k1. Luego obtenemos ¢j; = k1Z5 ¥y i1 = kayjn. De
esta manera los desarrollos de primer orden quedan

AM = 4 ned

Q¥ =g+ 4115% (31)
X’M =X+ .’lelE*

para los cuales necesitamos las condiciones

Ve #0 Vize =0 V;;f’xgcz,-c #0 V5ZuLiTre =0 ViuTiTieTectic £ 0

correspondientes a la sensibilidad de un punto de bifurcacién simétrica [2],[3]. La relacién entre la
carga mixima — imperfeccién resulta asociada a la potencia % mientras que las relaciones entre las
coordenadas correspondientes y la direccién critica respecto de la imperfeccién resultan asociadas a

la potencia 3. Los restantes casos se analizan en forma similar resultando

Punto Critico | &y | B1 | W | Vi | Vi®ic | VifTacTie | ViaTictscTre | VigTieTseTre | VignTiuTicTrcTic
PuntoLimite [ 1 [1 [ 1] #0 | #0 #0 | #0
Punto Limite | 1 | L [ 1| £0 | #0 | #0 =0 Z£0
Bifur cacién 1 1 1 _
Asimétrica | 2| 2| 2 #0| =0 #0 #0
Trifurcacion | 1 | L[| £0 | =0 | =0 =0 £0 Z0
Bifurcaﬂién 2 1 1 — -
Simétrica . | 3|53 #0 | =0 | #0 =0 #0

Para obtener la sensibilidad de érdenes superiores se debe incluir un término més en los desarrollos
(4) y una vez determinados los exponentes @y, 5 ¥ N ( aumentando el orden del potencial si es
necesario) se obtienen los coeficientes Az, gj2 ¥ Zj; en forma similar a lo expuesto para el primer
orden.’

3. CONCLUSIONES

De esta manera podemos obtener las distintas sensibilidades que se puedan determinar a partir de
un potencial de un orden determinado. En los casos planteados, los términos correspondientes a una
imperfeccién en la cual el pardmetro de imperfeccién aparece multiplicando el pardmetro de carga
como se de en el caso de carga descentrada y en las ecuaciones de equilibrio y estabilidad perturbadas

tienen la forma ( ’ )’, no aparecen en los desarrollos de primer orden.
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