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RESUMEN

Se presenta un esquema para la resoluci6n de las· ecuaciones de elasticidad bidimensional
empleando una aproximaci6n par interpolantes minimos cuadrados mOviles (I.MC.M.). Con
este m6todo no es neceSl!riodiscretizar el recinto en elementos, sino solo definir un conjunto de
nodos, 10que 10toma atraetivo para resolver problemas tridimensionales, fronteras libres, etc.
Se emplea un principio variacional debit que permite imponer las condiciones de Dirichlet, !as
cuales no pueden ser impuestas a posteriori, como en elementos finitos. Las ecuaciones son
discretizadas usando interpo1antes minimos cuadrados m6viles. Se lIDILlizanejemplos con
soluci6n analitica, discutiendose los diversos aspectos de la aproximaci6n numertca. Se
discuten !as ventajas de este interpolante frente a olros m6todos sin red y se propooe IDl
esquema de integraci6n Optimo.

Summary
A numerical scheme for bidimensionallinear elasticity using moving least squares interpolants
is presented. With this method it is not necesasary to divide the domain into elements,but just·
to define a set of nodes, which toms it attractive for three dimensional problems, high gl'lldient
fields, free boundary problems, etc.
A variational principle is used to enforce Dirichlet bolDldaryconditions, since they can not be
imposed a posteriori as in the finite elementmethod. The equations are then discretizedusing
M.L.S. interpolants. Some examples with analytical solution are analised, and several aspects of
the numerical approximation are discussed

de ingenieria con M.E.C. resulta inferior al de M.E.F. ya
que s610requiere discretizar el contomo. A pesar de las
ventajas del M.E.C., este queda limitado a problemas
que no requieran "integrales de volumen" y excluye
problemas ingenieriles tales como, no linealidades,
campos t6rmicos transitorios con elevados gradientes,
etc.
Actualmente se estlin investigando metodos altemativos
que no requieren dividir al euerpo en "elementos" y que
por ello reciben el nombre gcnCricode 1Mtodes sin red
(meshless methods), existiendo gran variedad de
candidatos. Uno especialmente promisorio se basa en el
usa de interpolantes minimos cuadrados m6viles
(I.M.C.M.). 0 ponderados, que sOlo requiere una
representaci6n de contomo del dominio y un grupo de
nodos interlores, sin ning6n tipo de conectividad
necesaria. Hasta el momento se ban reportaron al menos

Cuando se evallia la Integridad £structural, la
simulaei6n de la respuesta mec8nica de componentes en
zonas criticas puede rea1izarse mediante modeladO
matemAtico, es decir aplicando metodos
computacionales.
Denlro de estos metodos, el procedimiento mas
extendido es el metodo de elementos finitos (M.E.F.). A
pesar de sus enormes virtudes, el M.E.F presenta
inconvenientes para resoluciOn de problemas
tridimensionales con geometrias· complejas y altos
gradientes. La principal dificultad reside en la
generaci6n de una malla adecuada, la cual puede
demandar mucho esfuerzo y tiempo de ingenieria
superando con creees el tiempo de c6mputo. Para
problemas tridimensionales lineales resulta mas efectivo
el metodo de elementos de contorno (ME.C.). El costo



dos formas de este metoda. Nayroles [I] y 01l'Os,
quienes fueron los primeros en emplear esta clase de
metodas, usaron muy bajo orden de CWllhatura y no
hicieron cumplir las condiciones de borde esenciales
con exactitud. Ellos llamaron a su metoda "elementos
difusos" y no observaron que utilizaron imc2polantes
minimos cuadrados m6viles ya desa1rollados pol'
Shepard [2] y Lancaster y SalkawrkaS [3J.
Posteriormente, Belytschko [4] Y otros desarrollaron
una forma altemativa que acentUa la precisiOn. Para el10
usaron multiplicadores de Lagnmge para blK1er cumplir
las condiciones de borde esenclales y un esuqema de
integraciOn de alto orden de euadratura basado en una
red de celdas regulares que se extendian mas alla del
dominio de cBlculo. De esIa forma, para problemas de
elasticidad se logran altas velocidades de convergencia
y buena resoluci.6n de gradientes excesivos localizados.
Sin embargo, e1 \ISO de multiplicadores de Lagrange
aumenta el costo de resolver las ecuaciones aJgebraicas
lineales. Los mismos autores, Belyschkoet, al [5]
desarrollaron una nueva implementaciOn basada en un
principio variacional modificado, en el. que los
multiplicadores de Lagnmge SOD reempIazados par su
significado fisico, la fracl'-i6n. Asf las ecuaciones
resu1tantes son simetricas y banda. A esro agregaron la
generaciOn de funciooes base ortogonales pondcndas,
elimin8ndose la nocesi.dad de invertir 115 matrices
generadas par los I.MC.M:. en cada punta de
cuadratura.
POI' su formulaCi6n, el \ISO de LMC.M. junto con
criteria de Galerkin, puede ser imbuido de la
generalidad del metoda de elementos finitos. Las
principales ventajas de el metoda de Galerkin difuso
comparado con el metoda de elemeotos finitos, son:

• SOlo se necesita una red de nodos y una descripciOn
del contorno para desarrollar las ecuaciones diseretas (
la red de elementos no es necesaria )

• La variable depcndieIIte y su gradiente son. continuos
en todo e1 dominio y un post-procesami.ento para
obtener un campo UDiforme de gradientes es
innecesario.

En el presente trabajo se mueslra un implomentaciOn de
I.M.C.M. empleada para resolver problemas e18sticos
via un principio variaci.onal. El trabajo se organiza con
el siguiente orden: El ponto 2. dcsarrolla la fonnu1aciOn
variacional para este metodo, y que puede ser usada con
01l'Os m6todos, el ponto 3. se discute la formu1aciOn
discreta resu1tante, e1 ponto 4. analiza el empleo de
distintas bases para la generacioo de las funciones de
fonna,. e1 punto S detaI.la las partieulari.dWA de II
i.mp1~i6n nummea, el ponto 6.muestra a1gunos
ejemplos num6ricos y ponto 7. detalla aIgunas de las
conclusiones obtenidas.

En el mito<lo de elementos finitos, los coeficientes u; de
la aproximaci6n

coinciden con valores nodales de la incOgnita. POI' eUo
!as coodi.ciones de contomo de Dirichlet no requieren
ser impuestas par e1 principio variacional utilizado.
Basta con eliminar los valores. conocidos (datos de
Dirichlet) del sistema final de ecuaciones lineales, 10
que puede lograrse con diversos artificios. Sin embargo,
si se utilizan aproximaciones nuIs generales, los
coeficientes no representan valores del campo incognita
en posiciones fijas del espacio. En este caso las
condiciones esenciales deberin ser impuestas por el
principia variacional. Un modo de lograrlo es agregar
esas condiciones medi1mte un multip1icador de
Lagnmge, tal como la Iw:e Belyschk:o et.aI. [5]. Sin
embargo eso tiene el inconveoiente de agregar
inc6gnitas adicionales, y conduce a sistemas de
ecuaciones no simetricos.
El problema ellstico lineal puede expresarse en forma
diferencial como hal1ar el campo de desplazamientos
u(x) que satisfaga la ecuaci6n de equilibrio:

diva=O en n (1)

con a =!>.R doDde!> es e1 tensor de e1asticidad y la
deformaci6n viene dada pol" :

!! - i!=0 ear. (3)

Un principia variacional adecuado puede obtenerse
buscaDdo el valor estacionario del funcional energia
disipada, restringido pol' Jas condiciones de Dirichlet
mediante un multiplicadot de Lagnmge

E=Ha a:e.dv--Jn [.!.df+Jr;, 6-~-ID·d (4)

Como E depende de dos campos, u Y A. la
estacionareidad requiere :

• iJE iJEoE= "".OU+W;:.OA.=O
De donde resu1ta :

III(J: V6J,dv- fr,L&t fr• ~+ fl'. li~<!!-~=O (6)

Integrando par partes e1primer termino se tiene:

Ia a : VO!. dv = In 1.& - fa dill a.Oy . dv (7)



reempll1Zl11ldo(7) en (6) queda: Proponiendo una aproximaci6n de la forma

-In diva.I'>~.dv+ Ir, (t-D.I'>~./U+Ir. (t+6).I'>~./U !{=I:cp,.!{, !!, = (:; )
+Ir. I'>~.<!!- ll)./U = 0 (8) y llamando, como es habitual

Reemplazando (9) en (6) se obtiene, finalmente, una
formulaci6n d6bi1 general, que impone explicitamente
las condiciones de Dirichlet:

Antes de pasar a la formulaci6n discreta, es interesante
observar que la (8) puede escribirse; en virtud de (9)
como:

-I div a.l'>u.dv+ r (!-i}.llu./U- J <!!-i!).llt.& =0(11)
n f, r.

La (11) es, simplemente, una identidad integral que
expresa la ecuaci6n (1) con las condiciones (2) y (3) en
forma de residuos ponderados, y que podria tomarse
como punto de partida para obtener (10) por el metod<>
de Galerkin.

Para obtener un sistema discreto de ecuaciones
algebraicas, es conveniente primero reescribir la (10)
utilizando la notaci6n habitual en mec8nica
computacional.
Sea :

[

.£. 0 ]

donde L= ; i
[

Iv 0 ]donde D=...L= v 1 0
1-'" o 0 (I ~v)12

donde N=( no' 0 ny]
ny nx

Siendo;' = (n.,n,,) el versor normal exterior.
Con esta notatiOn la (10) se escribe:

In o~I.D.~.dv- .h {.i>u.ds- Jr. ~1.DI.NI.I)~.ds

-Jr. o~I.DI.NI·<!!-ID·ds (12)

- J ",;:t.ds;+J B:.D1.N'.U.ds} = 0 (13)
rt rill

que es el sistema de ecuaciones algebraicasbuscado. Es
evidente, por simple inspecci6n, que la matriz del
sistema es sim6trica cualquiera sea la base elegida.
Asimismo esta matriz sera banda si 108 cPi tienen soporte
local y estlinjuiciosamente ordenados.

Tratamiento De Las Condiciones De Contomo
EsenciaJes.
La ecuaci6n (13) 8610 es estrictamente correcta si se
imponen ambas componentes del desplazamiento en la
frontera de Dirichlet. Lo mas frecuente es, sin embargo,
que 8610 una componente (normal 0 tangente) este
impuesta en un punta dildo. Para ello considerenws un
segmento de r. yllamemos ;,y b a 108 versores normal
y tangente, como se indica en la figura 1.

El vector desplazamiento se puede descomponercomo:

!{ = {!{.;,).n + <1!.b).b
que puede escribirse como:



Finalmente, el desplazamiento impuesto puede
repxesentarsecomo:

8 = { 8" si U es nonna1
8, si Iies tangente

Evidentemente, si y time tanto componente norma\
como tangente, se time:

del orden de interpolaci6n (refiDamiento"P"), pero la
tarea es a6n compleja
Una a1temativa promisoria a ese m6todo es el usa de
bases que no esten atadas a la discretizaci6n utilizada
para evaluar !as imegra1es,que par esta raz6n se suelen
lIamarmetodos "difusos".
Posiblemente la eleccion mas sencilla es tomar como
base funciones "SOIlI.brero",como par ejemplo:

s = S.+ s,.=( ~ ~ ) =I (16) Es conveniente nol'll'lll1i2arla base, poniendo

Coo. esta definici6n, !as contribuciones de !as dos 'I't=i;;
integra1essabre la frontera de Dirichlet a la matriz K, .j

para ID1 par de nodos i, j dados puede escribirse:

Y la contribuci6n correspondiente al vector de carga
sera: .

Es mdcnte que la frontera de Dirichlet debe
representarse adecuadlllllf'4l1llpara podec cfectuar las
operaciones citadas. En este trabajo sc utilizaron para
ello elementos de linea cuadniticos de tres nodos, como
105usados habituaJmcnte en el m6todo de o1ementos de
contomo. Las imegra1es (17) y (18) se realizan con
cuadratln Gaussiana de 8 puntos.

4.1 Bases Sencillas.

La formulaci6n desa:ipta es completamente general, de
modo que, en principio, cualquier base que sea capaz de
representar salisfactotiarnnte la soluci6n puede ser
utilizada. La elecci6n IIIlispopular es la de elementos
finitos, que tiene la enorme ventaja de no requ::rir las
integmles de contomo (17) y (18) po.r ser 105

coeti.cientesvalores de campo, como se apuntara mas
arriba. Asimismo, la subdivision del dominio n en
elementos, coo. fines de interpolaci6n, puede tambien
utilizarse para evaluar las imegra1esde volumen. Estas
ventajas evidentes tienen no obstante sus inconvenientes
intrinsecos. El mas eonspicuo de Csto.'1es que la bondad
de la solucilm,por dependtf de la discreti7.ati6n, puede
tornarse muy onerosa en problemas tridimensionales 0

en presencia de elevados gradientes de campo. Por
supuesto, esto poede subsaoarse a traves de ID1 aumento

de modo que reproduzca exactamente campos
eonstantes. Utilizando esta base se simul6 una traeci6n
simple en un cuadrado unitarlo. La solucion depcnde de
dos parametros: numero de nodos y radio de acci6n.
Fueron necesarios 16 nodos y radios superiores a 50
para obtcm:rsolucionesrazonables.
Esto indica que, para problemas de mayor complejidad,
selia necesario ID1 nUmero muy elevado de nodos y
enormes ancilOSde banda. En efeeto para calwlar la
viga empotrada, descripta en la secci6n 6.2 con un error
evaluado sabre la norma ~ menor delia%, es necesario
emplear 120 nodos y radios de acci6n de pOl10 menos
100veces el espacioadonodal.
Es pot.ible obtener pequeiias mejorias tomando
funcioo.esbase mas elaboradas. Par ejemplo, III funci6n.

que se ilustra en la figura 2, time poreioo.esnegativas.
Coo.ella el problema anterior puede SO( resuelto con tan
solo 100nodos y radios de 80.



Los ejemplos de la secci6n anterior indican que el uso
de bases "difusas" sencillas .1raeaparejado un enorme
costo en virtud del nUm.erode nodos requeridos y
elevados anchos de banda. Por ella, JllII'll obtener buenas
aproximaciones a un costo razonable es preciso
construir bases que satisfagan algiin criterio de
optimalidad, es decir, 6ptimo 19uste para un nUmero
dado de puntos. Un mCtodoespecialmente promisorio y
que satisface ese criterio es el llamado "minimos
cuadrados m6viles" (Moving least squares ), 0 tambic5n
minimos cuadrados ponderados. Este metoda es
analizado con detaIlepor Lasncaster y Sa1kauskas[6].
En el ajuste por mfnimos cuadrados OIdinariose buscan
los coeficientes de una aproximaci6n polin6mica. Para
un polinomio de grado 2 en dos dimensioDesse tiene:

u(x,y) = ~ + a,. x + a, .y+a •. x .y+ a,.r + a•. r

Resulta conveniente definir vectores

at =( ~ , ...., •• )
pt=( l,x,y,x.y,r,r)

yescribir.
u(x,y) = at. p

Dado un conjunto de N datos, asociados a puntos del
plano, el ajuste por minimos cuadrados consiste en
minjmimr el error cuadratico medio

. 2 N 2
E = 7 (u(Xi,Yi) -f;)

La solw:i6n es un conjunto de coeficientes numericos a.
Este metodo es poco flexible y da una interpolaci6n
global, poco adecuada en mec8nica computaeional. Con
el objeto de obtener aproximaciones locales, mas
versatiles, es conveniente minimizar una nonna
ponderada, del tipo:

J(r) = f W;(r,y)· [u(:rI,YI)-JiJ2 (25)
1

De este modo, el valor de u en el punto (~ ' y; ) sera IIlIis
fuertemente infiuido por 10sdatos cercanos al punto, si
los pesos se eligen adecuadamente como funciones
decrecientes con la distancia, es decir

Mas aUn,dado que los pesos son funciones, tambicSn10
ser8. III norma de (25) Y por ende 10. serin 10s
coeficientes a de (23), es decir

.:a(x)

De este modo la funci6n aproximante no sera ya un
simple polinomio sino una funci6n que produce el mejor
ajuste con 10sdatos en la norma (25), 10 cual depende
de las funciones de ponderaci6n elegidas. Por el10 el
metoda se denom:inaminimos cuadrados ponderados 0
m6viles.
Derivando (25) respecto de los coeficientes a se
obtienen !as "ecuaciones normales"

donde !as funcionesde fonna vienen dadas por:

CP;(x)=,e'.(A-t.B) (30)
cd_I

En las f6nnulas (27) a (29) hemos utilizado la notaci6n
de Belytschko et. al.[4,5]
Cuando la matriz A !lO es bien condicionada, la ecuaci6n
(4) no puede resolverse con la precisi6n deseada. Es por
10tanto adecuado buscar un base ortogonal que permits
que la matriz A sea diagonal. Can estas conSideraciones
se obtiene ahora una nueva base similar a la expresada
en [4], que cumple este requisito:

t W;'OO'Pi(J,}~(JI,v
u.vOO = -'-------t .w,OO-q](J,,v,

En (31) y (32) ! represents el punto en donde es
evaluado el polinomio. La matriz A es ahora diagonal y
la (27) lleva a:

t WIOO-~(Ji,!)'''i
Q'100=_i_-

b
-_- j= 1,2, ...,m

J



La aproximaci6n resulta entonces:

u"(r) =f MD .Uj (35)
j

Con 10 cual !as funciones de forma quedan definidas
por:

FunciOn de peso
Siguiendo !as recomendaciones de I._aster et.al. [3],
nosotros adoptamos para 108 pesos W,(r- x,) en (25)
fimciones expooeociales cuadri.ticas decreclentes con soporte
local de modo que se anulan uW aIla de cierto radio crftico.

w.. = .-(dtcl...,,-(d.,IC)2k

I (}-...••-(d",tcI2k)

d,=IIx-X1U
Aqui C es una constante que cootrola el peso re1alivoy Ii", es
el dominio de sopmte para la funci6n de peso W;(!). Este
dominio donde la fulIci6n de peso no cs IIII1asuele llamarse
dominio de intlu&mciadel nodo Xr Fue demostrado por
Lancaster y Salkauskas [3 J que la funci6n definida por
(36) tiene derivadas de cualquier- orden respecto de" e y
si k es un entero positivo. De esta forma la funci6n de
peso, que ell esencialmente una distn"buci6n de Gauss
truncada a d.. , se comporta bastante mejor que !as
funciones de peso c6nicas. Como contrapartida, los
resultados de la aproximaci6n sun mas sensibles aI valor
ded ••.
Se puede notar que la definicion de C es mas 0 menos
arbitraria . Nosotros empleamos ,

C=a. .tic1

donde C, es la minima distancia entre DOdos vecinos, y
llamamos a a "factor de atenuaci6n."
En base a 10s trabajos de Belyschko et.al. nosotros
empleamos 1:> IX:S: 2 para relies regulares, COD a
cercano a 1 para problema.~ con singularidades y altos
gradientes. Este esquema no es muy satisfactorio para
redes irregulares, donde la atenuaci6n debe elegirse de
modo que el disco de radio C, en cada nodo, englobe
DOdos en todas direcciones. Sin embargo el esquema
anterior, donde !as funciones de peso tienen simetrfa
circular, puede genendizarse a funciones no sim6tricas

que sean mas largas en la direcci6n con mayor
espaciamiento nodal.
5.IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

EI esquema desaipto fue implcmentado con 115 siguientes
par1icularidades:
• Los contornos del cuerpo fueron definidos par medio de

e1emenJos de linea en dos dimensiones Se emplearon
elemmtos cuadniticos de tres nodos, 10 que fac11ita la
aproximaci6n de bordes CU1VOS.

• Para evaluar Ia contr:ibuci6n de 108elementos del C01IIOmO
se emple6 cuadratura de Gauss de ocho puIIlOS.N6tese que
a diti:rencia dell.Ul!todode elementos de COIIlOmO(ME.C.),
no bay aquf singularidades. De modo que el uso de
integraci6n de tan alto orden 8610obedece aI prop6sito de
disminuir el nUmero de elementos nccesarios.

• Para establecer !as condiciones de contomo se mapea cada
elememo de C01IIOmOen ID1 e1emento Masler paralelo aI eje
Y. Se aplican sobre el mismo los desplazamientos y !as
teosiones, tanto lIIlmllI1esCOIIIl) tangcociaIes. FioaImeote se
mapea el rcsuItado a Ia posici6n final mediaDte rotaciones y
1raSIaciones.

• En ID18 primera implementaci6n, siguiendo a Belytscbko,
para el clilculo de las integrales de volumen Be divide aI
dominio en celdas rectangulares de cuadratura variable
segim el mImero de nodos (puntos de c8lcu1o)contenidos en
ella. En cada plD1tode cuadratura se eval6a primero el
3nguIo subtendido par 108 elementos de borde, para
distiDguirsi es 1111 pW1toexterior at dominio, en cuyo caso se
10elimina.

• AI evaluar la fimci6n de foxma, Wi en cada pW1to,se tiene
en cueDla si el segmento (x - x,) atraviesa Ia frOlltera del
recinto de c8.1cu10. En ese caso la contribuci6n
com:spondieme, se elimina, como sugiere Belytscbko. Esto
DO dio buenos resultados, como se discute uW adelante.

• Los factores que dcJinen la fllllci6n de peso YIa atemJaci6n
(C y d••) fucron definidos localmeote como ID18 fracci6n de
la minima distancla enlre 105DOdosvecinos.

6. I test de lamina:

El primec ejemplo Il\IIIlCricoes 1DI test tamina standard.
En este test Be impoam desplazamicotos uuitarios en la
dirccci6n Y sabre )""2, se restriDgen los desplazamientos en
ambas dirccciones en y=O. Para satisDcer este test es
nccesario que los desplazamienlos en cualquier nodo interior
sean ID18 funci6n linea1 de !as condiciones de CODtomoY que
!as defonnaciones y teDsionessean COIIStantessobre el lamina.
Para este caso empleamos C=2 y d..=4 YID1 arreglo de arreglo
cualro celdas de iguales dimensiones para la integracl6n. ru
e6digo impl.tmeDlldo pu6 satis&etoriammte la serle de tests
represeotados en la figura 3(a)-3(c) • Dtnnte este test pudo
validarse 10expresado por Lu et. at [5], Ia disposlci6n de 105
DOdosDO afecta sigoi1icalivameore !os resultados, seg{m 10
mucslrala tabla 2.



~ ... ------ •...- •....••..__ 9(x,y) •... ..., •... .... .....
(l.o.LI) ••• ••• ••• ••• •••
(0.1,1.1) OoG075% 0._ 0..11191% 0.1042"- G."'"
(1.9,1.1) 0.•••••• 0._ 0.••••• 0._ 0.06%

(1.9,0.1) 0.81" 0._ ao••••• 0.••••• 0.075%

Tabla 2. Errores norma 1., = Uu* - rMlulien el nodo 9 cuando
este es desplazado de:ntro dellllmiDa

6.2 Tuttis Yiga:

El comportamiemo dec6digo desarrollado fue evaluado
con una prueba sobre una visa caoti1eva-, wya soluci6n
exacta es dada en [7] yes:

II. = ~&-~)[(6L-3x).%+(2+V)·(y2 -2.D.y)] (39).8

II =+l3'VV-2.D.y+~) .(L-x)+ ] (39).b
y UJ *'(4+5.V).1)2,X+(L-~).3.%2

- { EE-
- E/(1-v2)

17-{ v- v/(l-v')

1*"1alsi6n pi-
p_ cIef'ormaI:illn p/aIla

I*" tCIIlSi6n pima
I*" defurmaci6n p1aDa

Una carga UDitaria fue aplicada en el elemento centI3l de uno
de 108 exttemos de la viga (x=L) y los desplazamientos se
restringieron el 011'0 (x=O). El problema fue resuelto para
deformaci6n plana con: E= 1.5 e6 Kg/cm' , LFIO"yL=80. EI
arreglo de celdas consisli6 en 5 celdas en la direcci6n x y 2
ceklas en la direcciOn y. Se n:solvieron dos casos. con una
disposici6n regu1ar de puntos (Figura 4 .b) y una disposici6n
irregular (Figura 4.a).

~. " . ,.0 .. a •••. . . . .. .
--.!.........L.! ••

.~.:::::~
: : : : : : : : : ; : j

Figura 4.

En ambos casos la soluci6n num6rica, W-., no mostro
mayores difi:rencias con la soluci6n exacta ,wu-', como
puede apreciarse en la tabla 3. Afin de comparar se grafican
!as tensiones por el presente mc!todo, por M.E.F. Y la soluci6n
exacta para una viga en deformacioo. plana.
La continuidad de las funciones de aproximaci6n arroja
resultados suaves, tanto ea. el CIIIIIpO de despl8z&mientos como
en el campo de tensiones. En la Figura 5.a puede apreciarse
estehecho.
PlInl oblencr bumos resultIIdos fue necesario I\iustar los
factores que definen la funoa de !as funciones de peso, C y de
d",. Tal como puede ~ en la figura 6a-b. un pequello
cambio en estos par3metros afecta sensiblemente a cr"" .

Tabla 3. Relacioo. entre los desplazamientos de la soluci6n
exacta y la soluci6n numc!rica en e.\problema de la viga
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En Ia tabla 4. Se muestra e1 ahorro de tiempo de c8lculo
logrado usando elementos de integJ'IICi6n en lugar de
celdas para obtener igual precisi6n (evaluada segUn la
norma L, de desplazamientos) para el caso de la viga
empotra en voladizo rotada 30 grados respecto de SlIS

coordenadas naturales (figura7.).

Metodode canddadde TIanpode Ermr% segun
~ UDidadell •••••• (lIIiD:scg) normoL,

celdas 30celdu 5 :57 14.98 %
eIaNIfIOI 3el_ 2 :27 0.99 %

..

tabla 4. Reduliciones en el tiempo de c8lculo al ClIIIlbiarFigura 5 . Tensiones en :r:=LI2,parauna viga COIl1'-=0.3 Ybajo
coudiciOllelldo deformaci6n plana. el esquema de integraci6n

6.3 Yiga empotrada di,puesla en forma oblicua a las 7. CONCLUSIONES:
cQOTdenados naturales

AI intentar resolvCll' elite caso COD el esquema de
integraci6n propuesto par Belyschko etal. [4,5] , un
ttasfondo regular de celda.~, encontralDos que es
necesllrio emplear un alto nUm.ero de celdas para
obtener resultados cOJllllllIllbles con los del caso
anterior. Esto geoera un lUIIIIeI1tO sustaneial del tiempo
de caIc:ulo.
La raz6n del problema esti en el· esquema de celdas
propw:sto. Em:' aquema gaJfIIll un mqlo resuJar de
puntos de Gauss, luego e1 c6digo debe detecta:r los
contornos del recinto y saltear 108 puntos de Gauss que
est8n fuera de elite para construir !as ecuaciones. De esta
forma, si el recinto no coincide mediaoamente COD las
celdas de integraci6n, el nUmero de puntos de Gauss es
bajo y se subintegra.

Figura 7. vip fuera de SlIS coordenadas naturales y
esquema de integJ'IICi6npur celdas de foodo

Al emplear elementos, dado que la integraci6n y 130
generaci6D de las funciones de aproximaci6n son dos
operaciones independientes, la forma de los elementos
8610esta determinada por e1mhimo nfunero de punros
que pueden cuntener Y este par el orden de cuadratura
adoptado para el e1emento. De esta forma se gaDa
ro~ sin perdida de aplicabilidad del metoda.

El esquema presenllIdo mueslIa scr apropiado para problemas
eJaslicos. El usa de buc:s sencillas requicR do lDl enorme
nUmero de nodos, par 10 cual el usa de I.M.C.M cs mas
COIlVl:IIiente.~o obtante csto el ticmpo de c81cu1orequerido
es muc:ho mayor al requerido par el metodo de elementos
finitos. La mayor parte de este tiempo proviene del c8Iculo de
\as inWgrales de vo1umell, par elIo SI1 optimizaci6n es
relCVllllte. En particular Ie observa que e1 esquema de
lIIIIIla'guir el recinto de Clilculo en 1Bl arrcglo de ce1das
regulares cs muy iDe1i.cieIlIe.E1 \ISO de elementos que
contaJpn examrnente al redIItO de c81culo es mucI10mas
eficiente y no impone mayores peoalidades gmmerricas, ya
que 00 bay requisitos de cootinuidad que sa1isfacer. SIn
embargo este Ultimo f:Sq\IllD1llpuede a6n simplificarse USIIIldo,
par ejemplo 1m quadtree U otras tI!coicas automatizables de
generaci6n de celdas.
Asimismo !Ie obsava que el metodo es altamente sensible a
108 par6mdroa que defineo \as fimciones de peso(C, d",,). Para
problemas de bajo orden de siDgularidad al Ius campos a
inIerpoIar, d"" cs el par8metro mas importaDte. Un pequeilo
canJbio puede mejonr sustaoeialmente Ia convagencia de una
dada reel En cuanto a C, su valor esta relacionado con el
orden de la singularidad de 108 campos a tratar.
EI nUmerode nodos tambien es detenninante en la calidad de
la soIuci.On.Cuando Ia soluciclD.1IOmejora al cambiar Ia furma
de \as funciones de peso es necesario aumentar eI nUmero de
nodos.

Si bien el eosto computacional de 108 mCtodos difusos cs alto,
Ia filcilidad en Ia contecci6n de datos Y la posibilidad de
extender III formulaci6n a problemas aniJ6tropos e
iuhomogeneos, abre 1m campo promisorio para el empleo de
esta U!aDl:a.
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