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Se analiza el probleM de las vigas sabre fundaci6n elastica biparaa6trica,
incluyendo el efecto de las deformciones por corte, JBediante el _todo de
Mtrices de transferencia. Previa deducci6n de la ecuaei6n diferencial del
probleM y de su soluci6n, se present an las _trices de traao y nudo, COIIIO
asi t8llbi~n los vectores de carga para fuerzas y cuplas concentradas y
cargas lineahlcnte distribuidas. Finalmente se presenta un ejellPlo de
aplicaci6n y se COIIP8ranlos resultados con la soluci6n clasica de Winkler.

The problell of beaBlsresting on two-parMeter elastic foundations including
shear effect by lleans of transfer llatrices is analysed. After deriving the
differential equation of the problem and its solution, the field and joint
_trices are presented as well as load vectors for concentrated forces and
JIIOIIeIltsand linearly distributed loads. Finally, an exaaple is presented and
nUJBericalresults COIIPaTedwith those of the classical Winkler solution.

El aDtlisis de placas y vigas sobre fundaciones elasticas constituye un problema
frecuente en la ingenieria estructural. El modelo de fundaci6n propuesto por Winkler
(1867) ba sido exbaustivamente utilizado en la literatura sobre el tema [Hetenyi
(1946). WOlfer (1969)]. Mas recientemente CUdmaniy ReilllJndin (1981), analizaron la
soluci6n mediante el elllPleode llllitrices de transferencia, presentando las lllatrices de
tramo y nudo para una viga sobre una fundaci6n elastica de Winkler. Posteriormente,
empleando identico mode10, Ting y Mockry (1984) dedujeron la Btatriz de rigidez para
un eleJBento de viga incluyendo los vectores de carga para fuerzas y cuplas
concentradas y cargas linealmente distribuidas.

EI lIIOdelode fundaci6n de Winkler es auy silllPle y puede interpretarse como un
conjunto de resortes lineales infinitllllente pr6xiDK>sentre sf. Dado que no se
considera interacci6n alguna entre los resortes, la representaci6n no se ajusta alas
caracteristicas de aucbas fundaciones de la practica. Si bien el empleo de un modelo
basado en un IICdio continuo peraite una mejor representaci6n de la realidad, la
obtenci6n de soluciones resu1.ta IIUcho.as compleja y costosa desde el punto de vista
computacional. Para superar esta dificultad se ban sugerido lIIOdelosde fundaciones
elasticas biparametricas, que resultan menosrestrictivos que el de Winkler alU]qUeno
tan COIIplicados COIIOel del medio elastico continuo. EilIpleandoun lIIOde)o de fundaci6n
biparametrica, Zhaohuay COOk(1983; dedujeron laosexprt:/;iollt:/; eXlilOLli Y I;t.pluxilll&1b eo
base a una funci6n cdbica de desp1aZ8lllientos, de la lllitriz de rigidez para un



Es un hecho conocido de la ~c8nica estructural clasica que bajo ciertas
circunstancias resulta de interes la inclusi6n del efecto de la fuerza cortante en la
deforMci6n de las vigas. Esto resulta asi especiaillente en vigas con relaciones
bajas luz/canto, vigas con almas delgadas 0 caladas y vigas sujetas a fuertes cargas
concentradas. Las relaciones de altura a luzde las vigas de fundaci6n es por 10
general entre 1.5 y 2 veces mayor que la correspondiente alas vigas de entrepiso en
los edificios corrientes y estAn sujetas a elevadas tensiones de corte comoresultado
de las cargas concentradas transmitidas por las C01U1111llS,de modo que la
incorporaci6n del efecto seiialado en su analisis resulta aconsejable.

La consideraci6n del efecto de las deforll&ciones por corte en vigas que integran
p6rticos pianos 0 espaciales empleando Mtrices de rigidez es conocido en la
literatura [Prze.ieniecki (1968)]. Rei.undin, Cudmaniy Riera (1971) extendieron la
aplicaci6n del metodo de matrices de transferencia a vigas deformables por corte
sujetas a carga axial. Muy recienteaente, Aydogan (1995) desarro1l6 la matriz de
rigidez para vigas sobre fundaci6fi elastica de Winkler incorporando el efecto de las
defoI'll8ciones por corte. La consideraci6n de las deformaciones por corte juntamente
con la inercia rotaciona1 (vigilS de Timshenko) en e1 analisis dinamico de vigas
sobre fundaci6n elAstica biparametrica empleando matrices de rigidez fue estudiado
por Chen (1987).

En el presente trabajo se analiza el probleM de las vigas sobre fUndaci6n elastica
bipar8lletrica, incluyendo el efecto de las deforlllldones por corte, recurriendo al
metodo de matrices de transferencia. Previa deducci6n de la ecuaci6n diferencial del
problema se presentan las matrices de tramo y nudo, incluyendo los vectores de carga
para fuerzas y cuplas concentradas y cargas linealmente distribuidas, con 10 que se
cubre 1a llIayoria de los problemas practicos. Finalmente se present a un ejemplo de
aplicaci6n y se comparan 105 resultados con la soluci6n clasica de Winkler.

La ecuaci6n diferencial para la deformaci6n w de una viga con secci6n transversal
unifor~ sobre una fundaci6n elastica de Winkler, puede escribirse comosigue:

donde EI es la rigidez de flexi6n de la viga, k es el mOdulode reacci6n del terreno
(coeficiente de balasto del suelo x ancho de Ia base de la viga = ltc.b) y q es la
carga transversal.

En este mode1o,usado por mas de un siglo, se admite que e1 terreno reacciona con una
carga pix) normal a la vigil. que es directamente proporcional a la deformaci6n de esta
w=w(x):

El m6dulo de fundaci6n de Winkler tiene dimensi6n [N/m2] y constituye el fulico
parametro que define la fundaci6n.

Como se ha senalado anterlormente, e1 mode10 de Winkler puede interpretarse
fisicamente como una' sucesi6n de rcsortes 1ineales IllUYpr6xillOs entre sf. Para



mejorarlo, algunos autores consideran algUn tipo de interacci6n entre los resortes y
agregan un segundo par6metro en las eC'.lllcionesantedores.

A continuaci6n se describen brevemente cuatro de estos modelos de fundaci6n
bipar8lletricos.

Este autor supone que los extremos superiores de 105 resortes estan conectados a una
aembrana elastica sometida a una tracci6n constante T, obteniendo:

d2wp(xl = k.w(x) - T ---
dx2

Pasternak (1954) introduce interacciones de corte entre 105 resortes, considerando
que 105 extremos superiores de los mismos estan conectados a un lecho incompresible
que experimenta s610 de"formaciones por corte, y obtiene:

d2wp(x) = k.w(x) - k ---G dx2

Este modelo supone que en cada punto de contacto existe no solamente una presian sino
t8llbien un momenta apl icados a Ill.viga por la fundaci6n. El momento se considera
proporcional al Angulo de rotaci6n. As{, las acciones de la fundaci6n por unidad de
Iongitud de la viga resultan:

dwm(x) = ke'dx
en las cuales k y ke son los dos m6dulos de fundaci6n. A partir de m(x), puede
obtenerse una carga lineal equivalente. Esto puede hacerse de manera analoga a Ia
transformaci6n del momento torsor en una fuerza de corte equivalente que es usual en
la teor{a de placas. De esta forma, las ecuaciones (5) se reemplazan por:

Pltrtiendo de la representaci6n de la fundaci6n como un medio ehistico continuo semi-
infinito e introduciendo algunas hip6tesis simplificativas, Vlasov (1966) dedujo para
Ia reacci6n de la fundaci6n la expresi6n:



AnAlogalle1ltepropuso f6rmulas para la deterDlinaci6n de 105 parliaetros k y t en
terminos de las constantes eUsticas y dimensiones de la viga y de la fundaci6n.

Mate.aticaaente, las ecuaciones (3), (4), (6) y (7) son equivalentes. La llnica
diferencia es la definici6n de los parliaetros. A los fines de la soluci6n del
problema. estas diferencias resultan irrelevantes por los cual las ecuaciones
mencionadaspueden reescribirse en la forma:

donde wr es la flecha causada poT el efecto de flexi6n Y We es la debida al efecto de
corte. Derivando dos veces con respecto a x:

d2
Wr d2we-_.+--

dx2 dx2

comoes conocido de la teoria de la flexi6n de Bernoulli-Navier. el primer ter.ino'
del segundo mieMbrode la (10) puede escribirse en funci6n del eomento flector M, en
la forM:

d2wr M
---=--
dx2 E.I

fiwe l:

tg 1 III 1 :: -- '"-fix G

donde 1, l: Y G representan respectivaaente la deformaci6n angular, la tensi6n
tangencial Y el l116dul0de elasticidad transversal del material. Para contemplar la no
uni fOfllidad de la distribuci6n de las tensiones tangenciales en Iii secci6n de la
viga, se introduce un factor de forma q que permite expresar l: en la forma:

q.Q
l: =--

A



Vigus defonnables por cQrte.•wbre fundaci6n elastica generalizada.

d
2wC TI dQ.._=---

dx2 G.A dx

Planteando las ecuaciones de equilibrio de un elemento de viga sometido a una carga
transversal distribuida 1J.(~) y 3 un IIOIIIentodistribuido -m(~). se obtienen las
relaciones conocidas:

Conforme 13 descripci6n del modelo de fundaci6n elastica generalizada, puede
escribirse:

donde se ban separado los efectos de ambosparametr~~ en la reacci6n del terreno y se
ha designado con q(x) la carga distribuida exterior actuante sobre la viga de
fundaci6n. Llevando a la ecuaci6n (17):

TI
G.A

[q(X) - k.W]

M = - E. I { d2
w + ..!!.- [q(X) - k.W]}

dxl G.A



donde wo(x) representa la soluci6n de la ecuaci6n homogeneaY w1(x) es una soluci6n
part ieular de la (21). En el caso presente, ter.iendo en euenta que para 108 casos
practicos es:

wo(x) = C1 co.."l(l/laXI.ch(tH/X) + C2 cos(l/laX),sb(tH/X) +

C3 sen(l/laX).cb(cH1X) + C4 sen(l/laX).sh(tHlX)

4> = 4~~E~;

•a = sen -
2



barras fue sistelllatizado por Falk (1956) y lue~ desarrollado extensamente por
Kersten (1962) y por Pestel y Leckie (1963).

En correpondencia con una secci6n cualquiera de una viga de eje recto, se define el
vector de estado {V} como:

donde w represent a el desplazamiento normal al eje original de la barra, ~ el giro de
la secci6n considerada, M el momento flector y Q la fuerza de corte en la misma
secci6n.

ide dos COIIponentes del vector de estado {V} 1 en dicilOextremo. A su vez, y puesto que
el comportamiento de la viga esta gobernado por una ecuaci6n diferencial lineal, es
posibJe obtener el vector de estado en el extremo derecho de un primer elemento de
barra mediante una relaci6n del tipo:

en la cual [T] 1 representa una matriz de transferencia. llamada matriz de tramo.
cuyos elementos son funci6n de las propiedades geometricas y mecanicas de la barra y,
en el caso que nos ocupa, de 105 parametros que definen las caracteristicas de J a
fundaci6n elastica, y {g}l es un vector que depende, ademag, de las cargas aplicadas
en el tramo. De manera analoga, los vectores de estado a la izquierda y derecha de un
nudo que vincula dos elementos vecinos, estan vinculados por una ecuaci6n de la
forma:

[Tlz'{Y}: + {g}z

d[N13·{Y}. + {n}3

d i{V} = [T) .{Y} + {g}
n n n n

dFinallllentc, conociendose dos elementos del vector de estado {V} para la secci6n
n

extrelllllderecha de la viga, es posible Il1Cdiante la resoluci6n de un sistema de dos
ecuaciones algebraicas lineales, encontrar el valor de los elementos desconocidos del
vector inicial, de suerte que las condiciones de borde en cl extremo derecho resulten
satisfechas.

Las operaciones descritas anteriormente pueden sistemat izarse de manera que e I
calenlo de 108 vectores de estado en los extremos de elida tramo se reduzca a



productos de IIII1tricesunicaaente. Para eIlo es preciso introducir 105 vectores de
carga {g} y {n} en Ills IIIltrices de tr8llO y nudo respectivamente, agregando al ais.,
tiempo un elemento adicional igual alai vector de estado. De la transformaci6n
resulta:

- [rTlk!{g}k]
[Tl = !

k . ,

o ! 1

- d 0_. ~ i
{V} = r fi). {V}

n 1

Para detenlinar 1015 coeficientes de la I18triz de tramo. se calcularM inicialmente
108 valores de las constantes de integraci6n contenidas en Ia soluci6n general de la
ecuaci6n diferencial en terllinos de las componentes del vector de estado inicial

{V}:. que corresponde u la secci6n x '" O. Se plantea Bsi un sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro inc6gnitas cuya soluci6n puede expresarse en la forllll1:

[A]k y {q}: representan UIlIl IIatriz de transfoI1llaCi6n y un vector de cargas cuyos
(.."omponentesse indicaran IIlis adelante.



d
coJlPOl}entesdel vector de estado {Y}1t correspondiente a la secci6n x = L, Jllediante
una expresi6n del tipo:

Esta ultima ecuaci6n puede escribirse mas sinteticamente en forma id6ntica a la (31),
esto es:

con 10 cual se obtienen las expresiones de la IIIIltriz de tralllo y del vector de cargas
correspondientes a un elemento generico k:

Los elementos no nulos de las distintas lII8trices y vectores contenidas en las (44)
son:
A = 1 (45a)

1,1

a [ T}.k kl]A = - -3--~ 41'(1 - 4.~J) + - + - (45b)2,2 41 .sen IIJ G.A E.!

4l.a
(45c)A =2.4 k.sen 111

~ [ J , T}.k kl] (45d)A = - -3--- .p (l - 4.<X) - -- - --
3.2 .p .sen 111 . G.A E.!

A ~ (45e)
3,4 k.sen 111

1 ( , TJ·k)A = -
.p2.sen lj) .p .COB " - - (450

4,1 G.A

1
A

E. I .<112 .sen III
(45g)

4.3



i ex [2 n2 TJ·k ]q = -3---- tP (1 - 4.p ) + -- • E:
2 k.tP .sen ljI G.A .

! fj
q = --3--

3 k.tP .sen ljl

q! = -2-!---
4 k.4> .sen ljI

[
2 2 TJ.k ]tP (l - 4.a ) - --- .f:

G.A

(
2 TJ·k )tP .COB ljl - -- .q

G.A 0

17·k ](C.Ch.cos ljl - S.Sh.sen ljl) - --- C.ChG.A

17.k ](C.Sh.cos ljl - S.Ch.sen ljI) - --- c.shG.A

[ tP~ (S.Ch.cos ljl + C.Sh.sen ljll - __17.__k S.Ch ]
G.A

17.k ](s.Sh.cos ljl + C.Ch.sen ljl) - --- S.DhG.A

(
TJ.k k1) }tP --- + -- . (-a.s.Ch + fj.C.Sh)
G.A 1',;.1



B = - E.I {4I3 [ (Hi - 4.(2) C.Ch + a(l - 4.t12
) S.Sh] -4.2

(
T) k k1) }4l -'- +--- . (-a.S.Sh + t1.C.Ch)
G.A E.!

(
T).k k1) }4l -- + - . (a.C.Ch + t1.S.Sh)
G.A E.I

(
T/.k k1) }4l - + - .{a.C.Sh + t1.S.Ch)
G.A E.I

d 1
q = - (qo + £.L)

1 k

d £
q =-

2 k

Par"" pasar de un elemento al siguiente asegurando las condiciones de cont inuidad e
incorporando eventuales fuerzas de nudo. se recurre a una matriz nudal. La expresi6n.
para un nudo generico k, es:



r1l, IlJr.-l
N ;: ---- (5Ic)

],4 (O.A)", (0''-\)'''_1

N ;: I (Sid)
3,3

N = I (5Ie)
4.4

IlJr.'PJr.
n = - --- (S2a)
1 (O.Ah

n ;:M (52b)
3 Jr.

n = - P (52c)
4 Jr.

en las cuales MJr. Y PJr. represent an la cupla y carga concentradas actuantes en el nudo
k.

Siguiendo el procedilliento expuesto se analizara la viga de fundaci6n cuyas
caracteristicas geom~tricas y mecanicas, as! COIlOlas constantes que definen el suelo
de sustentacioo, se indican a continuaci6n:

.(.200 kN t500 kN t200 kN 0.50

(-----10.30 dl=i~20
~ + 2.00 +
+-- 5.00 II I 5.00 II --+

Datos

to 4600 kN/m3

k1 104500 kN
E.l 8.850xl06 kN.lII]
G.A IL025xl06 kN

Tl 1.75

La viga esta solicitada por tres cargas concentradas, si..etricamente dispuestas,
cuyos valores se incluyen en el esque_.

Los resultados obtenidos en base a la solucioo propuesta en el presente trabajo y su
ca.paraci6n con los correspondientes a la solucioo clasica de Winkler sin considersr
las deformaciones por corte se ban volcado en las Figuras 1 a 3. La Fig. 1 lIUestra la
defor.ada de la viga, en su mitad izquierda la solucioo propuesta y en la deredla la
soluci6n clasicn, sicndo de destacar el quiebre en C'orrespondenci.~ II. 11l car~f1 central
que 5e manifiesta al incluir el efecto de las ?eformaciones por corte. En la Fig. 2



se present an los diagramas de IIIOIIentosflectores para las dos sitUliciones mencionadas
precedente.ente deterainadoS, comoen el caso de la elastica, en base a una divisi6n
de la viga en 20 elementos. Por l11tillO, la Fig. 3 corresponde, en su parte izquierda,
al diagr!lllll de fuerzas de corte para la soluci6n propuesta en este trabajo,
incluyendose en su parte derecha, el obtenido para la soluci6n clasica los que no
present an diferencias significativas.

se Ita present ado la soluci6n al problem de la viga deformable por corte sobre una
fundaci6n elastica biparametrica, caso de interes en el anlilisis de fundaciones de
estructuras por soleras continuas. Para el cAlculo practico se propone el elllPleodel
metodo de IIIlltrices de transferencia cuya e~fa coJIPUtacional Ie confiere
i.portantes ventajas frente a la soluci6n en base a la llatriz de rigidez. Dadoque se
parte de la soluci6n exacta de la ecuaci6n diferencial, 18 divisi6n en ele.entos se
requiere al s610 efecto de conte.plar ca.bios en las propiedades de la viga 0 de la
fundaci6n. presencia de cargas 0 cuplas concentradas, cargas distribuidas parciales
etc. y su nli8ero no afecta los resultados. El auIIeIIto en la cantidad de puntos de
divisi6n puede resultar de interes euando se requiere un trazado ajustado de los
diagramas de fuerzas de secci6n.
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VIGA DE FUNDACION
Del por corte y lunda cion bip~metrica
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