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Se analiza el problema de las vigas sobre fundacion eléstica biparamétrica,
incluyendo el efecto de las deformaciones por corte, mediante el método de
matrices de transferencia. Previa deduccién de la ecuacién diferencial del
problema y de su solucién, se presentan las matrices de tramo y nudo, como
asi también los vectores de carga para fuerzas y cuplas concentradas vy
cargas linealmente distribuidas. Finalmente se presenta un ejemplo de
aplicacién y se comparan los resultados con la soluci6n clésica de Winkler.

SUMMARY

The problem of beams resting on two-parameter elastic foundations including
shear effect by means of transfer matrices is analysed. After deriving the
differential equation of the problem and its solution, the field and joint
matrices are presented as well as load vectors for concentrated forces and
moments and linearly distributed loads. Finally, an example is presented and
numerical results compared with those of the classical Winkler solution.

1. INTRODUCCION

El andlisis de placas y vigas sobre fundaciones eldsticas constituye un problema
frecuente en la ingenieria estructural. El modelo de fundacién propuesto por Winkler
(1867) ha sido exhaustivamente utilizado en la literatura sobre el tema [Hetenyi
(1946), Wolfer (1969)]. MAs recientemente Cudmani y Reimundin (1981), analizaron la
solucién mediante el empleo de matrices de transferencia, presentando las matrices de
tramo y nudo para una viga sobre una fundacién eldstica de Winkler. Posteriormente,
empleando idéntico modelo, Ting y Mockry (1984) dedujeron la matriz de rigidez para
un elemento de viga incluyendo los vectores de carga para fuerzas y cuplas
concentradas y cargas linealmente distribuidas.

El modelo de fundacién de Winkier es muy simple y puede interpretarse como un
conjunto de resortes lineales infinitamente préximos entre si. Dado que no se
considera interaccién alguna entre los resortes, la representacién no se ajusta a las
caracteristicas de muchas fundaciones de la prictica. Si bien el empleo de un modelo
basado en un medio continuo permite una mejor representacién de la realidad, la
obtencién de soluciones resulta mucho mds compleja y costosa desde el punto de vista
computacional. Para superar esta dificultad se han sugerido modelos de fundaciones
elasticas biparamétricas, que resultan mepos restrictivos que el de Winkler aunque no
tan complicados como el del medio eléstico continuo. Empleando un modelo de fundacidn
biparaméirica, Zhaohua y Cook {1983} dedujeron las expresiones exacia y apioximads en
base & una funcién cibica de desplazamientox, de la matriz de rigidez para um
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elemento de viga y de los respectivos vectores de carga.

Es un hecho conocido de la mecénica estructural clésica que bajo ciertas
circunstancias resulta de interés la inclusidn del efecto de la fuerza cortante en la
deformacién de las vigas. Esto resulta asi especialmente en vigas con relaciones
bajas luz/canto, vigas con almas delgadas o caladas y vigas sujetas a fuertes cargas
concentradas. Las relaciones de altura a luz de las vigas de fundacién es por lo
general entre 1.5 y 2 veces mayor que la correspondiente a las vigas de entrepiso en
los edificios corrientes y estdn sujetas a elevadas tensiones de corte como resultado
de las cargas concentradas transmitidas por las columnas, de modo que la
incorporacién del efecto sefialado en su andlisis resulta aconsejable.

La consideracién del efecto de las deformaciones por corte en vigas que integran
pérticos planos o espaciales empleando matrices de rigidez es conocido en la
literatura [Przemieniecki (1968)]. Reimundin, Cudwani y Riera (1971) extendieron la
aplicacién del método de matrices de transferencia a vigas deformables por corte
sujetas a carga axial. Muy recientemente, Aydogan (1995) desarrollé la matriz de
rigidez para vigas sobre fundacifén elédstica de Winkler incorporando el efecto de las
deformaciones por corte. La consideracién de las deformaciones por corte juntamente
con la inercia rotacional (vigas de Timoshenko) en el andlisis dindmico de vigas
sobre fundacién eldstica biparamétrica empleando matrices de rigidez fué estudiado .
por Chen (1987).

En el presente trabajo se analiza el problema de las vigas sobre fundacién eldstica
biparamétrica, incluyendo el efecto de las deformaciones por corte, recurriendo al
método de matrices de transferencia. Previa deduccién de ia ecuacién diferencial del
problema se presentan las matrices de tramo y nudo, incluyendo los vectores de carga
para fuerzas y cuplas concentradas y cargas linealmente distribuidas, con lo que se
cubre la mayoria de los problemas pricticos. Finalmente se presenta un ejemplo de
aplicacién y se comparan los resultados con la solucién cldsica de Winkler.

2. MODELOS DE FUNDACION ELASTICA
2.1. Fundacién eléstica de Winkler

La ecuaci6n diferencial para la deformacién w de una viga con seccién transversal
uniforme sobre una fundacién eldstica de Winkler, puede escribirse como sigue:

4

w . .
Ela;;i-kw:q (1)

donde EI es la rigidez de flexién de la viga, k es el médulo de reaccién del terreno
(coeficiente de balasto del suelo x ancho de la base de la viga = k5.b) ¥y q es la
carga transversal.

En este modelo, usado por mds de un siglo, se admite que el terrenc reacciona con una
carga p(x) normal a la viga que es directamente proporcional a la deformacidén de ésta
w = w{x):

p(x) = k.w(x) (2)

El mbdulo de fundacién de Winkler tiene dimensién [N/m2] y constituye el unico
parametro que define la fundacién.

Como se ha sefialado anteriormente, el modelo de Winkler puede interpretarse
fisicamente como una’' sucesi6n de resortes lineales muy préximos entre si. Para
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me jorarlo, algunos autores consideran algin tipo de interaccién entre los resortes y
agregan un segundo parémetro en las ecuaciones anteriores.

A continuacién se describen brevemente cuatro de estos modelos de fundacién
biparamétricos.

2.2. Fukiacién de Filonenko-Borodich

Este autor supone que los extremos superiores de los resortes estdn conectados a una
membrana eldstica sometida a una traccién constante T, obteniendo:

d’w
p{x) = kow(x) - T E {3)
2.3. Fundacitén de Pasternak

Pasternak (1954) introduce interacciones de corte entre los resortes, considerando
que los extremos superiores de los mismos estdn conectados a un lecho incompresible
que experimenta sélo deformaciones por corte, y obtiene: .

2y
p(x) = k.w(x) - k:; d—x—; (4)
en la que k; es el parémetro del lecho de corte.
2.4. Fundacién generalizada

Este modelo supone que en cada punto de contacto existe no solamente una presién sino
también un momento aplicados a la viga por la fundacién. El momento se considera
proporcional al éngulo de rotacién. Asi, las acciones de la fundacién por unidad de
longitud de la viga resultan:

p(x) = k.w(x) . (5a)
(x) = dv (5b)
m(x) = kedx

en las cuales k y ke son los dos médulos de fundacién. A partir de m(x), puede

obtenerse una carga l!ineal equivalente. Esto puede hacerse de manera anAloga a la
transformacién de! momento torsor en una fuerza de corte equivalente que es usual en
la teoria de placas. De esta forma, las ecuaciones (5) se reemplazan por:

d’w

p(x) = k.wix) - kg & (6)

sin incluir el momento distribuido m(x).
2.5. Fundacién de Viasov
Pertiendo de la representacién de la fundacién como un medic eldstico continuo semi-

infinito e introduciendo algunas hipétesis simplificativas, Vlasov (1966) dedujo para
la reaccion de la fundacién la expresidn;
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aw

p(x) = k.w(x) - 2.t ;2“ (7)

"Andlogamente propuso férmulas para la determinacién de los pardmetros k y t en
términos de las constantes eldsticas y dimensiones de la viga y de la fundacién.

2.6. Resumen

Matemiticamente, las ecuaciones (3), (4), (6) y (7) son equivalentes. La tnica
diferencia es la definicién de los parémetros. A los fines de la solucién del
problema, estas diferencias resultan irrelevantes por los cual las ecuaciones
mencionadas pueden reescribirse en la forma:

dw

p(x) = k.wi(x) - k (8)

1 de?

en la cual k es el primer pardmetro (modulo de Winkler) ¥ k, el segundo pardmetro.

3. CONSIDERACION DE LAS DEFORMACIONES FOR COORTE

La deformacién w de la viga se expresard como la suma de dos componentes, Como sigue:
w=w, tw, (9)

donde w, es la flecha causada por el efecto de flexidén y w, es la debida al efecto de
corte. Derivando dos veces con respecto a x:

Pw dw, dlw

ax? dx? +dxz

<

(10}

Como es conocido de la teorfa de la flexién de Bernoulli-Navier, el primer término
del segundo miembro de la (10) puede escribirse en funcién del momento flector M., en
la forma:

dzwf M
— e (11)
dx? E.1 .

La deformacién por corte de un elemento diferencial de viga puede escribirse como:
(12)

donde y, T y G representan respectivamente la deformacién angular, la tensi6n
tangencial y el modulo de elasticidad transversal del material. Para contemplar la no
uniformidad de la distribucién de las tensiones tangenciales en la seccién de la
viga, se introduce un factor de forma n que permite expresar t en la forma:

=22 an”
A

en ia que Q es la fuerza de corte
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Pasando al limite para Ax » O en la ecuacién (12):

dw, 17.Q
— = o= (14)
dx G.A
y derivando con respecto a Xx:
dzw dQ
¢ L (15)

dx? G.A dx

Planteando las ecuaciones de equilibrio de un elemento de viga sometido a una carga
transversal distribuida p(e) y a un mwomento distribuido m(e), se obtienen las
relaciones conocidas:

—-‘—“3’»1» (%) ' 16a)
Q-dx ale (16a)
d v

i:—n(e) (16b_)

Usando las ecuaciones {11), (15) y (16b), puede escribirse:

dZ

" 1 (@) 17)
T = -~ nle
dx32 E1 GAT ¢

4. VIGA CORTE-DEFORMABLE SOBRE FUNDACTON ELASTICA GENERALIZADA

Conforme la descripcién del modelo de fundacién eldstica generalizada, puede
escribirse: .

nle) = a(x) - k.w(x) (18a)
dw

mi{e) = ky. {18b)
dx

donde se han separado los efectos de ambos pardmetros en la reaccién del terremo y se
ha designado con q(x) la carga distribuida exterior actuante sobre la viga de
fundacién. Llevando a la ecuacién (17):

dx? E.I G.A [q *) 'w] a
. dw 1
M=-E.I s + oA [q(x) - k‘w] (19b)

9{Z=—~1;[Q-k,j—:]~—"—[d§—k.@] (20a)
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E.I dw n_rdg b | .. (20b)
= = — E, —_— i — il il
Q dx3  G.A [dx dx] 1 ax

Derivando nuevamente la (20a) se arriba a la ecuacién diferencial del problema:

d*w _ ( n.k k, ) d’w k _alxy nm gig

— =] — 5 - (21)
dx* G.A E.17 d&x? E.I E.1 G.A dx?
La solucidén general de la (21) puede escribirse
wix) = wo(x) + w,(x) (22)

donde w,(x) representa la solucién de la ecuaci6n homogénea y w,(x) es una solucién
particular de la (21). En el caso presente, teriendo en cuenta que para los casos
pricticos es:

P x
—_ — - < 0 (23)
E.1

fa soluci6én de la ecuacién homogénea toma la forma:

Wo(x} = Cy cos(gox).ch{¢Bx) + C, cos(gox),sh(¢px) +

C, sen(gox).ch(¢Bx) + C, sen(gax).sh{dpx) T (24)
en la cual:
k
=" — (25)
E.1
Arc t l bl 1 (26)
= c tg -
v E.I (nk/G.A + k,/E.1)?
¥y v
a = sen — 3 = cos ~ 27
) B 5 (27)
Considerando una carga distribuida lineal dada por:
a{x) = gy + €.% (28)
una solucién particular de la i21) puede escribirse como:
1
W (x) = ; (qo + e.x ] (29)

5. EL METODO DE MATRICES DE TRANSFERENCIA

La apficaci6n dei método de matrices de transferencia al andlisis de estructuras de




Vigas deformables por corte sobre fundacion elastica generalizada. 215

barras fué sistematizado por Falk (1956) y luego desarrollado extensamente por
Kersten (1962) y por Pestel y Leckie (1963).

Fn correpondencia con una seccif6n cualquiera de una viga de eje recto, se define el
vector de estado {Y} como:

o = (w.6,M.Q} (30)

donde w representa el desplazamiento normal al eje original de la barra, ¢ el giro de
la seccién considerada, M el momento flector y Q {a fuerza de corte en la misma
seccién.

Las condiciones de borde en el extremo izquierdo de la barra implican el conocimiento

i
de dos componentes del vector de estado {Y}l en dicho extremo. A su vez, v puesto gque

el comportamiento de la viga estd gobernado por una ecuacidén diferencial lineal, es
posible obtener el vector de estado en el extremo derecho de un primer elemento de
barra mediante una relacién del tipo:

oY, = (11,09}, + (g}, - 1)

en la cual {T]l representa una matriz de transferencia, Illamada matriz de tramo.

cuyos elementos son funcién de las propiedades geométricas y mecdnicas de la barra y,
en el caso que nos ocupa, de los pardmetros que definen las caracteristicas de la
fundacién eléastica, y {,g}l es un vector que depende, ademds, de las cargas aplicadas

en el tramo. De manera andloga, los vectores de estado a la izquierda y derecha de un
nudo que vincula dos elementos vecinos, estén vinculados por una ecuacién de la
forma:

¥}, = IN],. (¥} + {n}, . (32)

La reiteracién de las operaciones indicadas en las ecuaciones (31) y (32) lleva a:

Y, = (11,401, + {8},
oY) = N1 YY) + {n},
), = (71,40 + {g}, (33)

W = (7100 + (g},

a
Finalmente, conociéndose dos elementos dei vector de estado {Y}n para la seccidn

extrema derecha de la viga, es posible mediante la resoluci6n de un sistema de dos
ecuaciones algebraicas lineales, encontrar el valor de los elementos desconocidos del
vector inicial, de suerte que las condiciones de borde en el extremo derecho resulten
satisfechas.

Las operaciones descritas anteriormente pueden sistematizarse de manera aque el
célculo de los vectores de estado en los extremos de cada tramo se reduzca a
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productos de matrices Unicamente. Para ello es preciso introducir los vectores de
carga {g} v {n} en las matrices de tramo y nudo respectivamente, agregando al mismo
tiempo un elemento adicional igual a 1 al vector de estado. De la transformacién
resulta: ) ’

~d — —i
{Y}x = [T]k'{Y}k (34)
donde:
_a fo
{Y} =4.... {33)
1
y
. (T1. | {g}
(Tl = M (36)
o |1

Los vectores de estado extremos quedan vinculados en general por la ecuacidn:
— d — — i
{Y}n = [m.{Y)l (37)
en la cual:
(A1 = [T} .IN] .[T} .[N] _.....[N]..[T] (38)
n n n~-1 n-1 2 1

6. DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES DE LA MATRIZ DE TRAMO

Para determinar los coeficientes de la matriz de tramo, se calculardn inicialmente
los valores de las constantes de integracién contenidas en la solucién general de la
ecuacién diferencial en términos de las componentes del vector de estado inicial

i .
{Y}k. que corresponde a la seccién x = 0. Se plantea asi un sistema de cuatro

ecuaciones con cuatro incégnitas cuya solucidn puede expresarse en la forma:

[A1,.0)] + (@) (39)

_—

o)

nad
#

donde
T
{c}k = {01.02.03,04} (30)

' i
[A]x y {q}k representan una matriz de transformaciom y un vector de cargas cuyos
componentes se indicardn mas adelante.

Conoccidas las constantces do intcgracién de !a solucidn general, pueden calcularse las
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d
componentes del vector de estado {Y}‘K correspondiente a la seccién x = L, mediante
una expresién del tipo:

(v}, = (81,.4C), + {a}, (41)

Reemplazando {C}k segln (39):

(M) = [B.[A].(¥})] + [B]_.{a}, + {a}} (42)

Esta Gltima ecuacién puede escribirse mds sintéticamente en forma idéntica a la (31),
esto és:

o), = 111, 4¥}, + (&), (43)

con lo cual se obtienen las expresiones de la matriz de tramo y del vector de cargas
correspondientes & un elemento genérico k:

(r1,

[B]k. [A]t (44a)

{g}

k

7

(B, . a}, + {a} (44b)

Los elementos no nulos de las distintas matrices y vectores contenidas en las (44)
son:

Al,l =1 (45a)
k
2 2 n.k 1
A = - g § ¢ (1 - 4.8") + — + — 45b
2,3 ¢’.sen v [ £) G.A E.I ] (45b)
A = % | (45c)
2.4 7 k.sen 1) e
.k k,
A =- 38 —[‘p’u—maz)-g—-w—] {45d)
3.3 ¢ .sen g G.A E.I
A = 2B (45¢)
3.4 k.sen g
1 P n-k )
A =-S5 | ¢'.cosy - ] {451)
4. ¢%.sen P ( ¥ G.A
1
A = (45g)
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i do (46
Q= A)
i 3 2 n.k
= [ 21 - apy + 22 ].e (46b)
i k.¢®.sen P [ 32 G.A :
.k
qi -y LJ [ ¢2(1 - 4.(12) - L ].E (46¢)
3 k.¢ .seny G.A
- 1 n.k
i 2
= —— | ¢ .cos p - — |. (46d)
% k.¢.sen p ( v G.A ] %o
B . = C.Ch (47a)
1.1
B, . = C.Sh {47b)
1,2
Bl_3 = 8.Ch {47¢c)
81‘4 = §.sh (474d)
Bz L= ¢.a.5.Ch + ¢.B.C.5h (47¢e)
B2 2 = - ¢.a.5.8h + ¢.8.C.Ch (47f)
B, ,= ¢.a.C.Ch + $.B.5.Sh (47g)
B, , = ¢.a.C.8h + ¢.B.5.Ch {47h)
2 n.k ,
B, = -E.I [ ¢ {C.Ch.cos ¢y - 5.Sh.sen p) - — C.Ch ] (47i)
3.1 G.A
. 2 n.k :
B, = -~ E.I [ ¢° (C.Sh.cos p - S.Ch.sen p} - — C.Sh ] (473)
3,2 G.A
P n.k
B, = ~E.I [ ¢° (S.Ch.cos g + C.Sh.sen g} -~ — S.Ch ] (47k)
3,3 ‘ G.A
) 2 n.k
B = - E.I [ ¢° (S.Sh.cos p + C.Ch.sen p) - — S.Dh] (471)
3.4 G.A

B = -E.I {& [a(l - 4.8%) S.Ch + B(1 - 4.a°) C,Sh] -

n.k k;
[ pLAL ).(—q.s.ch + B.C.Sh) (47m)
G.A  E.I
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B, , = - E.I {¢’ [ B(1 - 4.¢®) C.Ch + «(1 - 4.8%) s.sn] -
n.k k,
¢ [ — 4 - ].(—u.S.Sh + B.C.Ch) {47n)
G.A E.1
3 2 2
B4'3 = - E.I { ) [— a(l - 4.8°) C.Ch + B(1 - 4.«") 8.8h ] -
n.k ky -
[ — 4 — ).(a.C.Ch + B.S.5h) (470)
G.A E.1
B‘4 = - E.1 {¢3 [— a(l - 4.62) C.Sh + B(1 - 4.a%) S.Ch] -
nk K
¢ [ — 4+ — ].(a.C.Sh + B.S.Ch) (47p)
G.A E.I .
a_1 ) 48 )A
q!—k(q0+e.L (a»
¢ _ £
=7 (48b)
a_ B
q = . e - (48c)
En las expresiones anteriores se introdujo, para abreviar, la notacibn:
sen (¢.a¢.L}) = S H cos (p.a.L) = C . {49a}
sh (¢.p.L) = Sh 3 ¢h (¢.B.L) = Ch (49b)

7. MATRIZ DE NUDO

Para pasar de un elemento al siguiente asegurando las condiciones de continuidad e
incorporando eventuales fuerzas de nudo, se recurre a una matriz nudal. La expresién.
para un nudo genérico k, es:

i d )
{V}Il = [N]‘{.{Y}k_l + {n}Il (50)
Los elementos no nulos de la matriz [N]k y del vector de cargas {n}k, son:
N =1 (51a)

N =1 (51b)
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M Mx-1
N = . (51c)
3.8 7 (G.A), (G.A)yoy
N =1 (51d)
3,3
N“‘ =1 (51e)
Ny Py
n = (52a)
2 (G.A)
n3 = Mk (52b)
n‘ = - Pk : {52¢)

en las cuales Mk y Pk representan la cupla y carga concentradas actuantes en el nudo
k.

8. EJEMPLO DE APLICACION

Siguiendo el procedimiento expuesto se analizard la viga de fundacién cuyas
caracteristicas geométricas y mecénicas, asi como las constantes que definen el suelo
de sustentacién, se indican a continuacién:

&200 kN LSOO kN l'2()0 kN 0.50

1.20

0.30]] ]
777 } oo 1
}—— 5000 —f—5.00m —F

Datos
ko 4600  kN/m?
k, 104500 kN

E.I | 8.850x10¢ kN.m?

G.A |11.025x105 kN
n 1.75

La vige estd solicitada por tres cargas concentradas, simétricamente dispuestas,
cuyos valores se incluyen en el esquema.

Los resultados obtenidos en base a la solucién propuesta en el presente trabajo y su
comparacién con los correspondientes a la solucién cldsica de Winkler sin considerar
las deformaciones por corte se han volcado en las Figuras 1 a 3. La Fig. 1 muestra la
deformada de la viga, en su mitad izquierda la soluci6n propuesta y en la derecha la
solucidén clésica, sicndo de destacer el quiebre en correspondencia a la carga central
que se manifiesta al incluir el efecto de las deformaciones por corte. En la Fig. 2
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se presentan los diagramas de momentos flectores para las dos situaciones mencionadas
precedentemente determinados, como en el caso de la elastica, en base a una divisién
de la viga en 20 elementos. Por dltimo, la Fig. 3 corresponde, en su parte izquierda,
al diagrama de fuerzas de corte para la solucién propuesta en este trabajo,
incluyéndose en su parte derecha, el obtenido para la solucién clésica los que no
presentan diferencias significativas.

9. OONCLUSIONES

Se ha presentado la solucién al problema de la viga deformable por corte sobre una
fundacién eldstica biparamétrica, caso de interés en el andlisis de fundaciones de
estructuras por soleras continuas. Para el cdlculo practico se propone el empleo del
método de matrices de transferencia cuya economfa computacional le confiere
importantes ventajas frente a la solucién en base a la matriz de rigidez. Dado que se
parte de la solucién exacta de la ecuacién diferencial, la divisién en elementos se
requiere al s6lo efecto de contemplar cambios en las propiedades de la viga o de la
fundacién. presencia de cargas o cuplas concentradas, cargas distribuidas parciales
etc. y su ndmero no afecta los resultados. El aumento en la cantidad de puntos de
divisién puede resultar de interés cuando se requiere un trazado ajustado de los
diagramas de fuerzas de seccién.
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Vigas deformables por corte-sobre fundacién eldstica generalizada,
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