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El fiujo de materiales granulares y polvos sujeto a la fuerza gravit8cional en silos es
simulado par media de una. formulaci6n viscoplastica. Se presentan dos modelos consti-
tutivos deducidos desde 130 expresi6n de perzyna para viscopIasticidad. EI material es
modelado como un fiuido no-Newtoniano, en el cualla viscosidad &parente depen.de de
par8.mctroe constitutivos (friedon interna, oohesion y fluidez), y din8.mioos (presi6n y
segundo invariante del tensor velocidad de deformaciOn).

Resolvemos por medio de elementos finitos, usando funciones de penalizacion, en cas<l6
planos y con simetria axial. Un proceso iterativo es utilizado en Ia soluci6n del problema
no lineal.

El principal objetivo es enoontrar las cargas sobre las paredes de 100 silos.

The flow of granular ma.terials and powders produced by gra.vitational force in silos
is simulated with a viscoplastic formulation. We present in this paper two models
based in the Perzyna's equation of viscoplasticity. The material is oonsidered asa
non-Newtonian fluid with viscosity dependent of the oonstitutive parameters (internal
friction, (:ohesion and fluidity), and dinamic (pressure, and the second invariant of the
velocity of deformation tensor).

The problem is solved by finite elements. We used penalization functions in plane and
simetric geometries. The iterative process is considered in the non-lineal problem.

The principal goal is to find the pressure on the walls of the silos.

El estudio del flujo de materiales granulares y polvos tiene especial importancia en muchas aplica-
ciones industriales, tales como en procesos, metalillgicos, mineroa, qmmicos, alimenticios,
agropecuarios, etc. Nuestra linea de investigacion estacentrada en Ia desca.rga par acci6n gravita-
t.oria de silos en los que se ha almacenado productos agropecuarios, cementos, etc.



Dos tipos de ftujo se pueden producir durante el vaciado, f1.ujomasico y flujo canaJizado. En el
primero todo el ma.terial f1.uyeen forma continua sin que se produzcan canales y zonas de velocidad
nula; en eJ segundo parte del material no fluye quedando adherido alas paredes del silo, fornlll.ndose
un c-anal en donde se desplazan los granos.

Durante la desce.rga en los silos es cuando se producen las mayores solicitaciones que deben soportar
las elltructuras. En los primeros instantes del va.ciado las ca.rgas alcanzan su mas elewdo valor, por
10 que es de vital importancia y seguridad poder evalu&rlas y predecirlas. Nuestro principal interee
es la adecuada evaluaci6n del estado tensional que el material granular ejerce sobre 188 paredes en
el easo de fiujo masico. Para alcanzar dicho objetivo es necesario conocer el estado de movimiento
del material almacenado. Por el10 proponem08 dos nuevos modelos constitutivos basados en la
mec8.nica de los medios continuos.

Un cl8sico modclo continuo describiendo el flujo de materiales almacenad06 fue propuestopor Jenike
and Shield [7], quienes consideran un flujo estacionario, despreciando los terminos de aceleraciones
convectivas, de un material rfgid<>-pl8stico e incompresible. EI principal problema que posee dicho
modelo es la indeterminaci6n del estado tensional cuando el material se comporta como rigido.
Una mejora a este modelo fue introducida por Brennan y Pearce [1], ellos consideran los terminos
convectivos, pero los problemas mencionados continuaron.

Un nuevo modelo fue pre8l".ntado por Runesson y Nilsson [10], en el mismo el material granular
es modelado como uno viscoso-pl8stico e incompresible, utilizando al criterio de discontinuidad
de Drucker-Prager para representar materiales solamente friedonales. Estos autores no presentan
resultados del estado tensional y sOlo se limitan a indicar en clonde su modelizaci6n prevee que el
material f1.uya0 se comporte como rigido.

Un interesante modelo es introducido por primers. vez por Hausler y Eibl [6], ell08 usan un material
viscopl8stico que se reduce a un fluido de viscoelastico tipo Kelvin cuando el nivel del estado
tensional es bajo. Una modificaci6n a este modelo constitutivo fue presentada por Schmidt and Wu
[11].
Otro modelo fue propuesto por Diez [2] en donde se considera al material como un fluido vis-
copl8stico, considerando plasticidad no asociada, cl criterio de Drucker-Prager es utilizado para Ia
superfiecie de discontinuidad y para el potencial pl8stico considers. von Mises. En un reciente tra-
bajo realizado por Elaskar, et. al. [4J se indican los problemas de convergencia y de cumplimiento
de la ecuaci6n constitutiva que posee el modelo.

Una mejofa al modelo anterior fue presentade. por Elaskar, et. 801. [5J, en donde la viBcosidad
aparente ~ obtiene con el aporte de dos modeI08, uno viscopl8stico y otro rigid<>-viscoplastico. En
este caso se solucionaron los inconvenientes que presentaba el trabajo anterior, pero los mejores
resultados Be consiguieron cuando el limite superior de viscosidad era bajo, 10 que condiciona aJ
modelo.

Aqui presentaIDos d08 nueV3Secuaciones constitutivas viscopl8sticas.

La primera formulacian general considerando flujo por gravedad de materiales granulares, en funcian
de su fiuidez, cohesion y fricci6n interna, fue presentada por Diez [2J, Diez y Godoy [3] como fluido
viscopMstico. En este irabajo pa....-tiID06desde una expresi6n IDasgcneral, y exploram08 sus rJcances
y limitaciones mediante experimentad6n numerica y comparacion con resultados experimentales
e:xistentes en la literatura espccializada.



Para un material rfgido-viscoplastico, la. ceuacion constitutiva general presemada por Perzyna [9],
puede seT expresada de la. Biguiente forma:

8Q
ei; = -y(A(F» Ek-.,

(A) =A si F > 0

(A) = 0 si F $. 0

siendo F la funcion de discontinuidad pl8stica, y Q el potencial plastico.

En el primer modelo conBideramos que
A =13F"

En el segundo A toma una forma algo mas compleja

A = a(ebF" - 1)

En ambas ecuaciones Be verifican las expresiones (2).

Utilizamos la. funciOn de discontinuidad de Drucker-Prager, la. cual nos permite considerar a la. co-
hesi6n Y Ii Ill. fricei6n interns como patametros del modelo. Adoptando la forma dada por Zienkiewicz
y Taylor [13], tenemOs:

F = (3J~)i- k - a'p (6)
donde J2 es el segundo invariante del tensor desviador de tenBiones, P es la. presiOn, k y a' est8.n
dadas por:

6C08~
k = c (3 _ Bin ,p) (1)

, 6sin~
a = (3 _ sin~) (8)

siendo c es la cohesiOn y ~ el 8.ngulo de fricei6n interno del material.

Para la consideraci6n del potencial pl8stico, usamos una regia no asociada, en funci6n del criterio
de yon Mises:

La ecuaci6n constitutiva de un fluido viscoso e incompresible puede seT expresada por una rclaci6n
entre tenBiones y velocidades:

So; = 2J.ICij

donde I" ~ 0, es una viscoBidad ~nte de un fluido isOtropo.

Substituyendo las ecuaciones (4), (6) y (9) en (1) y considerando (10), tenemos:

Ell1"= [(-);, +k+a'p]-fYy ~

_ donde C es el segundo invariante del tensor velocidad de deformaci6n

Por otra parte introduciendo (5), (6), y (9) en la ecuac.:i6n (1) y considerando la expresi6n (10)
llegamos a:

1 "l 1 1
I" = {[-in(l +- )]••+ k +Q'p}--

b a-y ~



La ecuacion (11) nos da Ia viscosidad aparente del primer modelo constitutivo propuesto al CU&

denomina.remos "modelo con ley de potencia:f. La (12) expresa Is. del segundo modelo deducido en
este trabajo, que llamamos "modelo con ley logar1tmitxi'.

Modelo con ley de potencias

Hemos introducido dos constantes en Ill.eeuacion constitutiva WI y W2.

6cosIjJ
k = (c+ W2) (3 _ sinljJ)

6sinIjJ
ct' =Wl (3-sinljJ)

Significado de [as constantes WI Y W2:

PTimero analizaremos el significado de cada una de estas constantes:

WI: indica la cantidad de la fricciOn interns. que influye en el comportamiento viscoplastico. Sera
un porcentaje de la friccion total. EI producto (wI.a') puede ser interpretado como la friccion
dillliInica, que siempre es menor que la estatica (a')

W2: la interpretacion de ests. constante no es tan directa. Su principal objetivo es impedir que
Ill. viscosidad alcance valores muy pequeiios (caso pl8stico con cohesi6n nula). Ademas ayudll. a
verificar el adecuado cumplimiento de la eeuacion constitutiva (que el material no se desgrane,
[4]). Puede seT interpretada como una cohesi6n muy pequeiia que actUa en los caBOS friccionaJes
solamente (es posible que cuando un material ha permanecido almacenado durante un periodo de
tiempo Ill.humedad en los granos produzca un efecto semejante a una cohesion muy pequeiia).

Modelo con ley logaritmica

SOlo introducimos la constante WI' SU significado es identico al present ado en el modelo anterior

Partimos desde la formulacion integral dads. por el principio de potencias virtuaJes. Hemos usado
funciones de penalizaci6n, por 10 que las variables primarias del problema son las velocidades en los
nodos y a partir de ellas obtenemos las presiones. Obtenemos una viscosidad por elemento como
promedio de las que aparecen en los cuatro puntoa de integracion de Gauss [4J.



DetaJla.remos ahora las caracteristicas de los resultados que deseem08 obtener con la tearfa consti-
tutiva prop~

Convergencio: aJ.resolver el problema de la descarga por acciOn de la gravedad, neoesitam08 que el
proceso itearlivo sea convergente. El intervalo de valores de interes pr8.ctico en el plano cohesi6n-
fricti6n es

OkpascS5kpa
2Oosl/ls350

(16)

(17)

Cumplimiento de la ecuaciOn COflStittItiva: para el mismo conjunto de valoree en donde exigimos
convergencia tarnbien necesitamos que el materiaJ. no Be desgrane dentro del dominio de simulacion
numeric.&. Cuando expresaDl08, que no Bedeegrane, queremos significar que no aparezca una presiOn
de tracci6n mayor que la dada por el venice del cono determinado por la 8uperficie deDruck:er-
Prager en el espacio de tensiones principales. La presi6n m8.xima de traccion es en el C880 del
modelo con ley de potencias es

cosl/l
p"" = -(c+tlI2)sinl/l

recordamos que tlI2 =f. 0 sOlo para casos friccionales puros.

En el mode1o con ley logaritmica debe verificarse que

Conconlancia con 108resultados experimentales: las d08 primeras solicitudes son e:xigencias internas
para un adecuado comportamiento. Eats Ultima, es una prueba externa que debe superar el modelo.
Hemos trabajado sobre C8B06 planos y axialmente simetric08. Las geometoas estudiadas Be muestran
en las figuras 1 y 2. En todos 108C8B06 las maJ.las tenian 130 elementos lagrangeanos de nueve nodos.



El material que fiuye por el silo posee un 8ngu1o de frieci6 grano-grano ¢ = 33o, y un lingulo de
friedon grano-pared ¢'" = 330. En el C880 de la tolva tenemos que r/J = 250, y r/J", = 150. En todos
los casas consideramos que a = b = fJ = 1.

Las figuras 3, 4, 5 y 7 se obtuvieron con el modelo con ley de poteneias. En !as figuras 3 y 4
obBervamos como influye el exponente de la funcion de discontinuidad en la descarga del silo.
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Las nguras 5 y 6 indican 130 sen~bilidad de 108 re..c;u1tados cuundo C8.&YJlbiarnos W2 para. 10. descarga
en la to]va.
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Los graticos 7, 8, 9 y 10 pertenecen a los resultados conseguidos con el modelo con ley logaritmica.
En las figuras 7 y 8 Be muestra Is. sensibilidad del modelo con respecto a.l cambio en el valor del
exponente n, ambos graJicos ha.n sido conseguidos usando el silo de geometria plana de la figura. 3.
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Figura 8: silo

En 108 grlillcos 9 y 10 se indica la sensibilidad del modelo con respecto a cambios en WI> en este
caso para la tolva.
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1. La carga sobre la pared es poco sensible al cambio del exponente n.

2. La velocidad no es muy sensible a la variaci6n de n. Pero para todoo 100 C8BOIl result6 un poco
baja. Una forma de mejorar esto es aumentando la f1uidez 0 el parametro f3.

3. Cuando alteramos el valor de W:! las velocidades fueron sensibles, pero la carga no 10 fue.
En las tiguras 5 y 6 en el caso en que W2 = .25j.15 no se lleg6 aconvergencia en el proceso
iterativo, pero no tuvimoo divergencia, la norma se estableci6 entre .01 y .02, sin disminuir ni
aumentar.

4. Para todos 108casos estudiados las velocidades fueron pequefias.

5. Las c.argas sobre la pared encontradas fueron buenas comparadas con las dadas en trabajos
experimenta1es [8] y [12]. Para el silo, con n = 0.5 y O.6la curva ajusta mejor 108resultados
experimentales obtenidos por Kmita.

6. La sensibilidad a !os cambios de n Y W2 depende tanto del material y de la geometrla del silo.

1. La carga. es infIuenciada por el cambia en el exponente n. El mejor resultado comparado con
el dado por Kmita Be consigue con n = 1.0. La velocidad es men08 afectada par la variaci6n
enn.

2. La carga es sensible at cambia de Wb como se deduce de la figura 9. La velocidad es tambien
muy sensible al valor de WI.

3. Las cargas y las velocidades dependen del valor de flnidez considerado.

4. Los valores de velocidades son sustancialmente mayores que 108 conseguidos con el modelo
con ley de potencias. Eata es una de lasprincipa!es ventajas del modelo.



5. Otra caractenstica destacable es que 0010 agregamos una constante a. Ie. funcl6n de discoll-
tinuidad de Drucker-Prager, y Ie. inclusi6n de dicha constante tiene una explicacion fisica
consistente.

6. Las cargas sobre la pared encontradas en el caso del silo cuando n = 1 comparadas con las
obtenidas por Kmita [8] fueron buenas. Las cargas en la pared de la tolva dadas en 180 figura
9 son buenas; la rnejor Be consigue cuando Wl = 0.6, [12).
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