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Presentamos un modelo de dano isotropico, local y continuo [lJ acoplado a la deformacion
plastica producida en procesos mecanicos de grandes deformaciones.
Hacemos referencia al modelo cinematico adoptado para describir las grandes deformaciones
y al elemento finito escogido para la discretizac.i6n espacial (de deformaciones asumidas QIE4
segUn (21).
Con el algoritmo desarrollado en base a este modelo, analizamos el problema de inestabilidad
que surge al traccionar una baITa en estarlo plano de deformacion. Tambien presentamos otro
problema de deformaciones no homogeneas, donde se observa el mismo efecto de localizaci6n de
deformaciones pliisticas.

Abstract

We present a continuum damage model based on a local isotropic damage variable (1].·Damage
is coupled to the plastic deformation. The problem is placed into tbe large elasto-plastic defor-
mation context.
Emphasis is given to the kinematic and constitutive model, and to the finite element we have
choosen for the spatial discretization (QIE4 (21).
With this model we ana(yze the instability problem associated to a stretched band in plane de-
formation. We also present a problem of non-homogeneous deformations where the localization
effects are observed.

En la modeliz8cion de problemas que involucran deformaciones elasto-plasticas independientes del
tiempo, particularmente en la teorla J2 que utilizamos a continuacion, surgen dificultades numericas
cuando en la etapa de deformacion plastica algllD fen6meno ffsico (termico, microestructural, etc.)
produce el ablandamiento por deformacion del material. EI modelo que presentamos introduce este
efccto que es cansado por el daiio.
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Por un l&do se detecta, en ciertos. problemas, una perdida de unicidad en la solucion. Como
solucion Il.lternativa a una deformacion plastica difusa. con variacioncs suaves en el gradientc de de-
formacion, surgen bandas de deformacion intensa que resultan en gradientes de deformacion discon-
tinuos. Se observa que los elementos finitos isopara.metricos u otros de tipo mixto que son clasificados
como de desplaza.mientos generalizados, muestran un comportamiento excesivamente rigido, no apto
para modelar tales discontinuidades. As! un primer problema consiste en obtener un elemento finito
adecuado.

Por otro lado, el mismo efecto de loca.lizaci6n plastica trae como consecuencia una dependencia
de la soludon de post-bifurcacion con el grado de refinarriiento de la malla de elementos finitos ..
Estricta.mente el problema resulta mal colocado. Varias soluciones se han propuesto en los ultimos
aiios para modificar este defecto. Por l"jemplo introduciendo algtin tipo de limitador en las deforma-
ciones. De todos modos no es nuestro interes en el presente trabajo introducirnos en el analisis de
esta cuestion.

A pesar que ambos problemas se present an tambien con la suposicion cinematica de las pcquenas
deformaciones, en este trabajo hemos colocado el problema en el contexto mas general de las grandes
deformaciones.Presentamos IDSresultados numericos en el caso particular de estados pianos de
deformacion.

En Ia.proxima seccion resaltamos los aspectos principales del tratamiento cinematico y de la ley
constitutiva que hemos utilizado. La linealizacion de la ecuacion de equilibrio para este modelo,
presentada. en Huespe et al. [3], determina al tensor constitutivo. El mismo resulta fundamental para
obtener el criterio de bifurcacion constitutiva descripto en la subseccion 3.1. Este criterio determina
tambieu el modo y el vector normal de la posible superficie de discontinuidad. En nuestro caso 10
utilizamos para cla.rificar el proceso de localizacion en el problema de deformaciones no homogeneas.
Finalmente presentamos dos aplicaciones numericas. En ambas se observa el efecto de localizacion
de deformaciones plasticas.

En un contexto termodimimico, el comportamiento constitutivo del material es determinado por la
funcion energia libre "'. Si adema..'iexiste un proceso irreversible descripto por la introduccion de
variables intern as, se deben agregar las condiciones que definen la evolucion de las mismas.

La variable cinematica basica que hemos adoptado para la descripcion mecanica es el gradiente
de deformacion F desde la configuracion de referencia (que por simplicidad se asume como natural)
a la final. Pa.ra describir el proceso elasto-plastico utilizamos una descomposicion mllltiplicativa del
mismo (F = F"Fp). La parte elastica (F,,) determina. al tensor de Finger b", cuyo logaritmo es una
de las variables de estado en la definicion de ?/J (ver Cuadro 1). Denominamos ,,~, (0 = 1,2,3) a los
estiramientos principales de la deforma.cion elastica (valores propios de N) y e~ = In "~ .. Tambien
es definido el tensor e" = In(v'b) = e~(mC.t ® mC.t) con mC.t vectores propios de b"; y e" la parte
desviadora. dee". El determinante de F" os J" = "PP3 siendo >.~= (J")-1/3,,~.

El modelo constitutivo elastico derivado de eata funcion corresponde a un material de Ogden (p
y II; para.metros del material) . El mismo reaulta conveniente en 108 esquemas numericos en 105 que se
desea efectlla.r un desacople entre los efcctos volumetricos y 108 de distorsion, tal como fue presentado
en Simo et al. [4]. De todos modos en este trabajo nos orientamos a una formulacion de elementos
finitos que no explota esta caracteristica.

El endllrecimiento plastico isotropico con saturacion, y el dano tambien isotropico y cont.inuo,
estan descriptos por las variables internas de estado p y fJ, ambas escalares. Las constantes de material
H, v, c, ij y Y So tanlbien acttian clJrno parametros en 180 deternlinacion del estado termodina.mico.

En el Cuadro 2 se presentan las ecuaciones de estado derivadas de este modelo, donde.,.., T y Tm
son los tensores de tensiones de Kirchhoff, su parte d~sviadora y media respectivamente, y R, B las
variables conjugadas de p y {3.
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Para e&racterizar el posible est&do de bifurcacion constitutiva que esta. a.sociado a este mll.teria.l,
seguimos las ideas fundamentales de Rice [6].

Asumiendo un est&do de deformacion homogeneo, para un cuerpo homogeneo, sea FO Ill.velocidad
del gradiente de deformll.cion impuesto y pO la velocidad del tensor de tensiones (Piola-Kirchhoff no
simetrico) compatible constitutivamente con FO y en equilibrio. Entonces el par (poio) resulta una
solucion a.lproblema elasto-plastico propuesto.

Proponiendo Ill.existencia de una solucion a.lternativa (P,F) con F = FO + of; of = (g (81 N)
caracteristica de las discontinuidades de orden dos, en donde N es el vector norma.l a Ill.8uperficie
de discontinuidad asumida en Ill.descripci6n material, g es el vector que describe el modo de Ill.
discontinuidad y ~ un factor que denota Ill.amplitud de la misma. En ese caso P debe ser compatible
constitutivamente con F y verificar el equilibrio de fuerzas, que en particular requiere

donde hemos Hamado Lep al tensor constitutivo del material que relaciona las velocidades del par
conjugado P y F. En componentes resulta

La ecuaci6n (7) impone una condici6n necesaria bajo Ill.cual es posible obtener soluciones alter-
nativas, de Ill.forma propuesta para 6F. Tambien muestra que g es un autovector del tensor (de
localizacion) de segundo orden

Qik = (L~kl NjN1)

Aplicamos este criterio a nuestra formulaci6n, observando que

y asumiendo que of = (g (81 N), con Ill.normal a Ill.superficie de discontinuidll.d definida en la
configuracion actual (n = .JF-TN); se evalull.Ill.condici6n (6) en la configuracion al tiempo t como
configuracion de referencia (F == H; S == T) resultando

Por 10 tanto en nuestra· formulaci6n, el tensor de Iocalizacion en componentes y referido a Ia
configuracion espa.cial resulta

Para efectuar Ill.aproximacion espacialj utilizamos un elemento finito de deformaciones asumidas,
especificamente el denominado QIE4 por Simo et aI. [2J. Nuestra implementa.cion es idimtica a Ill.
de esa referencia, por 10 tanto solo resaJtamos 108aspectos salientes que hemos obtenido con las
experiencias numericas realizadas.

Como fue remarcado por [2J, este elemento mucstra un buen comportamiento para modelar el
fen6meno de localiza.ci6n, motivo por el cual nosotros 10escogimos. No obstante hemos observado
en algunos ejemplos, soluciones extraiias debido a modos de deformacion espureos que tienden a ser



siendo S = F-1-rF-T el tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff simetrico, u el campo de desplazamien-
toa y Vo el espacio vectorial material de 10s desplazamientos cinematicamente admisiblesj mientras'
que gO y hO son las fuerzas de volumen y superficie referidas a esa. configuraci6n.

Lalinealizaci6n de &0 es obtenida evaluando lieo = 1<eo(8 -/-fOS, U -/- fliu,7I)I,=o y transformando
posteriormente a la configura.ci6n final (Bt) Resulta asi

Introduciendo la linea.lizaci6n de las ecuaciones constitutivas para relacionar 10s incrementos de
liS con los de liu, el primer termino de (3) se puede escribir

El operador lineal A"pO fue presentado en Huespe et a1. [3]- A partir del mismo, e) tensor
asociado A. Beobtiene en forma directa.

Remarcamos que el tensor Aep posce simetrfas menores A~"l = A~ = A~", pero A~A:lf A:i

- B
f3= -t'ilBtP = -tSo'
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W(~~) = IJ L(ln~~)2 = IJ L~~ = 1J11£"1I2)
a:=1 0=1

Las velocidades de evolucion de p y f3 son definidas por la funcion de fluencia 4>, asumiendo el
principio de maxima disipacion generalizado para ambas variables. Como se observa de las ecua-
dones de evolucion en el Cuadro 2, p resultala deformacion plastica equivalente. Resaltamos que 180
velocidad de crecirniento del daiio f3 (0 ~ f3 ~ 1) cs funcion de 180tension media a traves de Ill. energia
de deformacion volumetrica. Lemaitre [1) observa Ill. importancia de esta dependencia que, pm otro
lado, provoca una perdida de simetria. en el tensor constitutivo del material. Tarobien res8oltarnos
el efecto del parametro So sobre p. Si So -+ 00 el efecto del daiio tiende a anularse, resultando as1
un material que verifica Ill. teorfa J. de Ill. elasto-plasticidad clasica. La variable dp, velocidad de
deformacion plastica, es definida por

dp = (F.(FpF;l)SymF;l)sym (1)

Este modelo de dano no corresponde estrictarnente al presentado en Lemaitre [1], sino que fue
tornado de Chimisso et aI. (5] y adaptado por nosotros 801contexto de 1&5 grandes deformaciones.

3 Ecuaci6n de equilibrio y linealizaci6n del sistema de ecua-
ciones

La ecuacion varia.cional de equilibrio en la configuraeion de referencia (80) es

Eo(S,u,.,)= [FS.VX'1dV- [g00'1dV- [ho''1dA=O~ ~ kh
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Figura 1. Barra sometida a deformaciones planas. a: Modelo geometrico;
b: Malla de elementos jinitos; c-e: deformadas

dominantes cuando estlin sometidos a grandes estiramientos. Algunos autores han analizado esta
deficiencia (ver por ejemplo (7]). Aunque se han propuesto soluciones altern8otivas, como aument80r
el numero de puntos de integracion 0 adoptar diferentes configuraciones para interpolar los modos
de deformacion mejorados; nosotros no hemos ensayado ninguna de estas posibilidades.

Con relacion a 180implementacion, remarcamos que debimos efectuar algunas modificaciones en
cl esquema de Newton con busqueda lineal que hemos usado para resolver el equilibrio, debido a
los g.d.l. asociados alas deformaciones mejoradas. Por otro lado, no fue necesario realizar cambio:>
substanciales en el algoritmo de solucion de 180ecuaci6n constitutiva.

Analizamos primeramente 180respuesta de una barra con imposicion de desplll.zamientos uniformes
en ambos extremos (figura 1:80). Debido al estado homogeneo de defornlacion, el est ado de bifur-
caci6n constitutiva es alcanzado por todos 108puntos del cuerpo en el mismo instante. Tambien las
condiciones de contorno permiten 180formacion de una banda de deslizamiento que coincide con ef
valor numerico obtenido utilizando el criterio de bifurcacion de 180seccion anterior.

Este problema es analizado por muchos autores. Nosotros en particular comp8oramosnuestros
resultados con los de Simo et 801.[2], por 10cual adoptamos las dimensiones geometricas (53.334 por
12.826) y datos de material de ese trabajo, siendo K. = 164.21, J.L = 80.1938, lJy -- 0.45, v = 0.265,
c = 16.93. Inclusive adoptamos 180misma perturbacion geometrica para forzar 180formaeion de la
banda de localizacion. Consiste en un variaci6n lineal del ancho de 180barra desde el valor mostrado,
en el extremo superior hasta el 98.2% del mismo en la linea media.

Esta perturbaci6n juega un factor muy importante cuando se usa un esquema de Newton para
avanzar en 180solucion de equilibrio. En efeeto, se observa un perdida de robustez extrem80damente
signific8otiv8oen el momenta que se inicia la formaci6n de la banda de localiz8ocion,que tiende a ser
mas severo euando 180perturbaeion es pequeiia. El punto de bifurcaci6n se deterrnina ex80ctamente
evaluando la anulacion del determinante del tensor de localizacion para /llgnn n.

Mode1amos 1/4 del problema con la malla de la figura l:b. En la figura 2:a mostramos las
curvas carga·desplazamiento para tres materiales diferentes. La curva con H "" -1.2924, So -+ 00

se compara muy aproximadamente can 180de [2] a pesar que no son equivalentes ambos modelos
constitutivos. Mostramos otras dos soluciones con dano, para So = 0.8 y So = 0.4, ambas sin
endurecimiento (H=o 0.).
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Figura 2. Barra sometida a de/ormaciones planas. a: CUr1Jascarga-desplazamientos;

b-c: isoc1.Irvas de deformaci6n pllistica equivalente
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Figura 3. Barra con agujero. a:modelo geometricoj

b: Malla de elementos finitos; c: de/ormada
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Figura 4. Barra con agujero. a-c: isocurvas de deformaci6n
ptastica equivalente; d: C1J.rvasca~ga-desplazamiento

En las figuras l:c-e present8JI10Slas deformadas obtenidas con So = 0.4, en tres etapas diferentes
del amUisis (puntos A, Bye de Ill.fig.2:a). Para las mismas etapas, en las figul'as 2:b-d, mostramos
IllSisocuI'Vasde deformacion phistiea equivalente. Se observa claramente como se produce el proceso
de localizacion plastica.

En la figura 3:a mostramos una barril. sometida a desplazamientos uniformes en sus partes superior
e inferior. Efectuamos el anaJisis de este problema con los mismos datos de material que el caso
anterior. En la figura 4:d mostramos las curvas carga··desplazamiento de Ill.secci6n superior de la
barril. para el case de plasticidad sin y con dll.iio (So -> 00, So = 0.1 caso a), en todos los casos H = O.

En estc problema Ill.distribucion no uniforme de las deformaciones provoca que las condicion de
bifurcacion constitutiva se produzca en diferentes zonas del cuerpo a diferentes etapas del proceso.
POI' 10tanto no se detect a aqui Ill.perdida de robustez en el esquema iterativo para resolver Ill.ecuacion
de equilibrio, apuntada en el caso anterior.

No obstante es posible observar en Ill.figura 4:a..c, que un efecto de localizacion se produce en un
modo no detectable en Ill.etapa de deformacion plastica difusa.

En 180figura 3:b-c, mostramos Ill.malla de elementos finitos que utilizamos para el modelo y
Ill.deformada que obtuvimos. En el punto 0 de 180figura 3:b realizamos un amilisis del tensor de
localizacion (So = 0.1) a medida que avanza el proceso de deformacion. Los resultados son most.rados
en Ill.figura 5. EI proceso de deformacion plastica difusa comienza con desplazamientos de Ill.parte
superior de 0.3 aproximadamente y para el valor 0.45 se alcanza un dano 1 para el punta 0 en
cuestion. En ese inteI'Valotrazamos las cllrvas mostradas del determinante del tensor de 10calizacion
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Figura 5. Barra con agujero. a-c: determinante del tensor aCUstico
para variaa posiciones del vector normal

Figura 6. Barra con agujero. a: de/ormada (desplazamiento del punta A restringido)
b-d: isocurvaa de deformacion plclstico equivalente



como funcion de n. Claramente observamos la variacion de n en diferentes etapas del proceso.
Resaltamos que proximo aI dano total, se determina una posible superf1cie de discontinuidad para
(}= !que coincide con el modo de localizacion observado.

Finalmente en la figura 6 mostramos 105 resultados obtenidos cuando adcmas se restringe el
movimiento horizontal del punto A (caso b de la figura 4). Se observa el cambio experimentado
por el modo de localizacion producido en este caso y como este elemeuto, al igual que en el primer
problema, consigue captar la variacion del campo de desplazamientos.

El objetivo fundamental de este trabajo fue presentar resultados obtenidos con un modelo de dano
Il.copladoa plasticidad. Ciertos aspectos relativos al algoritmo para resolver la ecuacion constitutiva
o la de equilibrio fueron presentados en otro trabajo [3J, por 10 cual no se volvieron a mencionar.
Enfatizamos en cambio las dificultades a ser tenidas en cuenta para obtener resultados correctos
especialmp.ute cuando se observa el efecto de localizacion de las deformaciones.

Remarcamos la descripcion del tensor de localizacion para este modelo y el analisis de las condi-
ciones de criticidad que eventualmente pueden dar lugar a la formaci6n de band as de intensa de-
formacion. En particular la determinacion del vector normal a la superficie de discontinuidad como
tambi<~nel modo de localizacion podrlan ser elementos utiles para establecer una perturbacion ade-
cuada en la matriz de rigidez global. Esto provocaria un deseable robustecimiento del esquema de
Newton en puntos cercanos a los de bifurcacion.

Si bien no hemos trabajado sobre el efecto de la dependencia del camino de post-bifurcacion con
el tamano de la malia, este problema es de primordial importancia. Par 10cual es motivo de nuestro
futuro desarrollo en esta area.

El primer autor agradece a los organismos CNPq y CAPFS de Brasil que Ie brindaron ayuda economica durante gran
parte del desarrollo del presente trabajo.
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