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Ell •• te babajo ae preaell'" un modeJo termomecamco q••e ind ••ye ekctl>o microeatrllctvalu COilIa fiaaIidad
de oimWu pmW- de oaIidiJicaei6a y eafdamleato de Ia fuadieiOa de ma-.o con pafito esfmlidaL El cambio
de fue Ilqllido-eOlido ae tieae en CIlenta po< mecIio de ••••.••reI.acUID.fA<:ci6a llq1lUb-teI:IlpeRtu& expti<ita
mieUru qu eI cambio de Iaae o6Iido-o6Iido ae deoaibC COIllIDmodeIo de llacIeac:i6Ay cucimiento recldo PO'
••••.••ecuad61l banda en Ia ley de Anami-JohlUOD-Mehl. Dellbo del COIltcxto de Ia tennoriocopIUIicidad, ae
d08aibe el c:omportamieato paoaaedio de Iu "- ~ en el matezlal. POl lUtimo, ae ftlida el modelo
tompazaado renltadoo a.....erxo. COIlmedicioa •• experimentale..

A thennOlllec:huical model indudia& mia •• t•••cturu decta to oimulate the aoIid.i1lcatiOiland moliDa DC
SG c:aat b:on problema ia preaented. Ja particular, the 1iq1licHoJid P-c:bnse ia taIw& into KCO"'" usiq
an up!icit Iiqllicl &action-temperature relatiolllhip while the 1IO!id.....wipluoae-dianee it deoc:ribed t.hr<naP a
nac:leation and srowth model poemed by an CYoilltioll equation bued OIl the Anami-Johllloa-Mehl law.
Moreoftr, the aYerase behaviour of the diJrerent ph.... exiItins ill the material it deecnDed withio the
COIltext of the therlllo"fioc:opluticity theorY. FinaJly, the model ia ftlidated COlllpeDnl ll••merica1 _ulta with
uperimental meUUl'ement ••

La simulaci6n nummea del proceso de solidificaci6n y enfriamiento de 1&fundici6n de
hierro ha originado en los Ultimos aiios la formulaci6n de una gran nriedad de modelos en
el eonteno de la termodinamica. Si bien muchos de e1los tienen un enfoque tennomec:8Dico
general del problema (ver [1-3] y referencias alli mencionadas), i6lo recientemente Ie Jwi
d8arrollado modelos que, ademis, incluyen efectos microestructuralea ["~J. La consideraci6n
de tales efectos dentro de un marco fenomenol6gico no ell senciJla dehido, fundamenta1mente,
a 1&naturalesa bien diferenciada de los fen6menos macro y miaosc6picos. Sin embargo, una
opci6n posible es 1&extrapolacion de los mecanismos relacionados con la microestrudura aJ
nivel macrosc6pico. De esta forma, se puede tener en cuenta la in1luencia de dimos fen6menOll
en determinadas variables macr0sc6picas.

Dentro del marco mencionado, en este trabajo Ie pr8lllllta un modelo termomecll.nico
con incl1Dic'in de efectos microestructurales para simular problemas de solidHicaci6n y
enfriamiento de la fundici6n de hierro con grafito esferoidal. El modelo incorpora las
expansiones volumetricas producidas en las transformaciones metalmgicas que sufre el
material!U]. En particular, 1&transformacion Uquido-s6lido se representa mediante una



relaci6n fraccion liqnida-temperatura de iipo explicit a mieniras que el cambio de rase s6lido-
sOlido (iransformacion eutecioide austenita h)-rerrita (a» se tiene en cuenta par medio de
un modelo de nucleacion y crecimiento regido rar una ecuaci6n de evo1uci6n de la Case rerrita
basada en la ley de Avrami-Johnaon-Mehl[4.5.

E1 comportamiento termomecwco de laa diCerentes Cases macrosc6picaa que 8e desarrollan
durante el proceso se obtiene a partir de 1&definici6n de 18 energia libre del material !!II.

el conteno de la teoria de 1a termoviacoplaaticidad [7,111. Dicha definici6n conaidera un
comportamiento promedio de algunaa de 181 Cases y supone v8Jida 1a teona de mesclaa plU:a
1a deacripcion de 1a rase auaienita-Cerrita (4], A partir de eatas conaideracionea, ea poaible
derivar laa relacioD.el conatitutivas Y 1&expreai6n de 1&diaipaci6n [4,51.

& importanie menciOUlU: que el comportamiento del material del molde (1&arena verde ell

uno de los materialea mas uaadOll f'2I.1&industria de la fundici6n) Be 10 Rimula mediante un
modelo conatitutivo ya existente (1,6) y el miamo no sera deacrito en eate irabajo.

Por Ultimo, se analisa un problema de 8Olidificaci6n de fundici6n con grafito eaCeroidal (5,6]
Y 8e comparan 105 resultados del presente modelo con algunas mediciones experimentalea.

Sean O(i) C It ""'- (1 ~ fl,fi", ~ 3 y i = I, ... ,~) 1aa configuracionea de reCerenda
de diveraoa ~ cuerpos continuos 8(i) con coordenadaa materia1es designadas como X,

rei) = 80(i) SUI reapeciivoa contornos y T C It+ el interva10 de tiempo de an8Jiais (para
Rimplificar la notaci6n, el subl'ndice (i) no sera conaiderado en las ecuaciones que siguen).
Be supone, &demas, v8Jida la hipoteaia de deapluamientoa/deCormacionea infinitesimales.
Teniendo en cuenta eatas definiciones, la descripcion de algunos procesos termomec&nicos
puede realizarse a iraves de 1a siguiente forma local de 148ecl&aCionesde campo [1-3):

balance de 14 cantUad de motIimiento,

junto con condiciones de contomo adeeuadas para el campo de desplaaamientoa tI, el tensor
de tenaiones 11',18 temperatura T y el vector de f1.ujo de calor f, cOndiciones iniciale.s para fI,

el campo de velocidades ,. y T y rel/ICiones constitutivlU apropiadas para 1&energia interna
especffica w, II' y f [1,3]. En estas ecuaciones, V = O/OX es el operador gradiente, Po es la
densidad en la configuraci6n de referencia, BF es 1a Cuerza de volumen, I' es 1&Cuente dl!
calor espedfica, ~ es el tensor de deCormaciones infinitesimal y el punto superpuesto sobre ias
variables indica derivada temporal. .

Teniendo en cuenta 1&deaiJllaldad de C1&usius-Duhem y la definici6n de 1&enery(a libre
espedfic4 de Helmholtz.p = .p(~,a",T) = III - fJ T, dande fJ es 1a entropla interna especifica,
es posible establecer 181 relaciones constitutivas para w y tT: w = t/J - ~ T y II'= Po ~ [7,8).
En 1&definici6n de .p, ClIo represent a el conjunto de n;", (k = 1, ... , n;m; n;,., ~ 1) variables
internas fenomenol6gicaa regidas por ecuaciones de evoluci6n con valarea inicia1es ClIo. (7,8).

N6tese ademAa que en esta definici6n de 1/J se ha supuesto que ~X,t), a,,(X,t) y T(X,t) son
1as variables de estado del problema (I-G).



a) Variables internaa
En una fundiciOn de hierro hipereutectica ea posible encontrar las siguientes fases

mac:rosc6picaa (4,5]; 1) fase llquida, 2) fase pastoaa farmada por liquido y grafito, 3) fase sOlida
(-y + C,) de alUtenita y grafito, 4) fase s6lida (1 + a + C,) de aWltenita, ferrita y grafito y
5) lase sOlida (a + C,) de ferrita y graflto. EI objetivo del preaente modelo constitutivo ea la
descripciOn del comportamiento del material en las cinco fa.sea mencionadas CODIiderando una
umca formalacl6n. En partieular, el modelo tiene en euenta un comportamiento promedio del
material paralas fues I, 2, 3 y 5(5] mientraa que la fase 4 lie describe por medio de 1& teona de
mesclaa aplicada a lOll componentes aWltenita + graflto y ferrita + graflto [4,5]Una YeS mas,
lie Illpone un comportamiento promedio del material para cada uno de tales componentel
lOll cuales, de aquI en 10 que 5igue, Be indicaran con 101 limbOI08 1Y a reapectivamente.
Estas IUpOlliciones Be re1lejaran claramente en la definicion de la energia libre que Ie dar.

o mas adelante. 0

De acuerdo con [1-5J, Beadoptan las siguientes variables internas: (al = £'P, a2 :;: p"', aa :;:
Cca,G.t. :;: '1""), donde £'P es el tensor de deformaci6n viJcoplUtica [4-7), p""es la variable
interna relacionada con el endurecimiento is6tropo (4-7], c: es la fraccion de volumen de la
fase 1 [4,S) Y 'I"" expresa la parte no reversible de la entropIa [I-a]. Tal com.o Bemostrara mas
adelante, tambien lIera necesario definir variables microscopicas para la evaluacion de C:.

b) Funcion de energfa libre propuesta
Reatringiendo la formnlacion del modelo al comportamiento termoelastoviscopIaatico

U6tropo, la energia libre t/J Beformula como [1-8,S):

donde t/JIc' t/Jtp y t/Jpe son !as partes termoeIastica, termoviacoplaatica y de cambio de fase,
respectivamente, de la funcion t/J. Debe notarae que la ecuaci6n (3.1) con5tituye una forma
parcialmente desacoplada de deflnir t/J [1-3). 0

La parte termoelutica "'" se define como [1-6];

siendo t/J""-d la parte termoelutica "elUica" [1-3] y t/J""-ttola la parte termoelB:stica debida a
la transformaciOn 1-+ a. El termino t/J1c-eI el [4.5);

-a:,.(T ••,T.e!)IJJh(To-T.e!)]: (~-~"")+c"(T,T"/)I,.,. (T-T.e/)-c·(To, Tre!)I,.,. (T••-T ••/)+

+c'(T, T.e/) I"" T In T.T + c·(T ••,T'e/)l,.,. T••ln T.T" +t/Jol,.,. -'lo (T -To)+..!:.. •.•• : (f-E"P).
.el rei P••

(3.4)

tal que <V(T)I,.,. es el tensor coastitutivo elastico, a:,.1"" es el tensor de dilataci6lr t&mica
secante, Trol ea una temperatura de merencia, el .uhindice 0 indica el estado inicial de 181



dif"erentes variables y el superindice , Ie refiere a lu propiedadeJ tennomec:anic:as sec:antes
[1-3). La parte termoelastica debida ala transfonnacion 7 ...• II ,pk-tr ea (4,5):

6,pee,-t. = (1- 1;:) ~ 1 :~(T)I••: (~- ~"P) ,
P.

donde 1 es el tensor unidad y 3 Ii.,•• indica la variacion relativa de volumen que se produce
en la transrormaci6n 7 ...• a (4).

De manera an&loga a la ecuacion (3.3),la parte termoviscopIastic:a,p. se define como (4,5):

donde a" Y b" 30n par8metr03de cada una de las rases del material relac:ionados con el efec:to
de endurec:imiento is6tropo (41.

La parte de cambio de rase ,ppc se define de la siguiente manera .lsl:

siendo ,p::' y ,p:: 108 terminos correspondientes a 10s cambios de rase liquid<>-s6lido y solido-
sOlido re.pectivamente [1-3,S):

i
T L' 8sl, iT 8L' [sl<..- ,,'"(T. )]~ = A" (T) = ~ ~ dO + .::..::l!. Jpc pc •• I dO

pc T••1 0 80 T.ol 80 0 '

y . 11;: 11;.a 8L',p.," = ,p"O(fJ.") = L' •• dO+ -!!!. [I;:..., r;: 1"/] dfJ, (3..11)
pc pc pc l;.aITT/" /;:1 ••1 80

tal que Li, = ii,(T) y L~•• = i~(C.") son 105 calores latentes especffico3 secantes
asociados a !as funciones de cambio de rase liquido-sOlido I;' = iJ,:(T) y solido-solido c:;
respec:tivamente [1-3,5,6). N6tese que en estas definiciones ya se ha supuesto que el cambio de
rase Hquido-s6Iido sOlo depende de 7' mientru que el s6lido·s6lido es Unicamente funci6n de
la variable intema c." que Be define a partir de un modelo mic:roestructural. Las expresiones
correspondientes a dic:has funciones de cambio de rase Be daran mas adelante.

Es importante tambien deatacar que el coDjunto de ecuaciones (3.1)-(3.11) desc:riben el
comportamiento de !as cinco rases mencionadas anteriormente: !as rases 1 y 3 Be rigen pOl
10s terminos 1/>kl.,y 1/>.1." 1&rase 2 por los terminos 1/>"(.,,1/>tpl., Y 11>'':',1&rase 4 par 1&Snm&
ponderada en c: de los terminos 1/>tel.,.1/>tpI."1/>tel•• y 1/>tpl•• y 1/>:: y, por Ultimo, la rue 5 Be
rige por los terminos 1/>kl•• y 1/>lpl••.

La expresi6n del tensor comtitutivo ~ adoptada en este trabajo es la propuesta mil, 3J que
comiste, baucamente, en c:onsiderar la parte desviadora de fI ponderada pOl la fractiOn de



volumen Hquida f,:. del material que esta lIOlidificando. De em. forma es poaible representar
tanto la ley conatituti .•• con'nlllcional de un Uquido en repolO como la correspGlldiente a un
material en estado s6lido [1-1,5,411.

La definici6n de t/J dada por laa ecuaciones (3.1}-{3.11) conatituye un punta crucial del
modelo, ya que a partir de la misma el posible derivar 181 relaciones constitutivas secante
tllDgeDte pva '" .,. , [1-1,5.6). En eRe contexto, ademl1s,la Ley de Fourier Ie reeseribe teniendo
en c_ta el comportamiento de laa diferentes lues (Ter [4] para mU deta1les). Ademl1s, esta
definiciOn de t/J permite obtener laa variables c:onjugadas de laa variables intemas del modelo,
ell decir, -', C"", E""' y T son !as variables c:oJJjugadas de £'P,p"", /le'" y ,,"", respectivamente,
donde C"" es la funciOn de endurecimiento viacoplUtico [1-11 y Z-ra ea la "tasa de restituci6n
de energia de transfonnaci6n de lase" [4,11. Por Ultimo, con estas consideraciones es posible
obtener d. forma inmediata Ja expresi6n de la dilipaci6n viscoplastica IS-e).

c) Ecuaciones de evolucl6n
Dentro del contexte de Ja viscoplaaticidad IT.D), el comportamiento termoviscoplUtico

de un cuerpo est. regido par una funci6n de estado, denominada funci6n de ftuencia
F('lI) : R - --> R ('11= -at/J/8aI. sonlaa variables conjugadas dea/l), tal que no seproduce
evoluciOn de laa variables nscoplUticaa cuando F < O. Es decir, esta Ultima condiciOn defuie
el dominio termoeIastico admisible, mientras que en el dominie termoviscoplastico se debe
cumplir F ~ O. En general, la evoluci6n de !as variables intemas Tiene dada por Ja liguiente
relaci6n [T,91:

. 89
a/l=--,

01.
dond.e 4 = ~(F) es el potencial visc:opl&stico tal que" = 0 si F ~ 0 [7,9).

Una posible generalizaciOn de este modelo consiste en suponer que mste un
comportamiento "combinado" del material [1.5.7-9), esdecir, que del conjunto de variables
internes OA: existe un subconjunto de e1las tal que su Ie.,. de evoluci6n no dependa de ninguna
funciOn de lI.uencia, es decir, el potencial viscoplastico "generalizado" ell " = ~(a.,f., F).

d) Potencial viscopJUtico
5e define el siguiente potencial nscoplastico generalizado [4,8):

9 = 4(i'P,/lc"',tT,C"", Z-'''', T) = .}tP(J;.",6',C"",T)+ .}pc(/lc"',Z-'''',T), (3.13)

donde +tp y <lpc son, respectivamente, laa partes termoviscoplastica y de cambio de fase de
<I. .

La parte termoviscopl8.stica 9tp es [4,51:

donde <ltp_a es el termino termoviscoplastico "clasico" Y +tp-tt cs eI potencial viscoplastico
de transCormaci6n de Case. Una ves mas, de manera an8loga a laa ecuaciones (3.3) Y (3.6), eI
termino <ltlt-a se escribe como [4,$1:

{FI"")l+ ••.•I~
+tp-alpli = (K.I",,) •••I~ (1 + ",-I",,) , (3.16)

dond.e K,,(T) es la viscosidad, n,,(~) ea un par~tro del material (4) '! O. e. el simbolD de
Macauley 17-9J. Tal como Be aprecta en la ecU&C1on(3.16), el comportamJento de laa Cases



7 Y a Be rige par funciones de ftu.encia diferentes. En este modelo, se considera que tanto
FI.., ;;: FI..,(cr,C"", T) como FI •• = FI ••(lr,C"",T) son las funciones de Von Mi_ con funciones
de endurecimiento tenmco diferentes para cada una de dichas fases [1-5). El tennmo ~Ip-bo
es [4,6):

iIlp-bo = Iv h" ,

liendo I.•= i..(lr)Y h" = h.(J;:, T) funciones a determina:r experimentahnente (4).
La parte de cambio de rue §pe ea:

donde g.• = g.(c:, T) es una funci6n que tambien delle Set obtenida experimentalmente (4).
Con la definici6n dada del potencial viicoplastico es posible, por media de 1&ecuacion (3.12),

obtener las ecuaciones de evolucion para las variables intemas del modelo [4,5).

e) Modelo del cambio de lase Iiquido-solido
5e adopta.1& siguiente definicion de It.: para representar el cambio de rase liquido-s6lido

[1-3,6):

{

o ;VT <5, T.
°< g(T) S; 1 ; 1'. < V ~ S; 1;
1 ;VT>ll,

donde 1'. y 1'1 indican las temperaturas "solidus" y "liquidus", respectivamente, tal que la
funcion g(T) expresa la forma de liberacion 0 absorcion del calor latente. Claramente, esta
Ultima definici6n corresponde al caso de cambio de rase no isotmmco [1-31. La funci6n g(T) en
1&ecuaci6n (3.19) puede obtenerse usando un micromodelo (41. En este trabajo, sin embargo,
se considera un punta de vista macroscapico a trave. de una funci6n biyectiva explicita 9 - T
canocida (3,5). La elecci6n mas simple es la lineal, es decir, 9 = (T - '1'.)/(1; - '1'.).

r) Modelo microestruetural del cambio de lase solido-solido
-Tal como fue comentado anteriormente, la evolucion de c: se obtiene par medio de

las ecuaciones (3.12) y (3.18) una vea establecida la funcion g.. Dasandose en la ley de
Avrami-Johnson-Melll [4), se propone una funcion gv tal que resulte la siguiente definicion de
Cc°;

donde H es la funcion de Heaviside, { e&la "fracci6n de nuc1eacion" (4J y A es una funcion
dada por:

Enla ecuacion (3.22), K•• es una constante del materialy T•• es la temperatura de comienro
de la nucleaci6n. Por otro lado, en la ecuacion de crecintiento (3.20), T., es 1&temperatura
de finalizaci6n de la Ducleaci6n ({ = 1), K••., K•• y nc son parli.ntetros del material y t" es
el tiempo de duracion de la nucleaci6n (tiempo transcurrldo desde { = 0 con T = Tsshasta
{= 1).

De acuerdo con la ecu.acl6n (3.20), 5e ve claramente que durante la nucleaci6n c: no
evolutiona. Una vez finalinda. Ia nueleati6n, c: comienza a creeer partiendo de un valor



nulo gracias a 1&conaideraciOn de 1&funciOa A(T", t,.) en el exponente de 1&ecuad6n (3.20).
En este Ultimo aspecto Be diferencia el presente modelo de cambio de Case s61ido-s6lido con
el preaentado en [.].

4. E.JEMPLO NUMEBlCO

Se realisa un auAlisis t~co de un especimen cilindrico de hierro con grafito
eafero.idal (diUnetro=10 DUn y altura=l.tO mm) que se halla ell un molde de Mena rodeado,
a su vez, de una Weara de &CerO(diametro interior=l85 mm y espesor=30 mm) que tiene
1&fiaalidad de evitw la de!ormaci6Jl exterior de la arena. La Figura 1 muestm el fl8Cluema
y disposici6n general del experim.ento; 5e ha medido 1&e't'oluci6Jl de 1&temperatura y del
desplBllamiento radial en pUDt08 sitUad08 aproxjmadamente en la mitad de 1&altura del
especimen. Para tal1in, Be ubiCUl termopares en las direcciones radiales 00, 1200 Y 2400,
COInf!lUlandodesde el eje del cilincho hasta p08iciones dentro de 1&Mena del molde.

Las propiedades termomecwcas de 108materiales que intervienen en este problema pueden
c:oanlta:rae en [6]. En eIlIDlilisi. nmnenco lie suponen v8Jidu las Condiciones de aDlsimetria
Y Be realisau loa c:8leulos en 1In&ma1la camp_t. 540 elementol finitOl iIopanmAtricos de
4 nodos. La temperatura inicial uniforme de la pieza es de 1250 ·Cmientra& que la de 101
moldes es de 25 ·C.

Par r&lOlle8 de espacio, 108 resultados que lie muestran a cOiltinuaclon Ie refieren al
bahmce energetico del problema considerando en Corma acoplada el modelo microestructural
presentado anteriormente.

La Figura 2 muestra loa resultadOl experimentales de la evoluci6Jl de 1&temperatura en
diferentes puntas [81. En la Figura 3 Ie presentan diebas evoluc:iones considerando un modelo
para el cambio de fase s61ido-s6lido como el expresado par la ecuaciOll (3.19), es dear, sin
conaideraclones microestructurales. Par otro lado, 1&Figura. muestra los mi8DlO8resultados
teniendo en menta el modelo microestmctural preaentado anterionneDte. Mientras que en la
primera de las simulaciones la temperatura de finalizacion del cambio de Case solido-solido es
un dato conocido del problema, en el segundo an8Jisu dieba temperatura viene determinada
pm el modelo microestructural y no puede conocerse a priori. A-dema., 1&velocidad de
liberaci6n del calor latente es totalmente diferente en ambos casas hecho que produce algunas
variaciones en 1&evoluci6n de las temperaturas. Pm Ultimo, es posible observv un buen ajuste
entre 101 resultados experiment ales y 108calculados.

5e ha present ado en este trabajo un modelo termomecamco considerando efectos
microestmcturales para simular problemas de solidificacion de fundiciones de hierro con
grafito esferoidal. Este modelo se halla fonnnlado dentro del contato termomecanico
desauollado en [1, 3J, es una extension del modelo viscoplastiro descrito en [4,5] y la finalidad
del mismo es la descripci6n del comportamiento promedio de !as Casesen.tentes en cl material.
El cambio de fase liquido-sOlido ha sido tenido en menta par medio de una relacion fracci6n
liquida-temperatura explicita mientras que la la transformaci6n s6lido-solido (austenita a
Cerrita) Ie 1&describe con un modelo de nucleaciOn y crecimiento de la fase Cerrita regido pm
una ecuacion basada en la ley de Avrami·Johnson-Mehl.

Se ha realisado un anwis numenco de un problema de solidificacion de fundicion de hierro
con grafito esferoidal. Diebo ana.Iisis se ha centrado en el balance de energfa y su acoplamiento
con el modelo microestructural p~entado. Par Ultimo, es importante mencionar el buen
ajuste alc&llllado entre loa resultados obtenidas con dicho modelo y 1as medidas experiment ales
obtenidas en labaratorio.
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Figura 2. EJlM10 de soIidifieaci6ll: res81'-dol c:EperimenQJesde la eTolllci6n de la
temperatua eB difereates PUlltos.
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Figura 3. Enla70 de soJidificaci6n: resultad08 ealeulado. de Ia evoluci6n de Ia
temperatura en diferentes punt08 usando un moddo macr0se6pieo para
eI cambio de f...., s6lid<>-s6Iido
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Figura 4. Ensayo de solidincaci6n: resultados ca1eulad08 de Ia evolution de Ia
temperatura en difuCJltes punt08 _do un modelo mic:r0se6pieopara
eI cambio de fasc s61ido-a6lido


