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RESUMEN:

Las particularidades de la teoria micropolar continua propuesta por tos hermanos Cosserat &s anali-
zada en el caso de flexion plana eldstica lineal y comparadas con las soluciones de la teoria clasica
del continuo. Los resuitados muestran la. importancia de los parametros adicionales del continuo de
Cosserat en la prediccion del campo de los desplazamientos.

1.-INTRODUCCION:

A comienzos de este siglo los hermanos Cosserat (1) introdujeron una formulacion generalizada de
los medios continuos. Esta se caracterizaba por rotaciones independientes de cualquier campo de
desplazamientos. Es asi que en el continuo Cosserat cada punto material equivale a un cuerpo rigido
infinitesimal de tal. manera que se desarrolian no solo las tensiones convencionales sino también mo-
mentos tensionales.

E! continuo de Cosserat constituye una teorfa original ya que a nivel tensional equivale a admitir que
el tensor de tensiones es asimétrico, lo cual en la teoria clasica es a priori rechazado en base al axio-
ma de Boltzmann.

Recién muchas décadas después de ser propuesta, la teoria micropolar de Cosserat ha encontrado
gran atencion en la comunidad cientifica. Como consecuencia, autores varios han publicado trabajos
prominentes en los cuales se establecian relaciones con el continuo clasico y se analizaban caracte-
risticas particulares de la teorfa micropolar. Entre otros podemos citar los trabajos de Guenther (2),
Mindlin (3), Toupin (4), Schaefer (5) y Eringen (6). Estos fueron atraidos mas por el aspecto tedrico de
los continuos no convencionales que por la potencialidad que ellos brindaban para la simulacién com-
putacional del campo de deformacion de sélidos, cosa que en aquella época estaba fuera de alcance.
En los Gitimos afios ha surgido un interés renovado en los continuos Cosserat debido al hecho de que
los parAmetros materiales adicionales conducen a relevantes ventajas en los andlisis computaciona-
les. En particular estas ventajas son mas categoéricas en el caso de simulacién de procesos de locali-
zacion de deformaciones en sdlidos elastoplasticos que incluyen ablandamientos, los cuales condu-
cen a problemas patoldgicos de falta de objetividad de los resuitados respecto del tamaiio de la malla
de elementos finitos. Entre otros podemos citar en este contexto los autorizados trabajos de Muelhaus
(7), de Borst (8) y Steinmann y Willam (9).

En este trabajo se presentan resultados de problemas de flexién plana en medios micropolares elasti-
cos lineales y los mismos son cotejados con las predicciones de Ia teoria clasica. Los andlisis se lle-
van a cabo con el Método de las Diferencias Finitas y con el método de Rayleigh Ritz. Los resultados
muestran la fundamental importancia de la longitud caracteristica de Cosserat en la variacion de los
campos de desplazamiento y de deformacién obtenidos.

Estas investigaciones se enmarcan dentro de los trabajos preliminares que viene desarrollando el
primer autor para completar la tesis de Magister en Ingenieria Estructural de la Universidad de Tucu-
man.
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2.-ECUACIONES FUNDAMENTALES DEL CONTINUO ELASTICO COSSERAT
2.1.-DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

La teoria micropolar se basa en la descomposicién del tensor de deformaciones en una parte simétri-
ca e g)

€y = ('+—% m
y otra asimétrica ey,
P
€] = ‘L(ﬁ‘_‘)“e *9. @

donde ¢z representa el giro polar de cada punto material, el cual depende de los desplazamientos.

En el estado plano el tensor de deformaciones, en su parte simétrica y asimétrica estard completa-
mente definida por cuatro de sus componentes

S o) =& Gy = 0
¢y =% ‘=% 4w =0
=i, w=HE+s)  qy=iE-g)-e O
=5+9. €(x) z%(%““%) €] z%(%"%)"" 9.

Una medida adicional de la deformacion es el tensor de curvaturas x; ,definido como

=%

iz

para el caso plano es i=x,y

_ 9

sz*“af )
_ 94

K'yz— Y

que es la medida de la rotacion sobre cada eje del sistema de coordenadas.

2.2.- EQUILIBRIO ESTATICO

ranva

v

Figura 1 : X
A cada punto del continuo micropolar se le asigna un vector de desplazamiento y un vector de giro. La
figura 1 indica las tensiones en el elemento micropolar infinitesimal.
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Consideramos el equilibrio del elemento infinitesimal del continuo micropolar. El equilibrio de fuerzas y
momentos conduce a las ecuaciones:

o )

-&—iy+bj=0 5)
an _

E+eyz*0'ij+vz—0 6)

donde b, son las fuerzas masicas, v; el momento de volumen del cuerpo y m, denotan las tensiones

momentos definidas como momento por unidad de superficie.
Desarrollando estas ecuaciones para el caso bidimensional obtenemos

& v
Tt+e =0 )
& &,

an, | My —

7'*'2'_——(0')“—(79)—0 . 9

en las cuales fueron considerandas nulas las fuerzas de masa by y los momentos de volumen v,.

2.3.- CONTINUO ELASTICO MICROPOLAR

Las ecuaciones constitutivas del material derivadas de las expresiones de la energia potencial, para el
caso isotrépico y lineal elastico quedan definidas mediante las dos expresiones siguientes:

o, =Ey*ey (10)
m, =C, *K, 7 (11)
donde el tensor de cuarto orden E esta definido como

Ey=0*6,*0,+a,*8,*6,+a,*6,*5, (12)

con las constantes

a, =4 a,=p+p, a,=p-p,
siendo A y p las constantes de Lamé y . la constante de Cosserat.
A su vez

Cy=cp =B*1}*8,

Co=C,, = B*I}

C,=C,=0

con lo cual, teniendo en cuenta tas (3),(4) y (11), nos queda

m,=C_ *x_=B*L*x, (13)
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— — 2
mﬂ_cyy*xw_ﬂtlc‘xyx (14)
L.a ecuacién constitutiva en notacién matricial resulta
o=E*s

con los vectores
aT =[Un’aw’axy ’aﬁ’mn’mﬁ]

r_’ .
I3 =[£“,£”,6ly ,E,“,K'n,lf”]

y la matriz material

[A+2u4 A 0 0 0 0
A A+2x 0 0 0 0
gl © 0 prp op-p 0 0
0 0 u-p p+tp O 0
0 0 0 0 A 0
| o 0 0 0 0 At

En lo que sigue buscamos una expresion que relacioneel giro ¢z e Cosserat con los desplazamien-

tos.
Desarrollando las ecuaciones constitutivas (10) y (11) obtenemos

0. =(A+2)%+A% (15)
0,=%+(A+21)% (16)
O, =+ u)%-0]+ (- p)|g+0. )=+ 1) +(u-p)%~2p.9, (17
O =(U=p)E-0J+(u+ )| 3+0.|=(u- )% +(u+p)2+20.0, (18)
m,=flx,=f% (19)
m, =Bk, =fl % ‘ T (20

Reemplazando estas expresiones en las ecuaciones de equilibrio nos queda

A2 T+ A5+ (- ) g5 +(u+p)oe+2pu % = @
Agp+(A+2m) L+ (u+p) B+ (- p) 35+ 24, % = 22)

g ?
Bt (o ) 3+ (= )5 200, + BE S — (- ) 2 — (u+ 1) 3 =210, (23)
Derivando las ecuaciones (21) y (22) respecto de y y de x respectivamente y sumandolas obtenemos
una expresion para el Laplaciano V2¢z,n .Esta la igualamos con

3’g, +a’¢, —Cu) v (28) gu  Au

iy g g g @4
la obtenida de la (23). Asi obtenemos finalmente una relacion entre el giro y los desplazamientos dada
por

IRV A L AY-A W Y Y-
¢1_7(7 5) ((2%)’)—2—[&0’5‘;’ ac’ol"y"'}?’t—@%] (25)
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3.-PROBLEMAS DE VALORES DE BORDE

3.1.-FLEXION SIMPLE ELASTICA LINEAL

El caso particular de la flexion de vigas de peguerio porte podemos enmarcario dentro del criterio de
conservacion de la linealidad de ias secciones de acuerdo a la hipétesis de Bemoulli. Ei valor del co-
rrimiento en ef sentido del eje longitudinal de la pieza es en este caso

— av
u=-ys
el giro ¢, se reduce entonces a:

$. =2 (26)

Las tensiones y momentos en el caso de flexion simple donde se desprecia la incidencia del esfuerzo
de corte, resultan

O =(A+24)% =—EI% o @n

Fe)

m,=Qlx, = QT =-A % . (28)
Nota: la hipétesis de Bemouili, secciones planas luego de la deformacion, condiciona el rango de va-
riacion de ic, de acuerdo a A < /., siendo h la altura de fa pieza.

3.2.-METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS:

De las expresiones definidas en la seccién anterior pueden deducirse una ecuacion diferencial de
equilibrio cuya solucién la encontramos con el Método de las Diferencias Finitas.

El momento externo que acttla sobre la pieza se obtiene sumando los momentos producidos por es-
tos esfuerzos internos de acuerdo a ’

__f _ Py _ g hn Py — 273\ 3
M =0 bydy—m_bh=—~EI 22~ fi2bh s = —( EI + Q) Ly

Si llamamos:
C=—(El+ ﬂc’bh)

la ecuacion diferencial queda de la forma:

Py M
&? C
Para aplicar el Método de las Diferencias Finitas, dividimos la viga en ocho tramos de !a siguiente ma-
nera:
0 1 2 3 4 5 6 7 8

las condiciones de borde para este problema son:
para x=0 vi=0 Yy 2=0=L(v,—v)=>v =y,

El sistema de ecuaciones en funcion de las incognitas v, resuita
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(s = 2vo +0) = (2 = 2w) = (2v) = = 2
(v = 2v, +vy) = M= 18
L (v, = 2v, +vy) =2 =30
L (vy = 2vy+v,) ==
dr(vy = 2v, +vs)= = f
L (v —2vs +vg)= =30
L (v —2vg +v,) == f
L(vg—2v, + vy )=t =g

Si consideramos los siguientes valores datos

P:=3 1= 40 E = 30000 b =10 h:=10 B=—=
Ig=h i=0.7 j=0.7

2
Resulta  C'=-b-h. (Eﬁh f Bl g) c=-510

La matriz A de los coeficientes del sistema de ecuaciones es

[2 0 0.0 0 0 o0 0o [o.sooooooo'
-2 1 06 0 0 0 0 O 1 1000000
1 =21 0 0 0 0 0 152100000
A={0 1 21 00 00 ala|2 3210000
6 0 1 -2 1 0 0 0 254321000
0 0 0 1 -2 1 0 0 3 5432100
0 0 0 0 1 -2 1 0 35 6°5 4 3 21 0
e 0 0 0 0 1 -2 1, | 4 7654321J

E! vector de los momentos debidos al esfuerzo exterior P es:

4 ' "2'°8 4’8

MS(P-L .
64-C

7-P-l 3P0 5.P4 Pl 3P P P-l) ?
' 8

con lo que el vector de las deflexiones resulta
Va(-3.10°%,-1125.10°4,-2.4.10°%,- 405 10°%, - 6.10°*,-8.075-10*,-0.001 , - 0.001 )
En el caso que Ic=2*h, el vector de las deflexiones resulta

/ 2 \
lg=2h C = -b-h-(—'E—i-zt]—+p'|c2) C=‘1.25‘108
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Finalmente si lc=0 obtenemos la misma solucién del continuo clasico

2
fg=0 :=-bh-(El'—;' +-ﬂ-|cz> c=-2510"
Los resultados se muestran en fas figuras 1, 3,4y 5.

3.3-METODO DE RAYLEIGH - RITZ
En el caso de flexion en un continuo micropolar el potencial de la energia viene dado de la forma
! 2 1 2,12 '
7= [ EI(S] e AR0H{ ) - o,
con las condiciones de borde '

x=0 vo=0 2=0
Consideramos para el campo de desplazamientos verticales una ecuacién polinémica de la forma:

v=a, +a,x+ax’ +ax’
donde los gradientes seran entonces

& 2

2=a,+2a,x+3a,x

Py
2t =2a, +6a,x

De las condiciones de borde resuita a, = 0 ya,= 0

Reemplazando estos valores en la ecuacion polindmica y sus gradientes y luego en la expresioén de =
obtenemos

2 . I
n=1EI ﬂ(2a3 + 6a4x)2dx +&* jj(2a3 + 6a4x)2dx - P(agx2 +ax’ )L
7= %E[(4a321 +12a,a,l> + 120313) + #(40321 +12a,a,” + 12af13)— Pa)l’ - Pal’

Para encontrar las constantes

7 =4 EI [(2a, +6a,x) dx + 2 [(2a, + 6a,x) dx — Plays + a4x3)!

!
0

n=1El(4a}l+12a,a,* +12a;1 )+ 224 (4a31 + 12a,0,1" +12a}P) - Pa,l* - Pa,’

:

2 = L El(8a,l +12a,17 )+ 22 (8a3(+ 12a,1)- PP’
£ =1 EI(12a, + 24,1’ )+ 5*(12a,/° + 24a,I’) - PP
I, =1bh , .
2 =4Ela,l + 6Ela,lI” +4fla,l +6fl al’ - PI" =0
£ =6Ela,l” +12Ela,l’ + 64l a,I" +12fl a,l> - PI’ = 0
A partir de este sistema obtenemos los valores de a; y ay:

4(EI+ 1, )a 1+ 6(ET+ Al Ja,i* = PP

4Bl + A1 Ja,* +6(EL + A Ja,I* = PP
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Los valores de las constantes son:
— L

a; =3¢

ay =%
De esta forma la ecuacién de los descensos verticales de la viga para el estado de cargas planteade
es:

£ x)..2
V=37 (I - 3)x

El mismo ejemplo numérico desarrollado por el método de las diferencias finitas, se calcula
con Rayleigh Ritz, y arroja los siguientes resultados, para Ic=h

) Y
l¢=h C:=-bh <E—12r—'~ + ﬁ-lcz) C =-510" x =5
. P X-i .2
] - (X
V; X ( 3 ) (x-i)

Tomando lc=2"h:

2
l¢:=2:h c:-o-n(%‘fw-ch) . Cc=-12510" x:=5

,9.
O.

En el caso de que Ic sea 0, estamos en el caso del modelo clésico:

. 2
le=0 CZ:'M'('ETZE +ﬂ-lc2\ © Cc=-2510 x=5

7

Los resultados se muestran en las figuras 2, 3, 4y 5.
4.- CONCLUSIONES:

En este trabajo se analizaron las particularidades de la flexion plana de sdlidos micropolares elasticos
lineales. La influencia de la longitud caracteristica en la ductilidad del continuo se mostré por medio de
las soluciones de Diferencias Finitas y de Rayleigh Ritz. Se observa que en el caso limite, cuando ic
tiende a cero, la solucién del continuoc micropolar reproduce el campo de desplazamientos de la teoria
clasica, si bien en este caso la longitud de caracteristica es menor que la altura de la viga.

La flexion del sélido micropolar no satisface la hipétesis de Bernoulli.
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Deformacién calculada por el Método de las Diferencias Finitas .
0
-0.0005
£ 0001 ;
£
§
g -0.0015
§ .
-3 | ——lc=h
a  -0.002 4 I=2"h
——c=0) (clisico)
0.0025 )
-0.003
Longitud de la viga
Figura 1
—ed
Deformacién calculada por el Método de Rayleigh Ritz
0 4
-0.0005 T
E- 0.001
]
g 0.0015 + -
——lc=h i
g -0.002 L|c=2’h
|0 i
-0.0025 +
0.003

Longitud de ta viga
Figura 2
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Deflexiones para lc=h_.Comparacién de resultados {
]
0
-0.0002 }
E 0.
E -0.0004
[ P
¢ -0.0006 —— Diferencias Finitas
§ -0.0008 ~RaylghRitz | |
g -0.001
00012
0.0014
Longitud de la viga
Figura 3
Deflexiones para ic=2*h.Comparacion de resultados
]
-0.0001 +
£
€ -0.0002 } .
E ——— Diterencias Finitas
§ -0.0003 ~—— Rayleigh Ritz
§ -0.0004
a
-0.0005 +
-0.0006
Longitud de la viga H
Figura 4 i
Deflexiones para lc=0.Comparacién de resuitados.
Caso Clasico
0
-0.0006
£
E -0001} o
§ ; ~——Diferencias Finitas |
g ooy — Rayleigh Ritz
4 —_Rayeghtz |
g -0.002
0.0025 }
. -0.003
Longitud de la viga
Figura 5
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