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RESUMEN
Se considera una barra representada por el intervalo 0 < x < Xo, a temperatura inicial 0o

Oo(x) ~ 0, sometida a un flujo de calor q=q(t) > 0 en Ia cara izqtiierda x = 0 y a una
temperatura b(t) > 0 en Ia cara derecha x = Xo (Xo podria ser tambi6n + 00, es decir un
material semi-infinito). Se consi.dera el correspondiente problema de conducci6n del calor y se
supone que la temperatura de cambio de fa:se es de 0°. Se realiza el an8Iisis numenco del
problema utilizando dos metodos distintos de diferencias finitas, uno impHcito y el otto
expHcito.
Se prueba la necesidad y/o suficiencia de ciertas condiciones sobre los datos, a fin de obtener Ia
existencia de un tiempo de espen en el cual se inicie un cambio de fase en el problema discreto.

ABSTRACf
We consider a slab, represented by the interval 0 < x < Xo, at the initial temperature 0o =
0o(x) ~ 0 having a heat flux q=q(t) > 0 on the left face x = 0 and a temperature condition
b(t) > 0 on the right face x = Xo (Xo could be also + 00, i.e., a semi-infinite material). We
con~der the corresponding heat conduction problem and we assume that the phase-change
temperature is O°C. We make the numerical analysis of the problem through two distinctic
finite difference methods, one implicit and the other explicit
We prove that certain conditions on the data are necessary and/or sufficient in order to obtain
the existence of a waiting-time at which a phase.change begins in the discrete problem.



i) p c 8t - k 8n = 0, 0 < x < Xo, t > 0,
ii) 8(x,0) = 80(x) > 0, 0 $ x $ Xo,

ill) k 8x(O,t) = q(t) > 0, t > 0,
iv) 8(Xo,t) = b(t), t > 0,

donde p es Ia densidad de masa, k es la conduetividad temuca y c es el calor especifico.
8

0
= 80(x) es Ia temperatura inicial y Ia funci6n b(t) representa Ia temperatura en el borde x =

Xo (0 < Xo$ +00). Para eI caso Xo= +00 se reemplaza Ia condici6n (4) por
6(+oo,t) = 80(+00) > 0, para t > O.
Sin p6rdida de generalidad se supone que Ia temperatura de cambio de fase es O°C.

Seg(m como sean los datos 80, q Yb puede ocunir que:
(a) eI problema de conducciOn del calor este defiuido para todo tiempo t > O.
(b) exista un tiempo de espera t· < +00 demanera que, para tiempos t 2:: t aparezca otra
fase (en nuestro caso la s61ida). En esta circunstancia existe una frontera libre x = s(t) que
separa-las fases, con s(t) = o.

Para el caso de temperatura b(t) = b > 0 constante en x = Xu y flujo q(t) = q > 0 , tambien
constante, Ia soluci6n estacionaria viene dada por:

8oo(x) = ~ (x - Xo) + b (5)
Yuna condiciOn necesaria para obtener un problema estacionario de Stefim a dos filses es que

q>~ ~
dondek es Iaconductividad temuca de Ia rase Hquida [1] (para el caso n-dimensional ver
tambieli [2,3]).

Recordando que la solucion del problema (1) - (4) con datos b > 0 Yq > 0 converge a 800 =
8oo(x) CUlIDdot tiende a +00 [4], en (5) se planteO eI problema de balIar Ia relacioo entre el
flujo q en x = 0 y un tiempo tl tal que para t 2::t( aparezca otra We. Y se obtuvieron los
siguientes resultados:

Teorgu 1: [5] Se supone que Ia temperatura inicial verifica la condicilm b 2:: 80 2:: 0 en
[0,Xo1y 80(Xo) = b. Si tl > 0 yel flujo constante q > 0 verifica la desigualdad

a= .!..
, pc

entonces, otra fase (1a sOIida) aparece para t 2:: tl . Mils &Un, 8(0,t) < 0 para todo t 2:: t(
Yla frontera libre x = s(t) comienza en un punto (O,t') con 0 $ t' < tl .

Corolario 2: [5] Si se considera eI plano t,q y se define eI siguiente conjunto:

Q = {(t,q) I q > f{t), t > o}, f{t) = 11k (;2" (8)
Xo[l-exp<--r)]

entonces se tiene un problema de Stefiln a dos rases para todo (t,q) E Q.



En Ia secci6n 2 del presente ~o se aplica un modo de diferencias finitas implicito a fin de
obtener un esquema nutllerico para aproximar la soluci6n del problema (1) - (4) Y se obtienen
a1gunas condiciones sobre los datos que garantizan Ia positividad de Ia soluci6n discreta.
En Ia secci6n 3, aplicando un metodo de diferencias finitas explicito, se expresa Ia temperatura
discreta en el borde x=O como un polinomio en la variable >'=0:; (siendo dt el paso en la
variable temporal y .Ax el paso en la variable espacial) y se obtiene una desigualdad, en Ia que
intervienen elflujo q y Ia temperatura inicial9o, a fin de asegurar la presencia de otra rase (1a
salida) a partir de un cierto instante de tiempo.

n. APLICACJON DE UN METODO DE DIFEBENCJAS FJNITAS IMPLICITO

Para discretizar el problema (1) - (4) se estableee un maIlado de paso espacial .Ax = ~ (N
natural) para Ia v~able x y de paso dt para Ia variable temporal t.
Se notani con ut a una aproximaci6n de la soluci6n 9 en eI punto (Xi, t.i) == (i.L\x,jdt) para
i= 0, I, ... ,N Y j=I,2, 3, ...
Se aproxima la ecuaci6n (I) por:

Las condiciones (2), (3) y (4) se tradUCeD.respectivamente en:
Ur = 9o(Xi) i= 0, I, ... ,N

. Ax
U{ = - T q(tj) j=I,2, 3, .

U~ = b(tj) j=I,2, 3, .

(9)
i= I, ... ,N-I ,j=I,2, 3, ..

Definiendo >. = Q~ Y uJ = (UL U~,... ,U~_I)t el problema discreto (9) - (12) se escribe
en forma matricial : A tJi = Ui-l + ci

1+>' ->. 0 0
->. 1+2>' ->. 0 0

A= 0 ->. 0
con 0 0

->.
0 0 0 ->. 1+2>'

(10)

(11)



(

-.\~ q(t;»)
el = :

o
'\b(lj)

Este metodo de diferencia regresiva resulta see incondicionalmente estable y converge a Ia
soluci6n del problema continuo con un orden de convergencia O(at +M) [6].
~ vera a ~6n que relaci6n deben guardar.tos datOSj-flaraque, ~ ~ temperatura ~
tIt es posrttva (i = 0,1, ... ,N), la temperatura discreta Ui en el Slgutente paso de tiempo,
resulte tambien positiva.
Veamos algunas definiciones que ser8n Utiles en 10 que sigue:

DefiJici+D i) Una matriz M = (1Dij) se dice positiv. si todos sus elementos IIlij son no
negativos (es decirlllij 2:: 0 V i,j).
En particular, un vector v = (Vi) se dice positivo si Vi 2:: 0 'Vi.

ii) Una matriz cuadrada real M se dice _6tH. si es inversible y su inversa es
positiva.
Ademas[7]:

Teot!IIII); la matriz A definida en (14) es mon6tona.
D) Sea v que verifica Av 2:: 0 v = (VI, V2, , "N-I)'
Sea p ei subindice para el cual vp ~ Vi 'Vi= 1,2, ,N-I
Sip=.l
o ~ (Av)1 = (I +.\) VI - .\V2 = .VJ + '\(VI - V2) ~ VI => VI 2:: 0 => v 2:: 0

Si2 ~ p ~ N-2
o ~ (Av)P = -- '\Vp-I + (I + 2.\) vp - '\Vp+1 ~ vp =? vp 2:: 0 => v ~ 0

Si P = N-I
o ~ (Av:>N-1= - '\VN-2 + (I + 2.\) VN-I ~ "N-I => "N-I 2:: 0 => v 2:: 0

Tt9ftIDI 3; Sean los datos q , DoY b constantes (Do "" b, el = c Vj ) Y Ui == (U{, ut ...
,U~_S que verifica el esquema (13) para j = 1, 2, .... Entonces, si en un instante de tiempo
t; = jat es Ui positivo y .

~q< &
resulta WI positivo.

D) Como col1llCCUenciadel Teorema 2, la matriz A-I, inversa de A, es positiva.
De (13) resulta WI = A-I(UJ + c) Ypor 10tanto, para que Uj+1 sea positivo es suficiente que
Ui + c sea positivo, es decir, teniendo en cuenta (15), la tesis.O



i= 1, ,N-I ,j=-I,2, 3, _..
y se consideran las condiciones (10), (11) y (12) se obtiene un esquema en diferencias finitas
explicito para encontrar Ia temperatura discreta tY; que aproxima a O(X;, t;):

Si bien este metodo no es tan eficiente como el empleado en Ia secci6n anterior, ya que es
condicionalmente estable y converge a la soluci6n del problema (1) - (4) con una raWn de
convergencia O(k+h2) 8010si [6]:

.A~ ! (20)
se 10 utiliza aqui pues pennite obtener una expresiOn de la temperatura discreta en el borde
x = 0 para todo paso de tiempo jAt , en funci6n de los datos inicial y de borde. De este modo
es posible establecer condiciones suficientes para Ia obtencion de un tiempo de espera en el
problema discreto.

TeoRJDI4: Si los datos b, q Y 09 son constantes, b = (J9 y se verifica (20) , los valores Uf de
la temperatura discreta obtenidos aplicando el esquema (19), con las condiciones (9), (10) Y
(11), verifican:
i) Uf ~ ~1 i=- I, ... ,N-l , m==O,I,2, 3, . . . (21)

D) i) La demostraciOn se hace por induccion para m:
Considerando (10), para m=O (21) se verifica.
Suponiendo que (21) es villido para m=k, a partir de (19) se obtiene

v~N- ut' = (I-2.A)(U~1 - U~)+.A(U~z - V~+l)+(U~ - U~I)2 0
ii) La demostracion se hace tambien por inducciOn para m y es similar a i) .0

Como consecuencia de este teorema, para determinar eI instante de tiempo, a partir del cuaI
aparece la fase 801id&,en eI problema discreto, basta calcular para que valor de j resulta
U~ <0.

Teorema 5: Con las bip6tesis del Teorema 4 resuhavi = 09 - q~Pi(.A) i=I,2, ... ,N-I
. j-l

donde p!(x) = L:a.n(ij) x'"



D) La demostraciOn se hace por un dobIe proceso de induccion, es decir, se verifica la validez
de (23) en cada paso de tiempo j, para todo i=I, 2, ... , N-1 y luego para todo j=l, 2, ..
aplicando reiteradameote (19), (9) Y(10).0

Teomna 6; Con las bipOtesis del Teorema 4 resulta
U~= Do - q~~(,\)

. }I
donde PJo(x) = Ea",(j) x'"

m-o
con aoG) = 1 81(j) = j - 1

(-1r-12•. 1(2m-3)!! (j--I)! .
a",0) = (ml)2(j-(m+ I»! m ::::2, ... , J-l

D) Se prueba por inducx:i6n paraj, aplicando 105 resultados del teorema 5.

ConJIario 7; Si q > A_~;:~ existe un tiempo de espera t; := jAt a partir del cual el problema,-"" .•...(-\)
(19), (10)-(12) es a dos fases.
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