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RESUMEN

En este trabajo se formula un simple modelo no lineal de junta sinovial que permite
capturar las principales caracteristicas de deformacién del cartilago articular y de
la exudacién del liquido sinovial provocada por esta deformacion. El modelo es
resuelto numéricamente y las predicciones son obtenidas en términos de dos pardmetros
adimensionales que pueden ser interpretados como una medida de la deformabilidad del
cartilago y de su porosidad superficial. Los resultados muestran que, para valores tipicos
de estos pardmetros, la exudacién juega un rol importante en la forma adoptada por la
pelicula lubricante que separa las superficies articulares. Estimaciones tedricas de las
predicciones son también discutidas.

ABSTRACT

A simple nonlinear model of a synovial joint that capture the main features of the
cartilage deformations and the synovial liquid exudation is presented. The model
is solved numerically and the. predictions obtained depend on two dimensionless
parameters that account for cartilage deformability and cartilage surface porosity. The
results show, for typical values of these parameters, that the shape of the lubricating film
that keeps the solid surface apart, strongly depends on the hqmd exudation. Theoretical
estimations of the predictions are also discussed.

1. INTRODUCCION

El propésito de las articulaciones o juntas sinoviales es el de permitir el movimiento relativo entre
los huesos que componen el esqueleto de los vertebrados. Las juntas sinoviales son particularmente
efectivas para este cometido transmitiendo cargas altas a bajas velocidades de operacién, con un
minimo de resistencia por friccién.

En la Fig. la se muestra una representacién esquemdtica de las principales caracteristicas de
una junta sinovial. El extremo de los huesos que componen la articulacién estd cubierto por
una superficie delgada, porosa y altamente deformable de tejido conectivo denso conocido como
cartilago articular. La cavidad formada entre las superficies articulares est4 llena con una pequefia
cantidad de fluido (~ 0.2 ml en la rodilla humana) llamado liquido sinovial. El fluido sinovial
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Figura 1: a) Representacién esquemdtica de una junta sinovial. b) Definicién de Ia geometria y

variables del modelo.
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contiene protefnas como albiimina y globulina y un polisacarido conocido como acido hialurénico.
Se supone que sus principales funciones son la de nutricién y lubricacién del cartilago. Todo el
conjunto se encuentra bien protegido externamente por una capa fibrosa denominada céapsula.

El estudio de la lubricac4dn de las articulaciones naturales —particularmente rodilla y cadera—
ha recibido considerable atencién en los tltimos afios. Una descripcién de los principales avances
obtenidos ha sido publicada por Dowson (1] y Ermakov {2]. En general ha habido dos mecanismos de
lubricacién predominantes propuestos para las juntas sinoviales: lubricacidn elastohidrodinamica
{3], en la cual la deformacién del cartilago provocada por la presién generada en el liquido sinovial
es importante y lubricacion bifasica, en la cual la porosidad del cartilago articular se considera
responsable por la generacién de la pelicula liquida lubricante.

La visualizacién directa del comportamiento de la junta en condiciones realistas es muy dificil y
la interpretacidn de los resultados es conflictiva [2]. A causa de estas dificultades experimentales,
las predicciones tedricas son particularmente valiosas. Un completo entendimiento del eficiente
comportamiento de las juntas sinoviales requeriria el andlisis de una variedad de complejos
procesos fisicoquimicos y biolégicos. Sin embargo, los principios bésicos de su funcionamiento
estin gobernados por las bien establecidas leyes de la mecénica. Por lo tanto, los resultados
obtenidos con modelos matematicos basados en las ecuaciones de conservacion pueden resultar
\tiles para contribuir a la comprensién del funcionamiento de la unidad.

La principal intencién de este trabajo es mostrar que las caracteristicas basicas del funcionamiento
de estos sistemas pueden ser retenidas aiin usando una mecanica del continuo relativamente simple.
Un segundo objetivo es obtener un mejor entendimiento del acoplamiento entre la deformacion
sufrida por las superficies articulares como consecuencia del fenémeno elastohidrodindmico y la
exudacién (o imbibicién) del liquido sinovial por compactacién.

2. MODELO ELASTOHIDRODINAMICO

En el sistema analizado ——que se muestra en la Fig. 1b— las superficies articuladas estan
representadas por dos cilindros de radios R; y R; girando en direcciones opuestas con velocidad
V. Los cilindros estan cubiertos por una delgada capa elastica, de espesor T, que representa el
cartilago articular. Desde el punto de vista del modelo, el cartilago se considera como un material
poroso, saturado, cuyo fluido intersticial puede ser expelido por compactacién. Los cilindros se
encuentran presionados entre si por la carga que soportan de tal manera que la distancia que separa
el centro de sus superficies en un hipotético estado indeformado es 2Hj.

Para la descripcién del modelo es conveniente utilizar las coordenadas adimensionales

$=X/\/RHO, y:Y/Ho,

donde R es un radio medio definido por

La posicidn de las superficies articulares a una distancia X de la linea de centros puede calcularse
incorporando la deformacién a las ecuaciones que describen las superficies cilindricas, i.e.,

/2
Hy(X) = Ry 1~[1 - (%)] - Dy(X),
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1/2

Hy(X)=~2Ho+ Ry | 14 [1 - (E)z] + Dy(X),

donde D;(X )} ¥ D2(X) representan la magnitud de las deflexiones de las superficies del rodillo
inferior (rodillo 1) y el rodillo superior (rodillo 2) respectivamente.

Como X/R;, y X/R; son ambos pequefios respecto a la unidad, una buena aproximacién de las
superficies puede obtenerse expandiendo las ecuaciones y despreciando los términos de mayor orden.
Eliminando términos de cuarto orden y superiores, el espesor adimensional del canal de flujo entre
ambas superficies puede representarse mediante la expresién:

= BX) - Hi(X)

h(z) A

-2+ 2% + d(z), {1)

donde d(z) = [D1(X )+ D2(X)]/He es la magnitud adimensional de la deformacién sufrida por las
dos superficies.

El espesor del canal que separa ambos cartilagos es muy pequefio comparado con el radio de los
rodillos, por lo que la inclinacién de sus superficies en la zona de interés es pequefia. De esta
manera, el flujo puede considerarse como cuasi-unidireccional y ser estimado razonablemente bien
mediante la aproximacién de lubricacién. Para un fluido newtoniano de viscosidad p constante, la
ecuacién de lubricacién de Reynolds [3] permite relacionar el gradiente de presién en la direccién
del flujo con el espesor H(X) del canal formado entre las superficies articulares mediante

d_P__lz ______VH_Q°
ax = M\ T '

donde Q. es el caudal del lquido sinovial en el canal de flujo.

El liquido sinovial posee propiedades reoldgicas inusuales debidas principalmente al acido
hialurénico. Mediciones realizadas por Dintenfass [4] muestran que el liquido sinovial es seu-
dopléstico (su viscosidad aparente decrece al aumentar la velocidad de corte) y tiende a seguir ¢l
modelo de ley de potencia. Se conoce ademds que es viscoeldstico ¥ hay razones para creer que
su elasticidad es de importancia en la lubricaciéu de las juntas [5]. Por otro lado, en la artritis
reumatoidea el fluido es esencialmente newtoniano. En todo caso, la alteracién del campo de finjo
debido a los efectos no-newtonianos esté fuera del alcance de este irabajo.

Adimensionalizando la presién con las fuerzas elésticas p = PL/(HoE), donde E es el médulo de
elasticidad del cartilago y L = 2T, e introduciendo el caudal adimensional g = Q./(2VHp) en la
ecuacién de Reynolds obtenemos

dp h—2q, 5
E:;—Ne( B3 ) &

Las condiciones adoptadas para la solucién de la ec.(2) son [6], en la entrada del canal p(—o0) =0,
¥ a la salida del canal p(x;) = 0, dp/dz(z;) = 0. La posicién del punto z; puede obtenerse
combinando las condiciones de contorno con la ec.(2),

T3 =/2(g.(z1) + 1).
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La presencia del término 1/h> en la ec.(2) es indicativo de que fuertes presiones pueden originarse
en pequefios canales. El pardmetro adimensional

5/2
Ne= LVL (—I—{—)
ER* \ H,

puede definirse como un nimero de elasticidad [7] e interpretarse como la relacién entre las fuerzas
viscosas originadas en el liquido sinovial y las fuerzas elasticas originadas en el cartilago por la
deformacidén. :

Debido al pequefio espesor del cartilago, la deformacién de las superficies articulares puede ser
calculada con buena aproximacién por el modelo de columna adoptado por [8]. En este simple
modelo se asume que la deformacion elastica local estd relacionada linealmente con la presién local
P de manera tal que, )

de Di+D, _2PT PL
~  Hy  EH, EH,
con lo que la ec.(1) queda

h=-2+2+p . » (3).

Finalmente, para completar el modelo resta calcular el caudal que circula en el canal. Por
continuidad, la magnitud local de este candal Q.(X) estard dada por el caudal que ingresa al
canal Q.(--00) al que debe adicionarse el liquido intersticial exudado localmente 6(D; + D,),
donde 8 puede ser considerado como la porosidad superficial del cartilago. En forma adimensional,

0(2) = 4.(~00) + 36p() @)

La variacién del factor de exudacién € con la morfologia de la superficie, la carga y la deformacién
del cartilago no es conocida de manera que 8 serd tratado como un pardmetro.

3. RESULTADOS OBTENIDOS

La ecuacién diferencial no lineal (2) fue resuelta numéricamente utilizando la rutina DGEAR
de 1a libreria IMSL que es particularmente apropiada para ecuaciones mal condicionadas. Aun
asi, la integracién debid realizarse hacia atris en el espacio para evitar la aparicién de oscilaciones
producidas por inestabilidad numérica. El valor de g.(—o0) se ajusté mediante un esquema iterativo
de Newton, usando un jacobiano numérico, hasta que las condiciones de contorno resultaron
satisfechas con un error menor a 107° trabajando en doble precisién.

La evolucidn de la presién y- la separacién entre las superficies articulares obtenidas con un
Ne = 1072 y un factor de exudacién 3.87 x 10™® se muestran en la Fig. 2. El nimero elastico
elegido se corresponde con los valores de rodilla normal R = 0.1 m, V = 0.1 m/s, L = 2 mm,
E =10 MPa y una viscosidad del liquido sinovial de 0.1 Pa s.

La presidn generada en el Hquido sinovial resulta en una fuerza neta que tiende a mantener las
superficies articulares separadas y que aumenta con el atravesamiento hipotético inicial 2H,. La
magnitud 2Hjy es un valor no conocido experimentalmente y en los resultados presentados se utilizé
Hy = 209.13 x 10~%m definido como la distancia que permite alcanzar una carga adimensional
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/p dz = 3.869,

equivalente a una fuerza de separacidn entre las superficies de 18500 Nw/m ( o aproximadamente
tres veces el peso de un adulto normal para una longitud axial tipica de las superficies cilindricas
de 0.1 m).

A partir de z ~ /2, la presién comienza a crecer rapidamente como consecuencia del aumento de
los esfuerzos viscosos a medida que el luido es arrastrado al interior del canal. La presién alcanza
un maximo de p ~ 2 en x = 0 para luego caer nuevamente a su valor inicial en z; = 1.423. De
acuerdo a estos resultados, el efecto de la ficil deformabilidad del cartilago es promover que la
presién en el liquido sinovial coincida muy estrechamente con la presién del limite de contacto seco
h — 0. En estas condiciones limites la presién tiende a la forma cuadrética [ec.(3)):

plz)=2—2° 6

en el rango —v2 < z < 2 y es nula fuera de este rango. Para el caso § = 0, los resultados arrojan
presiones ligeramente inferiores a las obtenida con el cartilago poroso (ver recuadro de la Fig. 2a).

Como consecuencia del campo de presién hidrodindmica desarrollado en el Hquido sinovial, las
superficies articulares se separan desde su hipotético estado inicial & = —2 4 z2 fec.(1)] formando,
cuando & = 0, un canal de flujo delgado, del orden de 5.46x 10~ men z = 0, con la forma aplanada
tipica de los contactos no porosos muy cargados [3]. En las mismas condiciones, sin embargo, el
cartilago poroso adopta una forma convexa que es un 25% mas alta en el centro del canal, Al
interpretar este resultado, es conveniente tener en mente que para valores de h muy pequefios, la
ec.{2) implica

h ~2q., (6)

por lo que si # = 0, h - constante. En el caso poroso g, es variable y es necesario analizar su
evolucién a lo largo del cartilago para entender la causa de Ia convexidad obtenida.

Para ello, en la Fig. 3b se grafica el caudal que circula entre las superficies articulares como una
funcién de la posicién, tanto para el caso poroso como para § = 0. En el caso no poroso, el caudal
tiene un valor constante ¢, = 0.0131 [~ h(z = 0)/2]. Por otro lado, cuando 8 = 3.87 x 10~3, el
valor de g.(z) crece a partir de z ~ /2 gracias a la exudacién provocada por la compactacion del
cartilago articular en la zona de presiones crecientes. Esto origina que en z = 0 circule un caudal
aproximadamente 30% superior al caudal que ingresa al canal. Para valores de = > 0, el caudal
decrece hasta su valor inicial ge = 0.012435 a causa de la absorcién de lquido por la expansion
del cartilago durante la descompresién. También en este caso los resultados obtenidos convergen
al resultado analitico del limite de contacto seco ya que, segun las ecs.(4) y (5), cuando h — 0,

() ~ 2.(~o0) + 302 ~ 2%). ™

Es interesante notar que el caudal que ingresa al canal en el caso poroso es menor que el que se
necesita con un sustrato no poroso para sostener aproximadamente la misma carga. No obstante,
las superficies articulares permanecen més separadas durante la mayor parte del dominio en el caso
poroso que cuando 8 = 0. El cartilago articular parece exudar su fluido intersticial de una manera
apropiada para mantener la pelicula quida necesaria para la lubricacién.
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A partir de la ec.{7) se puede predecir que la velocidad con la que se exudara el lquido desde el
interior del cartilago dg./dz crecerd casi instantdneamente apenas se acerque el frente de presién
en un entorno de ¢ = —v/2 hasta un valor de velocidad méxima de O(8v2). Luego la velocidad
de exudacién debe disminur linealmente hasta anularse en el centro del canal como consecuencia
de que el cartilago es comprimido con una presién que aumenta en forma cuadritica. Después de
pasado el maximo de presidn, el cartilago comenzard a embeberse de liquido con una velocidad de
imbibicién creciente hasta alcanzar un maximo de O 6v2) en un entorno de z = V3. A partir de
esta posicién la carga va ha pasado’y el cartilago deja de absorber liquido. Los valores de velocidad
de exudacién cbtenidos que se grafican en la Fig. 3a confirman que los resultados del modelo se
corresponden ajustadamente con las predicciones.

Finalmente, las ecuaciones (6) vy (7) y la concordancia de los resultados obtenidos con el limite de
contacto seco nos permiten suponer que el espesor del canal de flujo deberd tender cuando h — 0
hacia la forma de pardbola invertida A - 2¢,(—00) + 8p ~ 2¢,(—c0) + #(2 x?), lo que explica la
forma convexa obtenida en las predicciones numéricas.

4. CONCLUSIONES

Se ha fornmlado un modelo clastohidrodindmico unidimensional de junta sinovial acoplando la
ecuacién de lubricacidn de Reynolds con un modelo simple de cartilago articular en el que la
deformacién y la exudacién son proporcionales a la carga local. De esta manera fue posible predecir
por simple integracién las principales caracteristicas de presién, deflexién, caudal y velocided de
exudacién sobre un cartilago poroso en condiciones semejantes a las de una articulacién de rodilla.

La adimensionalizacién utilizada permitié caracterizar el modelo con solamente dos parametros,
el nimero de elasticidad Ne que relaciona las fuerzas eldsticas y viscosas puestas en Juego y el
factor de exudacidn §. Un resultado interesante es la prediccién de que para un valor tipico. del
Ne, el sistema funciona en condiciones cercanas al limite hertziano de contacto seco. Esto origina.
la formacién de un canal entre las superficies articulares que posee forma convexa en lugar del
canal de espesor aproximadamente constante que es tipico en los contactos lubricados no POrosos.
Existe ademds concordancia cualitativa entre las velocidades de exudacién calculadas con el modelo
v las publicadas usando modelos constitutivos del caftﬂago articular mucho mds sofisticados
(estas predicciones fueron calculadas por Mow y Lai [9] bajo la accién de uua carga consiante,
parabdlicamente distribuida, sin tener en cuenta el fenémeno de lubricacién acoplado). Esto es
indicativo de que el modelo, a pesar de su simplicidad, ha conseguido captar las caracteristicas
fisicas principales del problema.

No existen datos corrientemente disponibles para el factor de exudacién, por lo que debe ser
utilizado como un pardmetro. Adn cuando el valor de # utilizado -que permite un incremento
del caudal circulante en el canal de mas del 30% del valor de entrada- parece ser apropiado, las
dificultades numéricas asociadas a la utilizacién de un jacobiano numérico impidieron obtener
resultados para valores de 8 mucho més elevados. Actualmente se estd trabajando en la resolucién
del modelo usando el método de elementos finitos y téenicas especiales para obtener la posicién de
la frontera libre como las usadas en Di Paolo [10]. Esto permite usar un Jacobiano analitico en la
iteracidén de Newton y métodos de continuacién paramétrica [11], que presumiblemente permitiran
alcanzar valores mas elevados del factor de exudacién.
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