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Resumen. En eAtetrabajo, demostramos la existencia y unicidad de ""Iucion de la formulacion varia-
dona! Mociada a un esquema hibrido para la conexion no-conforme de mallas de elementos finitOl!.
Ademas, deducimos condiciones suficientcs sobre 105SUbespad05de elemellt05 finit05 involucrados para
obtener convergellcia de las aproximaciollcs de Galerkill correspolldientes. Como problema modelo, He
considera el operador de Laplace sobre una partici61l"" dos subdominios de un abierto acotado del plano.
Nuestros argumentos se basan prillcipalmente en 108resultados cl8sicossobre problemas variacionales con
restricciones.

Abstract. We prove existence and uniqueness of solutioll of the variatiollal formulation associated to
a hybrid scheme for the non-conforming mesh gluing of finite elemellts. III additioll, we derive sufficiellt
conditions on the finite element subspaces in order to obtain convergence of the corresponding Galerkin
approximations. A. a model problem, we consider the Laplace operator acting on a bounded region in
the plane which is subdivided into two domains. Our analysiHis mainly based on the classical results for
constrained variational problems.

La utilizacion de los sistemas actuates de Disano Asistido por Computador (CAD) permite la mode-
Iacion geqmetrica de piezas mecanicas y estructuras de una complejidad creciente. Para realizar el
anaIisis fisico de estas piezas es necesario construir un modelo de analisis que normalmente consiste
en la discretizacion de la geometria en elementos finitos u otros (elementos de frontera, volumenes
finitos, etc.). El punto de partida para establecer el modelo de analisis es, por 10 tanto, el modelo
geomHrico.

Mientras mas compleja es la pieza 0 estructura, mas dificil se hare constI"Qirsu discretizacion en
forma automatica y de calidad controlada segUn las necesidades del usuario. Para hacer £rente a
este problem'a se ha propuesto subdividir la pieza en subdominios geometricos relativamente sim-
ples, en los que 105 generadores automaticos de mallas puedan apIicarse sin mayores restricciones.
Estos subdominios se discretizan en forma independiente y deben :reT unidos antes del analisis de
intcrvcncion del usuario. Esto permite elegir el generador y el tipo de elemento mas adecuado para
cada subdominio segUn las necesidades del analisis.



La teeniea de union propuesta en [ 7] y [ 8} es similar a una formulacion hJbrida donde, si se
utilizan elementos finitos de tipo desplazamiento, 108 eonectores entre los subdominios son las
tracciones de superficie. La interfaz es incompatible ya que cada 8ubdominio utiliza una funcion
de desplazamiento diferente y en la interfaz se puede elegir una distinta de las otras dos.

Esta teeniea puede ser utilizada ademas para un anAllsisglobal/local en elsentido de la distribucion
de esfuerzos (ver [ 1]) y para establecer esquernas de descomposicion de dominios en calculo paralelo
(ver I 3], [4]). Actualmente se investiga la posibilidad de apliearla a la union de dominios en
problemas acoplad05 como la interaccion solido-Huido para independizar la discretizacion del solido
de la del fluido.

El objetivo del presente trabajo es presentar la justificaci6n matematica del metodo propuf'-sto en [
7], haciendo uso de algunos resultados clAsicossobre problemas variacionales con restrieciones. En
especial, se demuestra la convergencia, existencia y unicidad de la solucion propuesta al problema
de conexion entre dos subdominios de discretizacion incompatible en la interfaz.

EI resto del trabajo se presenta como sigue. El problema modelo se describe en la Seccion 2. En
la Seccion 3 se deduce la formulacion variacionalcorrespondiente y se demuestran la existencia y
unicidad de solucion. Finalmente, en laSecci6n 4 se analiza el esquema de Galerkin asociado y se
derivan condiciones suficientes para su convergencia.

Sea (2 un abierto acotado de R2 el cual Be subdivide, por medio de una interfaz r, en dos subdo-
minios (21 y 02 tales que (2 = (21 ur U{h. La frontera de Ose particiona tambien en dos curvas
disjuntas ru.y rt tales que 00 = i"u UI't. Se define ademas r1,t ;= 001 nrt y r2,t := 002 nrt.

Figura 1: Geometria del Problema.

Entonces, dados It E L2(01), f2 E £2(02), 91 E H'-1/2(rl,t) y 92 E H:"'1/2(r2,d, consideramos el
siguiente problema de valores de contorno: Hallar Ul E H1(01) Y U2 E: H1(02), tale,~que

-~U1 =It en 01 ~-~'U2 = f2 en {h,

aU1
rl,t

aU2
r2,t, (1)an = 91 en - =92 enan

'U2 = 0 en ru , 'Ul - 'U2 = 0 en r.



Aqui, n es el Vector normal unitario exterior a 80,H1(01) Y HI(02) son 108espacios de Sobolev
de orden 1 usuales, Y H-I/2(f'l,t), H-1/2(f'2,t) son 108 espaci08 duales de los espacios de trazas
il1/2(f'l,t) Y HI/2(f'2,t), respectivamente. Ademas, denotaremos por Hf.

u
(02) al subespacio de

HI (02) con traza nula en ru'

TI2(U2) := i r IIVu2112dx - r 92U2ds - r J2u2dx.In. Jr... In.
Ahora, la condicion de transmisioo sobre l' Be satisfacera de manera debil a traves de un multipli-
cador de Lagrange A, el cual represent a la incOgnita dada por la derivada normal sobre 1'. De este
modo, se induce la definicion del potencial TI : H x Q -+ R,

1l«u1>u2),A) ;= Ill(Ul) + TI2(U2)+ < Ul - U2,A > V«UI,U2),A) E H x Q, (2)

donde H := HI(OIl x Hfu (02), Q := H-I/2(f'), Y < ',' > denota la paridad dual de HI/2(f') Y
H-'1/2(f') con respecto al producto escalar en L2(r).

De acuerdo al funcional (2), nuestro problema variacional con restricciones queda dado como sigue:
Hal/ar «Ul' U2), A) E H x Q tal que

H«UI,U2),() -S II«Vl,V2),() -S II«Vl,V2),A)V«Vl,V2),~) E H x Q. (3)

Esto significa que interesa maximizar II con respecto a A y a la vez minimizar TI con respecto a
(Ul' U2). Lo anterior equivale, naturalmente, a imponer que 188derivadas direccionales de Gateaux
sean iguales a cero. En otras palabras, para carla «VI, V2), ~) E H x Q se deben satisfacer !as
siguientes identidades:

Hm II«UI+€VI,U2+€V2),A) - II«UI,U2),A) =:: 0,
,;--+0 l

lim II«UI,U2),,x+€(j - II«tq,U2),,x) =:: O .
•-+0 E

r VUI,VVldx + r VU2,VV2dx+ <VI - V2,A>= F(Vl,V2) V(VI,V2)EH,Jn1 In.
donde F E H' es el funcionallineal y acotado definido por
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B«VI,VZ),>") :=< VI - VZ,>" > V«VI,VZ),>") E H x Q.

Notemos que A y B son acotadas y que A es simetrica. Can esto, el problema variacional (3)
puede reescribirse como sigue: Hallar «UI,UZ), >..) E H x Q tal que

A«uJ,uz), (Vl,VZ» + B«(VI,VZ),>") =F(VI,VZ) V(VI,V2) E H,
B«UI,UZ),{) =0 V{ E Q.

La anterior corresponde a una tipica formulaci6n variacional de tipo mixto. Par 10 tanto, el estudio
de existencia y unicidad de 601uci6n de (6) requiere de 10s resultados cllisicos debido8 a Babuska y
Brczzi (ver, por ejempl0, Teorema 7.4.1 en [ 6], 0 bien Teorema 1.1 en el Capitulo II de [2]). En
nuestro caso, las condiciones suficientes para aplicar estos resultados a Ill.formulaci6n continua (6)
est an dadas por los siguientp..8 lemas.

LEMA 1. Sea. V e1 espacio dennido por

= {(VI,Vz)EHlvI=vz en f}.

Luego, dado (VI,V2) E V se tiene

{
VI en nI . 1donde V := n pertenece al subespaclO de H (n) con traza nula en fu, el eual se

V2 en "2

denotll. por Hf~ (n). Puesto que Ill.norma /I. IIH1 (0) y Ill.semi-norma !·IH1(fl) son equivalentes en
Hf~ (n), se deduce que existe C > 0 tal que

sup
{'Ul'''3)EH
(Vl'''2)~O



B«V},V2),e) B«v},O),e)
sup ----- > sup -----

(""2)EH lI(vI, v2)IIH - ",EH'(Il,) II(V},O)IIH
(V] ,v2);i:O vl#O

sup
VIEHl(Ol)

11'1:#0

< VI,e >
IIVIIIH1(Q,) ,

Ahora, sea "'t : HI(OI) -> HI/2(r) el operador de trazas usual, esto es "'tVI = VI!r para todo
VI E HI(OI). Sabemos que puede elegirse un subespacio jj\OI) de HI(OI) tal que "'t : jjl(OI) ~->

HI/2(r) es una biyecci6n acotada. Esto implica que existe C > 0 tal que

sup
",,"EHl/2(r),,"'.

< II,' >
IIIL!lw/2(r)

sup
VI Eif1(Ot)

v1"0

< "'tVI,{ >
IhvIIIIP/2(r) ,

sup
"'lEn1eOt)

'\11:-#0

<. VI, { >
IIVIIIH1(n,) .

TEOREMA 3. El problema variacional (6) tiene una dnica soluci6n «UI, U2), A) E II x Q. Ademas,
existe UDa CODstante C > 0 tal que

Para definir las aproximaciones de Galerkin de (6), introducimos ahora subespacios de elementos
finitos

HI,h ~ H1(OI) , H2,i'.. ~ Hf.~(02) Y Qii <;:; Q,

con tamaiios de malla dados par h, h y h, respectivamente. Sea ademas

IIh,ii := HI,h x H2,ii'

Entonces el esquema de Galerkin aBociado al problema variacional con restricciones (6) se reduce
a: Hallar «UI,h, u2,i-,), Ah) E IIh,ii x Qh tal que

II«UI,h,U2,ii),{j,) ::s; II«Vl,h,lJ2,ii),(j,) ::s; II«VI,h.,V2,ii),Aj,) V «VI,h,V2,ii),{h) E Rh,i'.. x Qr..

De manera similar al caso continuo, utilizando nuevamente las derivadas direccionales, el problema
anterior puede reescribirse, equivalellL"lllellL", comu: Hal/Uf' ((Ul,h, U2,ii), Ah) E Hh,ii x Qj, tal que

A«Ul,h,U2,ii),(VI,h,V2,i;)) + B«VI,h,tI2,i;l,Aj,) =F(Vl,h,v2,i'J V (VI,h,v2,ii) E I1k,ii'

B«UI,k,'U2,ii),{i,)""0 V{j,EQii'



Para la existencia y unicidad de solucion de (10), y tambien para la convergencia con respecto a
la solucion de (6), recurrimos nuevamente a los resultados clasicos de la teoria de Babuska-Brezzi
(ver Teoremas 7.4.2 y 7.4.3 en [ 6], Teorema 1.1 en el Capitulo II de [ 5] 0 bien Teorema 2.1 en el
Capitulo II de [ 2]).

sup
('Ul,,,,V2,;.)EHh,h

{"l,h,t'2.iihitO

implica que necesariamente VI,h y v2,ii coinciden en r, entonces Bededuce que V h,;, es un subes-
pacio de V. En esta situacion, aplicaruos nuevamente el Lema 1 y concluimos que (I) se verifica
trivialmente.

sup
(Vl.Il,172,h)EH"J.

(vl,h'''2.,.)¢O

B«VI,h, v2,ii)' ~,,)------ ~II(VI,h, v2,i.)IIH
sup

'"Jl,hE:H1,h
tl'l,h#O

< VI,h,~" >
IlvI,h IIIl' (!l,)

sup
(ul,h,,'lI2,ii)EHh,h

('II1,h,'lI:;J,ii),lO

B( (VI,h, v2,ii), €,,)-------~
lI(vI,h, V2,ii) I111

sup
V~.h EH::t,h

"'2,h"0

< v2,ii'~">
IIv2,iiIlH'({1,) .



TEOREMA 4. Supongamos que 106espacios de elementos Jinitos lII,h' lI2,/r. Y Q" se e1igen de modo
que las siguientes condiciones se satisfacen:

sup
'tIl,hEH1,h

Vl,h~O

Jr VI,h~"ds

II II >- /311~hIlQ V ~h E Qh,
VI,h H'(O,)

Entonces, e1 esquema de Galerkin (10) tiene una linica solucion (("1,h, "2,ii),Ah) E Hh,h x Qf,'
Ademas, existe una eonstante positiva C, independiente de h, h y ii, tai que la estimaci6n de Cea
oeurre, esto es

~ C { inf II(U1, U2) -
(""h'''2,h)EHh.h

donde ((Ul> U2), >.) es la uniea soludon de (6).

DEMOSTRACION. Se sigue de nuestras dedueciones previas y del result ado cllisico de Babuska-Brezzi
(ver, por ejemplo, Teoremas 7.4.2 y 7.4.3 en [6]) .•

Como observaeiones finales, es preciso senalar primero que la estimaeion de Cca dada por (11)
garantiza la convergeneia de las aproximaciones de' Galerkin por cuanto la cota superior depende
solo de las distancias a 108 subespacios de elementos finitos, las cuales tienden a cero a medida que
h, h. y h. se acercan a cero.

En segundo lugar, debemos hacer notar que el analisis presentado en este trabajo puede extenderse
facilmente, y sin mayores cambios, al caso del operador de elasticidad. En efecto, en esta situaci6n,
las incognitas corresponden a desplazamientos en n y tracciones sobre r, y la forma bilineal A
queda dada por:
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