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Resumen. En este trabajo, demostramos la existencia ¥ unicidad de solucién de ls formulacién varia-
cional asociada a un esquema hibrido para la comexién no-conforme de mallas de elementos finitos.
Adem4s, deducimos condiciones suficientes sobre los subespacios de elementos finitos involucrados para
obtener convergencia de las aproximaciones de Galerkin correspondientes. Como problema modelo, se
considera el operador de Laplace sobre una particién en dos subdominios de un abierto acotado del plano.
Nuestros argumentos se basan principalmente en los resultados cldsicos sobre problemas variacionales con
restricciones.

Abstract. We prove existence and uniqueness of solution of the variational formulation associated to
a hybrid scheme for the non-conforming mesh gluing of finite elements. In addition, we derive sufficient
conditions on the finite element subspaces in order to obtain convergence of the corresponding Galerkin
approximations. As a model problem, we consider the Laplace operator acting on a bounded region .in
the plane which is subdivided into two domains. Qur analysis is mainly based on the classical results for
constrained variational problems.

1. Introduccién

La utilizacién de los sistemas actuales de Disefio Asistido por Computador (CAD) permite la mode-
lacién geométrica de piezas mecénicas y estructuras de una complejidad creciente. Para realizar el
andlisis fisico de estas piezas es necesario construir un modelo de analisis que normalmente consiste
en la discretizacién de la geometria en elementos finitos u otros (elermentos de frontera, vohimenes
finitos, etc.). El punto de partida para establecer el modelo de analisis es, por lo tanto, el modelo
geométrico.

Mientras mas compleja es la pieza o estructura, mas dificil se hace construir su discretizacién en
forma automitica y de calidad controlada segtin las necesidades del usuario. Para hacer frente &
este problema se ha propuesto subdividir la pieza en subdominios geométricos relativamente sim-
ples, en los que los generadores autométicos de mallas puedan aplicarse sin mayores restricciones.
Estos subdominios se discretizan en forma independiente y deben ser unidos antes del andlisis de
intervencién del usuaric. Esto permite elegir ¢l generador y el tipo de elemento més adecuado para
cada subdominio segtin las necesidades del andlisis.
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La técnica de unién propuesta en [ 7] y [ 8] es similar a una formulacién hibrida donde, si se
utilizan elementos finitos de tipo desplazamiento, los conectores entre los subdominios son las
tracciones de superficie. La interfaz es incompatible ya que cada subdominio utiliza una funcién
de desplazamiento diferente y en la interfaz se puede elegir una distinta de las otras dos.

Esta técnica puede ser utilizada ademés para un andlisis global/local en el sentido de la distribucién
de esfuerzos (ver [ 1]) y para establecer esquemas de descomposicién de dominios en cilculo paralelo
(ver [ 3], [ 4]). Actualmente se investiga la posibilidad de aplicarla a la unién de dominios en
problemas acoplados como la interaccion sélido-fluido para independizar la discretizacién del sélido
de la del fluide.

El objetivo del presente trabajo es presentar la justificacién matematica del método propuesto en |
7], haciendo uso de algunos resultados cldsicos sobre problemas variacionales con restricciones. En
especial, se demuestra la convergencia, existencia y unicidad de la solucién propuesta al problema
de conexidén entre dos subdominios de discretizacién incompatible en la interfaz.

El resto del trabajo se presenta como sigue. El problema modelo se describe en la Seccién 2. En
la Seccién 3 se deduce la formulacién variacional correspondiente y se demuestran la existencia y
unicidad de solucién. Finalmente, en la-Seccién 4 se analiza el esquema de Galerkin asociado y se
derivan condiciones suficientes para su convergencia.

2. El Problema Modelo

Sea §1 un abierto acotado de R? el cual se subdivide, por medio de una interfaz I', en dos subdo-
minios ; y 23 tales que 2 = u T U_ﬂz. La frontera de 2-se particiona también en dos curvas
disjuntas I', y T'; tales que 90 = I', UT. Se define ademés I'y ¢ := M NT y Tap := 802 NTy.

Figura 1: Geometria del Problema.

Entonces, dados f; € L2(S), fa € L3(0g), g1 € H™Y2(T14) y g2 € H~Y?(I'y,;), consideramos el
signiente problema de valores de contorno: Hallar uy € HY(Qy) y ug € H(Q), tales que

~Auy = fr en Oy , ~-Auz = fo en
Ouy Oug )
o = g1 en Ty , = g2 en Tag, 1)

up =0 en Iy , ui—upg=0 en T.
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Aqui, n es el vector normal unitario exterior a 89, H(};) y H()2) son los espacios de Sobolev
de orden 1 usuales, y H~1/ 2(T'1e), H -1/ 2%(T'2,¢) son los espacios duales de los espacios de trazas
g 2y, y HY 2(I'2,¢), respectivamente. Ademss, denotaremos por H%“(Qz) al subespacio de
H1(3) con traza nula en Iy,

El potencial de la energia en los subdeminios Q; y € queda expresado, respectivamente, por

. 1
My(ug) := 5_/,; ||Vu1||2da: ——/F gruids — /‘; frurde
1l 1.t 1

1
Oaluz) = 3 /n, IVuzl|® dz ‘/r g2uzds —/ﬂ fauzdz.
2.1 2

Abora, la condicién de transmisién sobre I' se satisfacerd de manera débil a través de un multipli-
cador de Lagrange A, el cual representa la incégnita dade por la derivada normal sobre I. De este
modo, se induce la definicién del potencial IT : H x Q — R,

O{(u1,u2),A) = My(u1) + Haluz)+ <ug — ug, A > V{(uy,u2),A) e Hx Q, (2)

donde H := HY () x H} (D), Q == H™Y2(I'), y < -,- > denota la paridad dual de HY/%([') y
H~Y2(I') con respecto al praducto escalar en LE(D).

De acuerdo al funcional (2}, nuestro problema variacional con restricciones queda dado como sigue:
Hallar ({u1,u2),2) € H x Q tal que

1((u1,92),€) < T((v1,v2),€) < MW((v1,v2),A) V{(v1,v2),8) e Hx Q. (3)

Esto significa que interesa maximizar IT con respecto a A y a la vez minimizar II con respecto a
(u1,u2). Lo anterior equivale, naturalmente, a imponer que las derivadas direccionales de Gateaux
sean iguales a cero. Fp otras palabras, para cada ((v1,v2),£) € H x Q se deben satisfacer las
siguientes identidades:

o TI{(u1 + ev1, up + evg), A) — M{(u1,u2),2) =0

limy . ) @)
i I((u1,u2), A + €£) — II((u1,u2), ) =0. )
€0 €

3. La Formulacién Variacional

Haciendo los céleulos respectivos, la identidad (4) se reduce a

Vuy - Vevypdz + / Vug - Vugdz + < vy — vg,A >= F(vy,v3) V(v1,v2) € B,
@ jo 5 :

donde F € H' es el funcional lineal y acotado definido por

F(vy, v2) :=/ fivids +/ fgvzd:c+/ g1v1d3+/ gavads.
121 iy e Ta,:

Similarmente, (5) se simplifica a

<uy —ugp,i>=0 V(e Q.
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Definamos ahora las formas bilineales A : HxH >R yB : Hx Q — R, donde

A((uy, u2), (vy,v2)) := / Vuy-Vvids + / Vug - Vvgdz V¥ (u1,uz), (vi,v2) € H,
103

[

B({v1,v2),A) ;=< vy —vg,A> V({w1,v2),A) e Hx Q.

Notemos que A y B son acotadas y que A es simétrica. Con esto, el problema variacional (3)
puede reescribirse como sigue: Hallar ({(u1,u2),A\) € H x Q tal que

A ((u1,u2), (v1,v2)) + B((vy,v2),A) =F(vy,v2) V(vy,vz2) € H,

B((u1,u2),8) =0 V(€ Q. (6)

Lo anterior corresponde a una tipica formulacién variacional de tipo mixto. Por lo tanto, el estudio
de existencia y unicidad de solucién de (6) requiere de los resultados clasicos debidos a Babuska y
Brezzi (ver, por ejemplo, Teorema 7.4.1 en [ 6], o bien Teorema 1.1 en el Capitulo II de [ 2]). En
nuestro caso, las condiciones suficientes para aplicar estos resultados a la formulacién continua (6)
estan dadas por los siguientes lemas.

LEMA 1. Sea V el espacio definido por
V= {(v1,v2) € H|B((v1,v2),€) = 0 VE€Q}.
Entonces A es V-eliptica, es decir existe C > 0 tal que
| A((o1,92), (v1,92) 2 Cllon,02)lfy V(o1 ) € V.
DEMOSTRACION. Notemos primero que
V={(viyrp)e Hl <v1—v2,6>=0 VE€Q}

= {(v1,v2) € H|vy = v2 en T}.

Luego, dado (vy,v2) € V se tiene

A({vy,v2), (v1,v2)) = / Vil de + / HVeg||?de = / Vo)l dz,
. o 0, Q
. vy en : 1
donde v = vr en O pertenece al subespacio de H'(2) con traza nula en I'y, el cual se
2 2
denota por H Il“ (2). Puesto que la norma || - {{gn () v la semi-norma | - |1 () son equivalentes en

H%u {(£2), se deduce que existe C > 0 tal que

/Q IVelPdz = o)}y 2 Cllolling = C {H"llﬁp(ﬂl) + ”vzllip(gz)} = C ||(v1,v2)llfs,

lo cual completa la demostracién. B

LEMA 2. Existe una constante positiva C tal que

sup B((”l»”2)1f)

> Clikllq VEeQ.
rgyen [1(v1,v2)lE Q
(v ,va)¥#0
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DEMOSTRACION. En primer lugar, observemos que

B
sup B((vlvvz) E) sup ((Uly 0)7 f) — sup < ‘Ul,{ > . (7)
(v1, vz)eH H(vl:"2)”H vy €H(8) f(v1,0)llm v1€H1(0y) ”'”1”1-’1‘(91)
(v ,v2)7 vy #0 v) #0
Ahora, sea v : HY(;) — HY2(I') el operador de trazas usual, esto es yv; = wvjr para todo

v1 € H'(%). Sabemos que puede elegirse un subespacio H1(Q;) de H1(£;) tal que v : H1(y) —
HY/2(I") es una biyeccién acotada. Esto implica que existe C > 0 tal que

flyvillgnary < el @) < Clivillmagy Vvi € B ). (8
Luego, de acuerdo a la definicién de norma en espacios duales, podemos escribir

< p,€> < yv1,€ >
el = 1€l ag-1aqr Sup e = Pt e
® = wenl/2r) el raqry neiio Hroilleragy
u#0 vy

lo cual, usando (8), implica que

~ N = < 3
il < € sup R <€ sup _"1_§>_ ©)
i) [lvill g o) wemia) loall e )
V19 v1

Finalmente, (7) y (9) concluyen la demostraci6n. B
En virtud de los lemas anteriores, podemos enunciar el siguiente resultado principal.

TEOREMA 3. El problema variacional (6) tiene una dnica solucién ((u1,u2),A) € H x Q. Ademés,
existe una constante C > 0 tal que

li(u1, u2)lli + lMllq < ClIFlw .

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de los Lemas 1 y 2 y del Teorema 7.4.1 en [ 6]. B

4. El Esquema de Galerkin

Para definir las aproximaciones de Galerkin de (6), introducimos ahora subespacios de elementos
finitos

HipnCHNQ) , Hyj SHE () v QCQ,
con tamafios de malla dados por k, k y h, respectivamente. See ademas
Hy s = Hip x Hyp.

Entonces el esquema de Galerkin asociado al problema variacional con restnccxones (6) se reduce
: Hallar ((u1,n,851),A5) € Hy 3 x Qp, tal que

((ua,n uz ), €) < W(v1,h,v55),68) < T((vamvgihi An) Y ((vipa v i), €5) € Hy j x Q-

De manera similar al caso continuo, utilizando nuevamente las derivadas direccionales, el problema
anterior puede reescribirse, equivalentemente, como: Hallar ((ﬂl,h»‘ug,;}\), Ap) € Hy ;% Qp tal que

A(ur,nug ) (vim voR)) + Bl(vin, vy i) M) =Flvinvyz) V¥ (vinvgp) € Hyg,

(10)
B((u1,h,u97),&3) =0 VYV, €Qy.
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Para la existencia y unicidad de solucién de (10), y también para la convergencia con respecto a
la soluci6én de (6), recurrimos nuevamente a los resultados clasicos de la teoria de Babusks-Brezzi
(ver Teoremas 7.4.2 y 7.4.3 en [ 6}, Teorema 1.1 en el Capitulo II de { 5] o bien Teorema 2.1 en el
Capitulo II de [ 2}).

Las condiciones suficientes son anslogas & las dadas en Lemas 1y 2, y se escriben como sigue:
(I) Existe o > 0, independiente de k, & y h, tal que

A((v1h,v5), (01,0 935)) = all(vin vy gl V (vihvp5) € Visi,
donde .
Vi = {(vinveg) € Hyg | B{(ogs, vy ).65) = 0 Ve, €Qp ).

(IT) Existe 8 >> 0, independiente de h, & y h, tal que

B((vi,n.v5 1), €3)

sup ——
e [N
(v1,n0g 5)0

z Bliille Y&,€Qy-

Es importante notar ahora que

Vi = {(vih05) € Hy ;| /r (vip = vo)€hds = 0 VE, €Q;}.

En consecuencia, si la identidad

ﬁ(vl,h — v2’,~l)§,-‘ds =0 V¢, €Qy

implica que necesariamente vy y vy j, coinciden en I, entonces se deduce que V, ; es un subes-
pacio de V. En esta situacién, aplicamos nuevamente el Lema 1 y concluimos que (I) se verifica
trivialmente,

Por otra parte, es claro que

B{(vi,nv25), ) < Uy h, & >
—_ e R sup

sup — LSk 7
wnekyn [Lallm@,)
v1,n#0

(01,n1v5 {IEH, ¢ ”(‘Ul,h, vé,ii)”“
(v1,5,vy 5 )50

y también
B((vi,nv53),€3) < vy, € >
sup ————— " > gup e
cunogen, s 1(Lh, vy f) e vaneiys Hvgpllen ()
(01,4095 )50 Y2,k

Estas desigualdades inducen dos condiciones suficientes para que se satisfaga (II).

De acuerde al andlisis anterior, podemos establecer ahora el siguiente resultado.
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TEOREMA 4. Supongamos que los espacios de elementos finitos Hyp, Hyj, y Qj se eligen de modo
que las siguientes condiciones se satisfacen:

i) La identidad
/r(vl,h ~vp)épds = 0 Vi, €Q;

implica que
vl,h = vy, en [

ii) Existe 8 > 0, independiente de h, k y ﬁ, tal que una de las siguientes desigualdades se cumple:

Jr v1,néz ds

waem il
v1,p #0

2 Bligrlle Vé, e Qy,

o bien
fr v hé; 48
Y2, R €H, 5 “"2,1’;”11‘(%)

Vak 0

> Blliérllq Vé; € Q-

Entonces, el esquema de Galerkin (10) tiene una dnica solucidn ((ul,h,u.‘,’,—‘),).;‘) € Hh,i. x Qs
Ademds, existe una constante positiva C, independiente de h, ¥ h, tal que la estimacién de Cea
ocurre, esto es

w1, u2) — (wapup il + 1iX - AzllQ

< C inf , ~ Vs §, + inf ||» — & , 11
- {(Ul,h,U:.!:n)EHh.i ”(ul u2) (vl’h v2’h)“H fi.IGQi. ” £h”Q} ( )

donde ({u1,u2), A) es la tnica solucién de (6).

DEMOSTRACION. Se sigue de nuestras deducciones previas y del resultado cldsico de Babuska-Brezzi
(ver, por ejemplo, Teoremas 7.4.2 y 7.4.3 en [6]). ®

Como observaciones finales, es preciso sefialar primero que la estimacién de Cea dada por (11)
garantiza la convergencia de las aproximaciones de Galerkin por cuanto la cota superior depende
sélg de las distancias a los subespacios de elementos finitos, las cuales tienden a cero a medida que
h,hy h se acercan a cero.

En segundo lugar, debemos hacer notar que el an4lisis presentado en este trabajo puede extenderse
facilmente, y sin mayores cambios, al caso del operador de elasticidad. En efecto, en esta situacién,
las incégnitas corresponden a desplazamientos en Q ¥ tracciones sobre I, y la forma bilineal A
queda dada por:

A((ay, up), (v1,v2)) = / (Mdivuydivvy + 24y e(u;) :e(vy)) dz

1

+ (d2divugdivve + 2uze(us) : e(vy)) dr,
2,

donde A1, Az, p1 ¥ uo son las constantes de Lamé.
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