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Resumen
Se presenta un generador de mallas con el cual, dada una malla exterior de cuadrildteros, se
obtiene autométicamente una malla interior de-hexaedros.
El método se basa en el cumplimiento de las condiciones topologicas impuestas por la malla
exterior y de algunas condiciones que hacen posible la automatizacién del proceso.
Se presentan algunos aspectos originales de la topologia de mallas de cuadrildteros y de
hexaedros, que sirven de base al método de generacion.

Al ct

A mesh generator is presented in which, given an exterior all quadrilateral mesh, an interior
hexahedral mesh is automatically obtained. -
The method is based upon the satisfaction of topological constraints from exterior mesh plus
certain imposed conditions in order to realise the process automation.

Some original aspects from the quadrilateral / hexahedral mesh topology, that serve as a basis
for the generation process, are also presented.

Introduccién

El cuello de botella actual de] Método de Elementos Finitos es el proceso interactivo de definicién de la
geometria y la generacién de las mallas.

Si bien hay buenos sistemas de disefio asistido (CAD), ain no dejan de requerir un usuario experto para
poder representar una geometria compleja. Mientras que los tiempos de procesos de célculo se miden en
horus, ¢l disefio interactivo insume dias o atin semanas.

Respecto a las mallas, existen diversos tipos de generadores que varfan en el tipo de elementos que
producen, la informacién geométrica requerida como dato entrada o los algoritmos empleados para la
generacion. .

Los sistemas generadores de simplices (tridngulos / tetraedros) estén trabajando desde hace algunos afios.
Con bastante éxito los basados en los métodos de Delaunay, quadtrees / octrees y avance frontal o
modificaciones mejoradas de los mismos.

Hay algunos generadores de cuadriléteros que dan resultados satisfactorios, mencionaremos el que se basa
en el método de “paving”', con su reciente generalizaci6n a superficies tridimensionales? .

Para el caso de mallas de hexaedros, €l problema no esté suficientemente investigado ni adecuadamente
resucito.

El método de mapeo y transporte 3, se basa en “mover” y deformar mallas de cuadrildteros generando una
malla de hexaedros no estructurada en dos dimensiones y estructurada en una tercera.
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En el método de multibloques, se divide el dominio en bloques de topologfa hexaédrica que se rellenan
con mallas estructuradas.

El de subdivisién por superficies medias®, malla el interior de superficies topolégicamente equivalentes a
poliedros simples, con vértices trivalentes y caras de 3, 4 o 5 lados.

En este trabajo, presentamos los primeros avances en la implementacién de un método enteramente
nuevo. Se basa en la generacidn de la malla dual® a la deseada y no requiere de ningiin tipo de subdivisién
del dominio. .

Si bien este método es adecnado, tanto para superficies como para cuerpos, la implementacion es distinta.
Hemos encarado directamente el problema del mallado con hexaedros, por lo cual la implementacion
presente requiere la provision de la malla exterior de cuadriliteros. Dado que ya existen generadores para
superficies, podemos decir que el método es general y totalmente automético.

La esencia del método es la misma que la del problema de mallar con hexaedros. Es muy dificil “ver” y
analizar 1o que sucede en el interior de una malla no estructurada. Si en lugar de analizar la malla,
analizamos el dual, los procesos de generacién y el andlisis de los condicionantes son mucho mas faciles
de ver y resolver. .

Indicaci a la construccién de una malla de cuadriliteros

Presentaremos el método a través de un ejemplo en el plano.
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Figura 1. Mallado del interior de una regién plana.

Para mallar ! interior del dominio indicado en la figura 1a, trazamos un conjunto de lineas (1b). A cada
region definida le asignamos un punto (Ic). En las regiones externas, el punto se coloca sobre la frontera.
Finalmente, unimos los puntos de regiones adyacentes y obtenemos la malla (1d).

Hemos construido una malla partiendo del trazado de su dual. Observamos que, as{ como a cada regi6n

del dual le hicimos corresponder un nodo de la malla, a cada elemento de la malla le corresponde un
vértice del dual, y a cada arista de la malla una del dual.

SO B Ao

Para evitar excesivas explicaciones, convengamos en llamar vértices, segmentos y poligonos a los
componentes del dual ortogonales a los elementos, aristas y nodos de 1a malla.

Obtuvimos una malla conforme de cuadrilateros por el hecho de que no cortamos ni bifurcamos ninguna
linea en el interior del dominio. En cada vértice del dual convergen cuatro segmentos (dos lineas)
ortogonales a las cuatro aristas del elemento cuadrildtero. .
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También se puede apreciar que a una linea del dual corresponde una “hilera” o corte unidimensional de
elementos. Los cuadrildteros del corte son adyacentes por aristas siempre opuestas. Esto lleva a que las
lineas sean (deban ser) cerradas o comenzar y terminar en la frontera, sin bifurcaciones.

El proceso demuestra que la frontera de una malla de cuadriléteros estd compuesta por un aimero par de
aristas. Se puede ver la correspondencia entre las aristas de la frontera y los segmentos extremos de las
lineas del dual. )

Si bien las lineas pueden ser abiertas o cerradas o alin autointerceptarse, conocemos algunas limitaciones
al trazado libre:

g

Figura 2. Limitaciones al libre trazado de las lineas del dual.

1. En un vértice no pueden cruzarse mas de dos lineas. En caso contrario quedarfa un polfgono indefinido
y reducido a un punto.

2. La transformacién del elemento al cuadrado unitario o maestro debe ser-con Jacobiano positivo en
todos los puntos. Esto climina la posibilidad de elementos con dngulos internos mayores o iguales a 180°.
Cuando esto sucede en el interior del dominio, se puede evitar con técnicas de snavizado de la malla. Pero
en la frontera, una situacién como la de la figura 2a, no debe admitirse.

3. Toda linea debe tener al menos un vértice. Equivale a decir que toda linea atraviesa al menos un
elemento, lo cual parece obvio, pero existen formas de violar esta condicién: generando una linea cerrada
que no encierre ningdn vértice, trazando dos lineas paralelas entre dos porciones de la frontera sin que
haya ninguna linea que las cruce (2b), o en forma equivalente, trazando una iinea de un elemento de
frontera a uno de los adyacentes.

4. Dos elementos pueden compartir una arista, un nodo o nada. Para las regiones poligonales vale la
misma condicién. No se admite que dos vértices del dual estén unidos por dos segmentos, como en la
figura 2¢ (en lugar de uno inico) pues generan dos regiones unidas por dos vértices. Tampoco pueden
unirse dos poligonos por dos segmentos, como se muestra en la figura 2d.

5. Si en lugar de una frontera suave como la de la figura 1, sc parte de una con vértices preestablecidos,
deberd haber una regi6n externa por cada vértice fijo.
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Cuadro 1. Condiciones topol6gicas.
Si todos los vértices de la frontera (malla 1-D) viniesen preestablecidos (y en necesario néimero par), la
unica posibilidad de control de densidad es agregar lineas cerradas, pero el método no cambia. Podemos
ver que la dnica condicién necesaria para que sea mallable es que la frontera tenga “longitud” par. Si la
frontera es disconexa (figura 1), las piezas individuales pueden tener longitud impar pero el total no.
No podemos demostrar que la lista sea exhaustiva, pero las Gnicas restricciones que hemos encontrado
experimentaimente (en 3-D) son las indicadas en el punto 4 de la tabla 1, o se reducen a ellas.
Ademds de las limitaciones requeridas para producir una malla valida existen otras condiciones que
garantizan la calidad de la malla. Nos referimos aquf a la ortogonalidad geométrica o perpendicularidad
de caras y aristas y a la necesidad de cumplir con una funcién de densidad y tamaiio de los elementos.
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1. Flementos con éngulos cercanos a los 90° se corresponden con lineas lo més ortogonales posibles.
(Nos referimos a la sucesién de segmentos rectilineos del dual y no a la versién suavizada de las figuras 1
y 2 donde, de hecho, pueden hacerse siempre ortogonales). Por la misma razén, los poligonos
cuadriléteros son preferibles a los triangulares o pentagonales, éstos a los hexégonos y asi sucesivamente.
2. La densidad de lfneas se corresponde con el tamafio de los poligonos y con el de Jos elementos, debe
estar en concordancia con el grado de refinamiento deseado para la malla.

Cuadro 2. Condiciones Geométricas.

Si bien hemos descripto a situaci6n en el plano, no es dificil imaginar que nada se altera si hablamos de
cualquier superficie tridimensional, convexa o concava, abierta o cerrada. En el caso de una superficie
cerrada, la vinica particularidad es que las lineas del dual son siempre cerradas.

Extension del método a de h

Tampoco es dificil imaginar la extensién a 3-D. La frontera exterior serd una superficie cerrada que luego
del mallado en el interior, se transformar4 ¢n una malla cerrada de cuadrilateros.

El mismo papel que jugaban las lineas-en 2-D ahora lo tendré un conjunto de superficies. Las superficies
pueden ser abiertas y atravesar el dominio o cerradas e interiores. Deben cumplir exactamente las mismas
restricciones y criterios mencionados en las tablas 1 y 2 para el caso bidimensional.

Las superficies al interceptarse mutuamente generan los poliedros, las lineas y los vértices del dual. La
mutua ortogonalidad es ahora (y en general) entre “complementos dimensionales™: vértices / elementos,
segmentos / caras, poligonos / aristas y poliedros / nodos.

Los poliedros son siempre de vértices triédricos o trivalentes dado que las superficies se cortan de a tres.

Las superficies cortan a la malla en un conjunto bidimensional de elementos. Cada uno estd rodeado por
otros cuatro adyacentes por dos pares de caras mutuamente opuestas, o bien es un elemento de la frontera.

Figura 3. Malla en un hexaedro triangular. Se muestran los elementos de una superficie.

En la figura 3, se observa el conjunto de elementos correspondiente a una superficie. A la malla
bidimensional formada por la interseccién de una superficie con la malla de hexaedros la llamaremos
corte,

Un corte s cerrado ¢ interno o abierto y limitado por la frontera. En el dltimo caso, define con la frontera
una linca cerrada conexa o disconexa (ej.: un corte cilindrico) que es, a su vez, frontera (1-D) del corte.

La interseccion de una superficie con la frontera es una linea del dual de la frontera.
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La interseccién de dos superficies genera una o més lineas, cerradas e interiores y/o abiertas. Estas Gitimas
acompaiian a ambas superficies hasta interceptarse con la frontera en dos vértices, que corresponderin a
dos caras de la frontera. Esto da un necesario y antomético ntmero par de caras en la frontera. ’

Metodologia utilizada para la implementacién

El método es sospechosamente simple, cbviamente 1a implementacién automética no lo es.

En 2-D, no es sencillo cumplir a la vez con las prescripciones referidas a ortogonalidad geométrica y
densidad de lineas. En 3-D la situacién es peor.

Ademis de la funcién, que prescribe el tamafio de los elementos en cada punto, debe proveerse al
programa de la informacién geométrica que describa la frontera. .

Se puede intentar una infinidad de mecanismos para construir el dual de 1a malla de hexaedros:

Podria pensarse en generar tres series de planos paralelos a los coordenados y deformarlos luego para

mejorar la ortogonalidad a frontera. Luego puede refinarse la malla con el agregado de superficies
cerradas interiores para satisfacer la densidad requerida.

Otxa posibilidad serfa generar sucesivas subdivisiones de la frontera con tres superficies ortogonales entre
si y con la frontera, pasando por puntos previamente incorporados al dominio.

También puede intentarse llenar ¢} dominio con poliedros de vértices triédricos, un generador de
elementos menos restrictivo que sélo tetraedros o hexaedros.

Aprovechando la existencia de generadores de mallas de cuadrildteros, decidimos implementar otra
posibilidad: partir de una malla exterior predefinida. Es la opcién mds condicionante y por lo tanto
requiere tomar menor cantidad de decisiones. )

En tal caso, las lineas del dual exterior ya estin definidas y sélo falta resolver el juego interior de
intersecciones de las superficies abarcadas por esas lineas.

Vimos que a cada superficie abierta la rodea una linea de la frontera. Los vértices de interseccion de
dichas lineas son extremos de la linea de intersecci6n de las superficies.

El problema principal de partir de una malla exterior es que las lineas del dual de la frontera pueden ser
extremadamente caprichosas en su recorrido. Los autocruces y las muiltiples intersecciones no son raras.
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Figura 4. Malla exterior con una linea extremadamente compleja.

Los autocruces de lineas en el exterior responden a autocruces en las superficies, y tienen un tratamiento

muy complicado que preferimos evitar por ahora. De la misma forma cuando dos lineas se interceptan en
més dc dos vértices, hay quc clegir 1a correspondencia entre iineas interiores y pares de puntos.
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Existen dos juegos de transformaciones que pueden realizarse para hacer desaparecer autointersecciones e
intersecciones miiltiples. Uno implica la eliminacién de elementos o aristas originales, con el excesivo
requerimiento de informacion asociado y la posibilidad de reducir peligrosamente la curvatura y densidad
de la malla. El otro, que es el que implementamos, realiza transformaciones en el interior del elemento
que contiene al vértice de cruce, aqui el problema es la generacién de elementos muy deformes (figura 5)
que no pueden ser mejorados por el simple reposicionamiento de nodos.
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Figura 5. Eliminacién automética de autocruces y cruces multiples dentro de un elemento.
Actualmente tenemos dos variantes en funcionamiento. Una la que comrige autométicamente Jas lineas
dentro de cada elemento de cruce. La otra genera un archivo de CAD con las lineas a ser corregidas. Es
esta tiltima la que da mejores resultados y no es diffcil hacer esas correcciones pues en CAD se puede ver
la forma de alterar la malla sin mayores riesgos, automaticamente serfa muy costoso.

Resta analizar si “toda malla cerrada de cuadrildteros puede ser frontera de una malla de hexaedros™.
En un trabajo en preparacién, estamos analizando a fondo las cuestiones topolégicas, pero aqui podemos
adelantar algunas conclusiones limitadas que se relacionan con la implementaci6n actual.

Si aceptamos que el dual de 1a malla extetior:
1. es homeomorfo con la esfera (se puede “inflar” hasta hacerse esférico),
2. no tiene lineas que se autointercepten,
3. no tiene lineas que se crucen en mas de dos vértices y
4. no tiene dos lineas que se intercepten entre si y no sean interceptadas por una tercera,
tal malla puede ser frontera de una malla de hexaedros.

Cuadro 3. Requerimientos del programa.
La dltima condicién impide que se generen superficies que se interceptan en alguna linea sin vértices
interiores. Surgié en forma experimental al evitar automédticamente autointersecciones.
En el caso de superficies sobre un toro u otra superficie orientable de género (cantidad de agujeros)’
mayor que 0, existe la posibilidad de que rodeando un asa o tubo haya una lfnea de longitud impar, dentro
de la cual no puede haber una malla bidimensional y por lo tanto no puede haber un corte.
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Figura 6. Malla en un cubo con tres agujeros cilindricos.

Adn en el caso en que sea posible mallar el interior®. Nuestro generador, en su estado actual, no es
compatible con lineas que se intercepten en un numero de vértices distinto de dos (extremos necesarios de
una linea). Garantizar tal requisito en toros es extremadamente dificil. Resuita mé4s fcil provocar un corte
y proveer una maila duplicada tapindolo o directamente resolver 1a malla por partes.

En Ia figura 6, se muestra un ejemplo de superficie de partida de género 3 en la que debieron practicarse
cortes y generar las mallas de los mismos (en este caso, manualmente en CAD). Se han removido algunos
hexaedros para mostrar el mallado interior. .

Toda linea cerrada del dual de una malla de cuadrildteros, que se pueda deformar continuamente, sin
separarse de la superficie, hasta contraerse a un punto, tiene longitud par.

A una malla de cuadrildteros le extraemos la hilera de elementos correspondiente a una linea. Si la linea
no se autointercepta ni encierra agujeros o rodea un tubo, la malla queda dividida en dos mallas abiertas.
Las mallas abiertas tienen frontera de longitud par. Por lo tanto hemos extraido un ntmero par de
cuadrildteros” . Tales lineas pueden ser malladas en su interior.

A diferencia del caso 2-D, donde los extremos de una linea eran libres, ahora estamos obligados a respetar
la prescripci6n del principio y el final de cada linea. Aun asi, la malla interior no es Gnica. Para liegar a
una solucidn debemos eliminar las arbitrariedades definiendo la malla minima:

1. No tiene lineas cerradas en el interior. Tales lineas surgen de intersecciones absolutamente internas
entre superficies o de superficies cerradas interiores. En la malla minima, si dos lineas se interceptan en el
exterior en p (2 0)° pares de puntos, sus superficies se interceptan en p lineas. Asi se evitan también los
errores mostrados en la figura 2 ¢ y d o en el punto 4 del cuadro 1.

2. A cada linea corresponde una superficie. Si admitimos que las superficies pueden ser semicerradas
(cilindros), cualquier par de lineas podria ser considerado limite disconexo de una superficie, en la malla
minima no.

Cuadro 4. Malla minima.

* §i las tincas que no puedan “contractse” & un punto son todas de tongitud par.

® Una Hnea que se autointercepta genera mas de dos regiones. Si exceptuamos los cuadrilteros de los vértices de

autointercepcin, tenemos una suma de ndmeros pares y, entonees, un mimero par de elementos. En cada uno de los elementos
de cruce, la dual pasa des veces. Aiin cuando no cruce un niimero par de clementos, la Ifnea tiene longitud par.

¢ En el estado actual del programa pes 00 2.
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El resto de los errores mostrados en la figura 2, se evitan introduciendo upa tnica lfnea (superdicie)
cerrada interior paralela a la frontera como una céscara u offset interior. Esta superficie contiene los
vértices mas externos del dual. )
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Figura 7. Eiminacién de errores geométricos provocados al aplicar la misma topologia.

Las mallas no estdn indicadas para evitar confusion, pero son ficilmente visibles. Vemos que si bien para
los casos a y b, lo mejor es generar dos cuadrildteros, es imposible en ¢ y d. La cdscara permite utilizar en
cualquier caso geométrico la misma solucion topol6gica.

Para la malla, la cdscara implica que cada cuadrilitero de la frontera pertenecera a un hexaedro distinto.

En los vértices agudos de la frontera, la agudeza se duplica (puede verse en la figura 6), pero la malla es
autométicamente valida.

Existe atin una indeterminaci6n en cuanto al orden de los vértices de cada linea (figura 8). Al interceptarse
tres lineas (cuatro superficies), forman un tridngulo (tetraedro), cuya orientacién es indeterminada. Es
posible escoger cualquier orientacion, pues todas son topolégicamente validas. Si sucede lejos de la
frontera no trae ningtin problema, contra la frontera puede geperar elementos con dngulos invélidos. Es la
céscara, otra vez, la que salva la situacién de posibles errores geométricos.

Figura 8. Eliminacion de errores geométricos provocados al aplicar distinta topologia.
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La introduccién de la céscara interior (en 3-D la extension es evidente) hace posible implementar el
programa de modo que se consideren sélo los aspectos topol6gicos hasta el final del programa en donde
se ubican geométricamente los vértices del dual ¥ luego los nodos de la malla.

En conclusién, para una malla exterior que cumple las condiciones del cuadro 3, podemos siempre
generar la malla minima ampliada con una céscara interior, sin provocar ningtn error topolégico.

Al final, y ain no implementada, la rutina de refinamiento agregard superficies interiores cerradas para
cumplir con los requerimientos de densidad de elementos. Hasta el momento disponemos de una malla
tan densa como lo requiera la malia de frontera,

Detalles de la implementacién

El programa continia desarrolldndose. Se agregan posibilidades y eliminan restricciones, en la medida en
que podemos mejorar las rutinas y comprender mejor la topologia de las situaciones més complejas.

Una vez leida a malla exterior, de un archivo de CAD o como la salida de un generador de cuadriliteros,
se identifican y unifican las normales a cada elemento para distinguir el interior de la malla.

Para saber si hay que “soldar” nodos por errores del archivo de entrada, se utiliza la relacién de Euler para
los poligonos. En el caso de caras cuadrildteras, la relaci6n se reduce a que debe haber dos nodos més que
el nimero de caras. En caso de no cumplirse la relacién, se asigna el mismo nodo a los que estén a una
distancia menor que un radio predefinido.

A partir de aqui y hasta el posicionamiento de los vértices en el espacio, se trabaja con algoritmos para
niimeros enteros, acelerando en gran medida la ejecucion del programa.
Se generan las lineas del dual exterior que a la vez se asignan a la cdscara (son equivalentes).

Luego se chequea el resto de las condiciones del cuadro 3: la existencia de autointersecciones, de
intersecciones en niimero distinto de dos, y lineas que se intercepten sin una tercera, con la opcién de
correccién automatica o de generacion de un archivo para CAD con las lineas no aceptables.

Creemos que la solucién definitiva es desentrafiar los mecanismos necesarios para mallar atin con tales
lineas. Por el momento, mientras investigamos el problema, Jas correcciones las hacemos , en general,
manualmente en CAD y no suelen ser muy complicadas.

Para definir los vértices internos, se analizan las intersecciones de las lineas de la frontera. Upa vez
definidos todos los vértices, las lineas y las superficics a las que pertenecen, se deducen las regiones de
cada superficie utilizando subdivisiones sucesivas con las lineas interiores.

Luego con upa rutina semejante al método de avance frontal, se arman jos poliedros interiores uniendo
caras adyacentes hasta cerrarlos.

Reaparece la métrica para ubicar los vértices del dual en el interior del dominio.
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Figura 9. Ubicacién de los vértices del dual.
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La posicién que le asignamos es un promedio de traslaciones de los puntos extremos segln las normales a
las caras de la frontera, ponderado con la cantidad de segmentos entre el vértice y cada extremo:

1 6
f)=;2(§i+d;ﬁi), 6y
i=1

p ¢s el punto asignado al vértice, g el centro geométrico de las caras y m la normal hacia la malla,
estan indicados en la figura 9. La “distancia” d es la cantidad de segmentos que hay entre el vértice y la
céscara mas medio segmento correspondiente a la distancia de la cdscara a la frontera. :
Posteriormente, al centro geométrico de cada regitn le asignamos un nodo de la malla y construimos los
elementos hexaédricos uniendo poliedros adyacentes.

Finalmente, aplicamos técnicas de reposicionamiento de los nodos. Utilizamos un algoritmo que asigna a
cada nodo la posicién correspondiente al centro de gravedad de los nodos conectados a €l a través de una
arista, pesando cada uno con la cantidad de elementos que comparten la arista.

Si bien la rutina de posicién de vértices se ejecuta en un solo paso, pues depende solo de parametros fijos,
la posicién de nodos depende de los vecinos, por lo tanto relajamos los movimientos a un porcentaje
(~20%) del requerido en cada paso e iteramos hasta que e} movimiento sea menor que el requerido. El
movimiento minimo lo igualamos al radio utilizado para soldar nodos.

Conclusiones

El generador, en su estado actual es util para una gran cantidad de casos, pero es evidentc que hay una
fuerte necesidad de continuar con el desarrollo de algunas rutinas y el mejoramiento de otras. También
resta analizar mas a fondo la topologia del problema general, sin condiciones.

Creemos que, aiin con todo el trabajo que resta, el desarrollo del método constituye un avance importante
que ayudard al mejoramiento de las técnicas en el 4rea de generacién de mallas.
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