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En el presente trabajo se muestran algunas experiencias realizadas en el area de
adaptatividad para problemas tridimensionales. Basados en problemas de elasticidad, se
estudiaron dos formas bien diferenciadas de modificar la discretizaci6n, de manera de
aumentar el numero de grados de libertad en las zonas del dominio que preSentan mayor
error· de discretizaci6n. La primera esta basada en la idea de divisi6n de elementos,
mientras que en la segunda se regenera nuevarnente la malla. Se describiran brevemente
ambas tecnicas como asi tambien las estrategias adoptadas 'para redefmir la
discretizacion en base a un indicador del error sobre una soluci6n previamente

. calculada. Por ultimo se muestran algunos ejemplos de aplicacion concretos y se
discuten las ventajas y desventajas de ambas metodologlaS.

In this work· some experiences on adaptivity for three dimensional problems are
presented. Based on a linear elasticity solver, two different approach for the
discretization changes are ,analysed: subdivision of simplexes and remeshing. With the
first one, those elements with an estimated error greater than an acceptable value are
divided. With the second, the estimated error is used to define a new element size at the
centre of each element and a new mesh is generated. Both methods are described and
some application examples ate presented. Finally the advantage and problems of using
these adaptivity techniques are discussed.

Una de las etapas que presenta mayores dificultades y exige mayores esfuerzos de parte del usuario
en el proceso de modelado computacional por elementos finitos de problemas tridimensionales, es
la definicion de la discretizaci6n. Causa de elIo son la falta de herramientas de generaci6n robustas,
y los problemas inherentes a especificar las caracteristicas de la discretizaci6n en el espacio.

Las tecnicas adaptativas se presentan como la mejor soluci6n a estos problemas. La idea basica de
las mismas es automatizar la btisqueda de convergencia en red que debe realizarce en todo
modelado por elementos finiLos. EsLa convergencia usualmente se obtenfa en forma bastante
cualitativa, repitiendo los caIculos utilizando mallas cada vez mas densas, hasta que la solucion
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la calidad de los elementos, mientras que las que requieren mayor tiempo de parte del usuario son la
definici6n de la geometria, la colocaci6n de condiciones de CODtomoy el anaIisis de resultados.
Dependiendo de la aplicaci6n puede resultar mas interesantc utilizar uno u otro esquema, sin
embargo la teDdencia parece ser cada vez mayor a reducir el trabajo del usuario a expensas de un
mayor costo cornputacional. En realidad, el ideal seria que el usuario se concentre solo en la etapa
de anaIisis, y todo 10demas se realize automaticamente.

1: remallado

2: divisi6n de
simplices

3: optimizacl6n
decalldad

ALGORITMOS PARA MODIFICAR LA DISCRETIZACION

DivisiOn de simpliCes

Como se mencion6 en la introducci6n, la primer tecnica para modificar la discretizaci6n que se
emple6 en un contexto adaptivo estaba basada en la divisi6n de elementos tipo triangulos. El motivo
de ello es que en el caso bi-dimensional, este metodo presenta una serie de virtudes muy atractivas
que se pueden sintetizar en los-siguientes puntos:

• Facilidad para obtcner una irnplementaci6n robusta.

• Bajo costo computacional.

• Pcnnitc acotar ia caUdad minima de ios elementos de la mana, independientemente del
grado de densificaci6n (relaci6n entre el tamaiio de e1emento mfnimo y maximo en la red)

• Produce mallas encajadas 10 que facilita el proceso de interpolaci6n entre la malla
original y la malla hija.



Esto explica la gran cantidad de trabajos que aparecieron en la decada del '80 donde se utilizaban
diferentes implementaciones de este metodo. En ese momento se obtuvieron resultados que no
tenian precedentes en la epoca, ya que se consegu{an mallas con relaci6n en el tamafio de los
elementos de 111000 y mas, sin degradar la calidad de los mismos.

Sin embargo la extension al caso tri-dimensional de los algoritmos para W no son directas y
simples. Por ejemplo, no existe una partici6n de cualquier tetraedro que permita obtener tetraedros
semejantes al original, tal como ocurre en 2D. Ademas aparecen nuevos problemas que dificultan
notablemente la obtenci6n de algorilmOS robustos, como son la posibilidad de tener aristas no
conformes (ademas de nodos como en W) 0 la no existencia de pruebas matemliticas que permitan

garantizar calidades de elementos razonables.

En la figura 2 se muestran algunas posibilidades para
dividir tetraedros obtenidas al extender las particiones
mas utilizadas en 2D: EI caso a) es el mas sencillo y
consiste en bisectar al tetraedro agregando un nuevo
nodo en el medio de la arista mas larga. El caso b) es
una extensi6n del algoritmo propuesto por Rivara en
[19] y se obtiene en tees pasos: dividiendo al tetraedro
en dos agregando un nodo en su arista mas larga,
dividiendo luego cada uno de los dos tetraedros
generados agregando un nodo en la mas larga de las
tres aristas que pertenecian al tetraedro original, y
finalmente dividiendo en dos a cada uno de los cuatro
tetraedros obtenidos agregando un nodo en el medio
de las aristaS originales que quedan. En el casu c) se
colocan nodos en el medio de las seis aristas del
tetraedro y se forman en primer lugar los cuatro
tetracdros semejantes correspondientes a las cuatto
esquinas. 1.0 que resta es un octaedro que puedc

dividirse en euatto tetraedros de tees formas diferentes. Entre estas tres formas se puede elegir
aquella que permita obtener mejor calidad de elementos.

Apoyado en la experiencia obtenida en casos bi-dirnensionales se implement6 el algoritmo de la de
bi-secci6n por la arista mas larga, el eual puede esquematizarse en la siguiente forma:

Crear lista tipo cola con /os elementos a dMdir
Mlentras ex/stan elementos en la cola

{
Tomar eJprimer elemento de la cola
Catculo de su arista mas larg~
Slla arista no habra sido dividida

Crear un nuevo nodo en el punto medIa de Is misma
Dividlr aI eJemento en dos
Si alguna de las dos caras divididas no estaba maresde como ya dividida

Agregar aI correspond/ente element a vecino a Is cola y maresr su cars
como ya dividida

Si alguno de /os dos nuevas elementos tiene caras no conformes
Agregar at nuevo elemento a la cola

Barrar al elemento dividido de Is cola

J

Figura 2: Algunas posibilidades de
divisi6n de tetraedros

El algoritmo asi planteado funcionaca correctamente para mallas donde la arista maxima en cada
tetraedro es unica Si esto no es asi (por ejemplo un tetraedro regular, que es el ideal de obtener,



tiene todas sus aristas iguales), pueden generarse no-confonnidades de tipo arista, ya que una misma
cara puede dividirse de una forma vista desde un tetraedro y de otra vista desde su vecino. Por ello a
la hora de implementar computaeionalmente este algoritmo, es preciso tener en cuenta una
consideraci6n adicional: cuando se agrega un nuevo elemento a la cola a causa de que se cre6 una
no-conformidod en alguna de sua caras, sera necesario indicar tambiln en que forma se debe
dividir esta cara.

Re=maUado

En este casu la idea es construir nuevamente la malla, peru utilizando un nuevo requerimiento de
discretizaci6n. Si se observa la figura 1, puede verse que la generaci6n de una malla implica las
siguientes etapas: a) Definici6n de la geometria, b) especificaci6n de la discretizaci6n, c) generaci6n
de la malla de superficie, d) generaci6n de la malla de volumen, ye) optimizaci6n de la calidad de
los elementos. Desarrollar estos pasos excede las posibilidades de este trabajo (en [20] puede
enconttarse una razonable descripci6n), sin embargo vale la pena prestar atenci6n a la etapa b), ya
que generando esta informaci6n a partir del error estimado sera posible obtener una malla adaptada

a la soluci6n.

AI generar una malla de
elementos finitos, ya sea de
superficie 0 de volumen, es
preciso especificar el tamaiio de
los elementos en cada punto del
espacio. La metodologia mas
aceptada para ello es definir
una funci6n di4metro del
elemento h(x,y,z) en un numero
finito de puntas y extenderla a
todo el dominio mediante
interpolaci6n. Para realizar esta
interpolaci6n utilizamos el
metodo sugerido en [13]. La
idea es en primer lugar generar
la malla Delaunay del conjunto
de puntos en que se especific6

la funci6n h(x,y,z), la que debera incluir estrictarnente al dominio de interes (normalmente sera
necesario agregar ocho puntos que sean vertices de una caja que englobe al dominio). Una vez
disponible esta malla base, que por consttucci6n es convexa, para calcular el valor de la funci6n h
en un pimto arbitrario se busca cual es el tetrahedro que contiene al punto en cuesti6n y se interpola
linealmente dentro del mismo. Para determinar si el punta esta dentro de un dado elemento, se
puede calcular el volumen de los cuatro tetraedros formados por las caras del e1emento y el punto.
Si los cuatro volumenes son positivos, entonces el punto es interior al tetraedro.

Para hacer el re-mallado adaptativo, en base al indicador del error en cada e1emento se calcula un
tamaiio deseado he y se 10 adjudica al centroide del elemento; la malla base que se genera con estos
puntos tendra entonces tantos nodos como elementos haya en la red original. En estas situaciones es
importante que la busqueda del tetrahedro que contiene al punto sea muy eficiente. La
implementaci6n trivial, que consiste en buscar secuencialmente sobre todos los elementos de la
malla base, resulta inaceptable ya que tiene un costa computaeional O(Nb) (Nb: numero de
elementos de la malla base), 10 que conduce a Wl wslo global del proceso de gelleraci6n O(Nb.N),
donde N es el numero de elementos de la malla a generar, y como Nb=N, entonces el costo final es
0(1-1). Como regIa general, en el ambito de generaci6n de mallas tridimensionales, un costo mayor

Figura 3: Malia base utilizada para definir el
tamafio de elemento en todo el espacio



o igual a O(N) resulta prohibitivo, a no ser que nos limitemos a mallas no mayores que unas pocas
decenas de miles de elementos.

Aprovechando la propiedad de que la malla base es convex&, es posible obtener un costo de
bUsqueda O(NbJlJ

) en 3D, realizando una bl1squed.adireccional. Para ello se comienza la busqueda
con un elemento cualquiera; si el mismo no contiene al punto (05 decir que al menos uno de los
cuatro tetraedros formados por las caras del tetraedro analizado y el punto en cuesti6n tiene
volumen negativo) se continua analizando el elemento vecino por la earn que di6 el vol~ mas
negativo. En O5ta forma se puede continuar hasta encontrar al elemento que 10 contiene'. En la
figura 5 se muestra una bUsqueda bidimensional donde se han sombreado los elementos que fue
necesario analizar hastaencontrar al que contiene a un dado punto. En promedio puede esperarse
que la "trayectoria" desde el elemento inicial al elemento que contiene el punto sea

aproximadamente recta, por ello el orden en 3D es
O(Nb11J

) y en 2D O(NbIIJ
).

Si bien el orden O(NbIIJ
) para una bl1squeda puede

resultar aceptable, es posible obtener un costo
inferior recurriendo a tecnicas de clasificaci6n
geometrica. En [20] se estudian diferentes
altemativas y se concluye que la mejor opci6n es
utilizar una estroctura de datos tipo arboles
(quadtree en 2D y octree en 3D) y almacenar en
cada terminal del mismo, el conjunto de
elementos que 10 intersectan. El arnol debe ser
dividido hasta que queden solo unos pocos

etemento inici81 elementos en cada terminal. En esta forma un
proceso de biisqueda se divide en dos partes:

Figura 5: BUsq~ direcciooal del elemento biisqueda del terminal que contiene al punto, y
que conbene un punto dado' busqueda del elemento del tenninal que contiene

al punto. Con este metodo se consigui60btener un COStopr'cticamente constante (rigurosamente el
costa computaeional es O(logNb».

Es posible realizar algunas variantes a este ultimo metodo que permiten ahorrar bastante memoria
(principal desventaja del mismo). Por ejemplo, en vez de almacenar en cada terminal a todos los
elementos que 10 intersectan, puede almacenarse solo uno, y a partir de este hacer una busqueda
direccional.

Sea nun poliedro en 9t3• Consideramos el problema de elasticidad convencional, con un termino
adicional en las fuerzas volumetric as que facilita la incorporaci6n de sing",laridades:

l-div{O'(U»=f+V. g en n
u=D en ~

O'(u).n=r-gn en ~

donde O'(u) '" (I + v~~-2v) (Vu+ V'u)+ 2(1~ v) div(u) [.

La frontera de !J. es Ia uni6n disjunta de an" f E (1?(n)r y g E r(n) .



ESTIMACION DEL ERROR
EI estimador del error utilizado sigue las ideas de 108 trabajos de Babuska (ver [1] y [2]) yen este
caso resulta equivalente al error en la norma de la energia Para cualquier tetraedro T de la malIa, el
error estimado (1/1' ) se puede escribir como:

I

TIr=[J i~JIRl2+-iI,hIJIJI12]2
T T lET I

donde:

R = div(a(uj)) + f, (residuo en el elemento)

h.r = 10ngitud de la arista mas larga T
hi = longitud de la arista mas larga de la cara 1

{
na(uJnlll si leriol

Jf = 0 si Ie ald '

2[r- gn-a(uJnl si leal.

(

NFL )~

1/= f,Tlr2

Dado el indicador de error, las estrategias para modificar la discretizaci6n varian con cada metodo.
En cl caso de divisi6n de simplices, la primera idea utilizada para seleccionarlos tetraedros a dividir
es tomar aquellos que cumplan 1/T /1/ •••• ;:-:A. Esto prescnta dos dificultades, por un lado no es
evidente que valor se debe utilizar para A y por el otro que no hay un criterio de parada, ya que en
casos con singularidades este proceso no se detiene nunca.

En este trabajo adoptamos una segunda estrategia de selecci6n propuesta por Zienkiewickz y
Zhu [6], donde asumiendo que el error en la nueva malla estara equidistribuido, es decir:

y teniendo en cuenta que en este problema TIr ;: o(h), es posible obtener una aproximaci6n para
h..-como:

h = TIT•••• h
.ew TlrDId old

Este valor de h••w puede utilizarse como estrategia de seleeci6n de 10s elementos a dividir 0 como
criterio para requerir un nuevo tamafio de elemento.

En las expcriencias que se incluyen a continuaci6n, cl modclado mlmerico por elementos finitos fue
realizado con el c6digo ELAS, que permite resolver problemas de elasticidad lineal en 3D
utilizando elementos tipo tetraedros. En todos los casos se tratan de problemas COD soluciones que
presentan fuertes singularidades, ya que son estos los casos donde la adaptatividad juega un papel
importante, consiguiendo recuperar el orden de convergencia correspondiente al tipo de elemento



que se esta utilizando. Los resultados se presentan en fonna separada para 108 dos m6todos de
densificaci6n.

Diyisi6n de simplices

EI primer caso estudiado es uno con soluci6n analitica y que presenta una fuerte singularidad en una
linea. En realidad se trata de un problema que puede ser resuelto como 2D, pero en este caso el

interes era verificar que el
indicador del error funcionaba
correctamente y que era posible
recuperar el orden 6ptimo de
convergencia. La fJ.gUra 6
muestra una sucesi6n de mallas y
correspondientes soluciones para
este problema. La primera es la
malIa inicial, la segunda es la
malIa luego de 20 procesos de
densificaci6n y la tercera luego
de 50 procesos. Si bien la malla
final obtenida es excelente para
el amilisis que se pretende
realizar; hicieron falta 50
procesos adaptivos, cada uno de
108 cuales involucra un anaJisis
elastico, catculo del estimador
del error, densificaci6n y
recolocaci6n de condiciones de
contomo. En otras palabras, si
bien es cierto que la maIla inicial
utilizada era c1aramente
insuficiente, es recomendable
que una vez que se obtuvo un
indicador de error se realicen
varios procesos de densificaci6n
de forma de reducir el costo
global del proceso.

En \a figura 8 se muestra otro
anaJisis, en este caso netamente tridimensional. El mismo corresponde a una placa sujetada en sus
bordes, que esta sometida a presi6n en una .de sus caras y que presenta un corte en la misma en
forma de pirlimide de base cuadrada. Para el
catculo se tom6 una simetria 'A. En este caso se
realizaron 25 iteraciones adaptivas para obtener
la malla y soluci6n que se muestran en la figura.

Un punto al que se Ie debe prestar mocha ~ to
atenci6n en 3D, es que ocurre con la calidad de
los elementos, ya que de nada sirve aumentar el
mlmero de grados de libertad en las zonas con
alto error, si con ello se generan elementos
distorsionados. Por ello se hizo un estudio sobre
como evolucionaba la calidad minima con 105
diferentes cambios de discretizaci6n, y si Figura 7: Comparaci6n de la convergencia con y

sin optimizaci6n de la calidad de la malla

,0--·------
/' TI1/ .. - ..•.. :/' F/F :~ f -~-----_/'.'. I

:~ t . J/
'0 '"

--'-~'

Figura 6: Densificaci6n adaptiva en un problema con
fuertes singularidades y con soluci6n analitica



optimizando esta calidad se consigue mejorar los resultados.

En el seguimiento de la calidad minima de los elementos generados no fue posible garantizar en
forma defmitiva que la misma no se degrada en cualquier caso, sin embargo las experiencias
ntunericas muestran que esta degradaci6n, de existir, comienza a ser importante para un m1mero de
divisiones fuera del interes pflictico. La calidad media de los elementos mejora en practicamente la
totalidad de los casos.

En la figura 7 se muestra como evoluciona el error real (en un problema con soluci6n exacta
conocida) durante el proceso adaptativo, con y sin optimizaci6n de calidad de elementos. Puede
verse que arnbas curvas de convergencia coin eiden, con 10 cual se puede conduir que el metodo de
divisi6n de simplices presnta un buen comportarniento en este aspecto.

Re-maUado
La figura 9 muestra uno de los casos en que se aplic6 la idea de re-maIlado adaptativo. La geometrfa
corresponde a una probeta de ensayo para la caracterizaci6n de materiales a la propagaci6n de
fracturas. Dadas las simetrfas presentes, la malla generada corresponde a Yo de la pieza.

La primer malla que se gener6 tiene un tamafio de clemento uniforme (21303 en total). En Ia figura
pUede verse que la solucion obtenida con la misma esta bastante mal definida A partir de' esta
ultima, se evalu6 el error estimado, y utilizando la ec. (4) se obtuvo los valores de h.•••••para cada
elemento. Estos valores fueron"truncados" de la siguiente forma:

hokllO < h.ew < hold*2

La cota superior es para evitar tamafios muy grandes que no perrnitirian rcpresentar adecuadarnente
la geometria, mientras que la cota inferior es a efectos de limitar el numero de elementos que tendria
la nueva maila.





Con estos valores, se conttuyo la malla base y se gener6 la nueva malIa que se observa en la figura
(24740 elementos). A pesar de tenet practicamente el mismo tamafio, con esta malla se pudo
obtener una soluci6n notablemente mejor.

Por 61timo, se volvi6 a repetir el proceso, pero con nuevas cotas para truncar el tamafio deseado:

how13< h". •• < hold*2

holdcorresponde al tamafio del elemento en la malla anterior y no a la malla inicial. Se obtuvo asi la
ultima malla con un total de 124197 elementos.

CONCLUSIONES

En este trabajo se han presentado dos estrategias para obtener mallas adaptadas a una soluci6n y se
mostr6 la aplicaci6n de las mismas a problemas concretos. De las experiencias realizadas pueden
conc1uirse los siguientes puntos:

• En todos los casos fue posible obtener las mallas buscadas, tanto con el metodo de division de
simplices como con el de re-mallado.

• En el caso de divisi6n de simplices, la principal objeci6n es la gran cantidad de procesos qUe fue
preciso realizar para obtener una discretizaci6n 10 suficientemente densa. Resulta evidente la
necesidad de utilizar algoritmos que densifiquen mas rapidamente, 0 en todo caso, realizar varios
procesos de division entre cada anaJisis por E.F.

• Con la tecnica de re-mallado, una de las dificultades que surgieron es el control de la cantidad de
elementos finales que tendra la malla. A priori no es evidente como se debe defmir la cola
inferior para el tamai'io de elemento de forma de obtener unamalla final con un determinado
numero de grados de libertad.

• Otra dificultad de la teenica de re-mallado es el gran tamai'io de las mallas base. En tres
dimensiones las mallas tienen muchos mas elementos que nodos, por 10 cualla malla base que se
utiliza en un remallado adatativo es bastante mas grande que la malla que se quiere generar. Esto
pUede solucionarse llevando de algona forma el indicador de error por elemento a un indicador
por nodos. Ademas como ya se menciono, es muy importante utilizar algoritmos eficientes para
el manejo de esta malla base.

Entre los futuros trabajos que resultaria interesante realizar en este area, sobresale el experimentar el
esquema adaptativo basado en m6todos de optimizaci6n de calidad de elementos. Finalmente,
tambicn es importante seguir perfeccionando estos algoritmos de forma de obtener herramientas
cada vez mas robustas y facHes de utilizar.
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