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In this wod the dynamics of the suspended load in steady and wUfonn open channel flow is
modeled. The model assumes that the two-phase flow can be approximated by the one-
phase flow, the sediment-fluid mixture. The partial differential equations that govern the
model are solved by a finite dift'erence sclleme based on the Lax-Wendroff method.
FmaJIy results of numerical experiments and conclUsions are showed.

En este trabajo se modeliza la din8mica de los sedimentos en suspensiOn en un .fiujo
estacionario y uniforme en canales abiertos. EI modelo supone que el .fiujo bitisico puede ser
aproximado par uno monofisico de un tluido mezc1a, fannado par el sedimento mas el tiqui-
do. Las ecuaciones en derivadas parciales que gobieman el modelo se resuelven por un
esquema en diferencias finitas basado en el metodo de Lax- W endroff
Finalmente los resultados de los experimentos nllDl«icos se exhibenjunto eon las
eonclusiones del trabajo.

mailto:walter@ulises.ic.fi:en.uba.ar


Sea un ftujo sobre canalesabiertos, bidimensional, que transporta en suspensilm a la especie
particulada de a1gim sOlido de densidad (PS). Se supondra que tanto la mezcla como el ftuido
son incompresibles.
Las paredes del canal pueden considerarse mOviles 0 en algUn caso rigidas, pero ellecho Be
toIIJari plano; esto es para evitar sutilezas en el accionar de !as fuemas de fticcilm entre
estos y elftuido mezcla.
Para la densidad del fluido mezcla se adoptari la siguiente expresilm:

donde Pm es la densidad del fluid!> mezcla, C y p. son la concentraciOn y densidad del sOlido
suspendido respectivamente.
I-a expresilm (1) ha sido utilizada con Cxito por Erling Navntoft [1] entre otros, siendo este
un fuerte respaldo para su aplicacilm al presente modelo.
Siguiendo con la expresilm (1) estamos representmdo al fluido mezcla bi1isico por un ftuido
de una use con gradientes de densidad
Como siguieote paso tomemos la expresilm. anterior, la introduciremos en las ecuaciones de
Navier Stokes en dos dimensiones espaciales:
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donde U y V sonlas velocidades medias de la mezcla en las direcciones de escurrimiento y
vertical respectivamente, P es la presiOn, g la aceleracilm de la gravedad, 1es el tiempo, x e y
son las coordenadas espaciales respectiVarnente en la ctireccilm horizontal y vertical, a es el
angulo subtendido por ellecho del canal con la horizontal y f.I", es la viscosidad del ftuido
mezcla.
Las ecuaciones (2) y (3) representm la conservacilm del impulso en las direcciones del mode
10 ( x h0ri7.ontal, y vertical), en concordmcia con la siguiente figura:
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Para seguir completando el modelo se deben ineluir una ecuaciem de conservaciOn de la ma-
sa JIuida de la mezcla mas una de la cantidad de iOlido en el sistema mis una Ultima ecua-
ciempara la velocidad de precipitaciem de Ios granos de la especie particulada.
Siguiendo entonces incmporemos las ecuaciones de conservaciem restantes:
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en donde W es la velocidad de precipitaciim de los granos del sOlido en suspensiOn.
La ecuaciem (4) no es mas que la conservaciOn de la masa Hquida de la mezcla y la expresiOn
(5) es la conservacilm de Ia especie particulada en suspensiOn.
Para la velocidad de precipitaciem son nmy conocidas expresiones que la fijan como constan-
te dependiendo de las caraeteristicas fisicas de los granos, por ej~1o ecuaciones de la
forma:

liendo C.I el coeficiente de amstre del agua, g la gravedad, del dWnetro de las particulas y
S.la gravedad especifica (vcr por ejemplo Raudkivi [2])
En el presente modelo en cambio se propone una dependencia en la que adem8s de ineIuirse
Ios parimetros anteriores tambien entre en juego la eoncentraci6n de la especie particulada.
En este sentido hoy en dia sabemos que se han fijado con exito relaciones fimcionales que
tienen la forma:



donde Wo es la velocidad de caida de un solo grano, C en la concentracilm de la suspensiOn,
y P es un parimet:ro que depende del nUmero de Reynolds (Re=W*d1JJ) y del tamaiio de
grana adimensional D' definido como sigue:

en donde: .dp = (p. - pj.

En base a los estudios realizados en etapas previas (sobre Raudkivi [2] , Kuhnle [3] y [4] )
se encuentra que Si.D' < 40 entonces el valor de p es igual a 4.65 y bajo estas condiciones se
efectuaron los experimc:ntos lllJDHSricosdel presente trabajo.
Existen nmchas fOIDBJIasde toda indole para haDar el valor de pen funcilm de D' que se
hallan amp1iamente difundidas en la literatura que estudia a las suspensiones, peru dado todo
el estudio previo el modelo se construye en base a la expresi6n (7) y siguientes.
Las ecuaciones (2) y (3) pueden ser reeseritas con la ayuda de la ecuacilm (4) Yciertas
aproximacione!)en forma de ley de conservacion. Para esto ala ecuaciOn (2) se Ie suma la
ecuacilm (4) nmltiplicada par Uy a la ecuacion (3) se Ie suma la ecuacilm (4) mnltiplicada
por V y reagrupando adecuadamente se obtiene:
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endondeQ = U*p"., P = V*p"., F= (!/p,.+Pt/, G =Q*P/p"" M=p2/p".+Pd, siendoP ••la
presilm diruimica del sistema,h =g * p". * sin( a) y J; =g * p,. * cost a).

Si de ahora en mas suponemos que los gradientes de presiOn son aproximadamente paralelos
a los de densidad ( pOl ejemplo ambos paralelos y de sentido opuesto a la direccilm positiva
del eje y) y que dentro del rango de concentraciones C con el que se trabaja se puede des-
preciar el efecto de la viscosidad, la misma se puede expresar como:

?_••.= (I+k)+(1 +2k)K, C+(1+3k)K1 C+...
Pit.",.



donde k = ete * (p", - PI)/ f.J, con eteuna constante experimental y K1 es un factor de furma
de los granos del sOlido que para el caso de particulas esf6ricas vale 2.5.
De esta Ultima expresiim se obtiene como conclusi.im que la viscosidad de la SUBpCDsi.6npor
mas que se modifique por la presencia de las particulas SUBpendidases asi.y todo por 10
menos dos 6rdenes de magnitud menor que cualqui«a de los termiD.osrestaDtes.
Con estas aproximaciones las ecuaciones que representan matemBticameote el modelo son
entonces:
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El conjunto de ecuaciones (12), (13), (14), (IS) Y (16) es la base matemmca delmodelo
propuesro. Este se resuelve nl1lllCricamentepor medio de un esquema en diferenciasfinitas
tipo Lax - Wendroff con ciertas modificaclones por la forma que poseen las ecuaciones (12)
Y (13), esto se puede resumir asi.pua los dOHpasos del esquema, el primero predictor y el
segundo corrector:

Ql(ij) = 0.25 * (QO(i+lj) + QO(i-lj) + QO(ij+l) + QO(ij-I»- (l\t12*l\x) * (FQI(i+lj)-
-FQl(i-lj» - (l\tI2*l\X) * (G1(ij+l) - Gl(ij-l» -l\t * PXl

PI(ij) = 0.25 * (PO(i+Ij) + PO(i-Ij) + PO(ij+I) + PO(ij-I» - (l\tJ2*l\x) * (FPI(ij+ 1)-
-FPI(ij-I» - (l\t/2* l\X) * (G1(i+ Ij) - Gl (i-I,j)) - l\t * PY 1

Cl(ij) = 0.25 * (CO(i+lj) + CO(i-Ij) + CO(ij+ I) + CO(ij-I» - (l\tJ2*l\x) * (CQl(i+lj)-
-CQI(i-Ij» - (l\tI2*l\X) * (CPI(ij+l) - CPl(ij-l»

pl(ij) = Pi" * (I - CI(ij» + p. CI(ij)

WI(ij) = Wo * (1 - CI(ij»P

siendo: QO(ij) = UO(ij) * P••O(ij), PO(ij) = VO(ij) * PmO(ij), G1(ij) = QO(ij)*P(ij)lPmO(ij)
FQO(iJ) = QO(iJ)2/pmO(ij) + pmO(ij) * g * H, siendo H la ahura del fluido mczlca,



Q(i,j) = QO(i,j) - (At/Ax)· (FQ(i+lj) -FQ(i-lj» - (At/AX)· (G(i,j+l)-
- G(i,j-l» - At • PX

P(ij) = PO(ij) - (At/Ax) * (FP(i,j+I)- FP(i,j-I» - (At/AX) * (G(i+lj)-
• G(i-Ij» - At * Py

C(i,j) = CO(i,j) - (At/Ax) * (CQ(i+lj) - CQ(i-lj» - (At/AX) * (CP(ij+l)-
- Cp(i,j-l»

p(i,j) = Pi· (I - C(i,j» + P. C(ij)

W(i,j) =Wo * (1 - C(i,j)f

siendo: Q(i,j) = U(i,j) • p",(i,j), P(ij) = V(ij) * p.,(i,j), G(ij) = Ql(i,j)*Pl(ij)/Pm1(ij)
FQ(i,j) = Ql(i,j)2/p.,1(i,j) + p.,l(i,j) * g * H, siendo H]a altura del fluido mezlca,
CQ(ij) = Ul(i,j)· Cl(ij), CPl(i,j) = Vl(i,j)· Cl(ij),
Estas Ultimas expresi.ones que no son mas que el esquema en diferencias del sistema de
ecuaciones (12) a (16), se implementaron en un cOdigo JlU1llCricodesarroBado en Fortran 77

Los experimentos numenco8 se efectuaron sobre maDas con cantidad de nodos variables
que iban de los 100 a 200 elementos.
PaIll garantizar ]a estabilidad 1l1lDlCricase planteo una condici6n tipo Courant de la forma:

At 1(lul+c)-- <-AX .J2

donde U es ]a velocidad media del f1nidoy c es ]a velocidad adiabfltica de propagaciim del
sonido.( paIll una discusi6n sobre este particular ver Richtmyer R. and Morton K [5])
P&l1l garallti7.u el cwnplimiento de ]a expresi6n (17) se trabajo con valores de At/AX que
fueron 30 0 mas veces menores, con & = L1y =LlX paIlllos pasos espaciales.
TipicameD.tese empleo un rango acotado por



A continuaciOn se nmestran resultados de uno de los experimentos nume.ricos concretados
en el cual se estudio Ia dispersiOn de una pequeiia nube del fluido mezcIa liberado en un
campo de velocidades homogeneo de 0.5 m/s enIa direccilm de escurrimiento y sin velo-
cidad del.fluido en la vertical.
La condicion inicial del problema 10 podemos ver en la siguiente figura:
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La concentracion inicia1 C para la nube del sOlido suspendido es de 0.1 y la densidad es de
2650 Kg/m3.

La velocidad inicia1de caida de los granos se supone igual acero, es decir caen en caida
hOre desde la nube que contiene al sOlido suspendido y su trayectoria se Ve afectada por el
arrastre del fluido en la direccion media del escurrimiento.
Para la expresion que fija la velocidad de precipitacilm de los granos es preciso determinar el
valor de la velocidad de caida de un solo grano que se vera luego disminuida por las presen-
cia de los restantes, en este sentido y habiendo estudiado por separado este problema en par-
ticular, se llego a que para particulas con el diimetro D· como el tratado anteriormente Wo
deberia ser de .06 a 0.1 m/s dependiendo del valor del diametro de los granos y del nUmero
de Reynolds de la mezcla.
Con estos valores se reaJizaron diversos experimentos numericos que arrojaron los resul-
tados que se exhiben a continuacion.
Para la densidad de la mezcla se obtuvo la siguiente forma para su evolucion a 10 largo del
cana1luego de precipitar desde 1anube que la contenia, en la figura 3.



Otra furma de vcr como se trmsporta el sOlido suspendido es vcr como evoluciona Ia
concentraciim de Ia especie particulada arrastrada pOl elliquido, en este sentido se exbibe
en Ia siguiente figura cOmo vane> con el tiempo y en Ia altura del cmal el valor de dicha
concentraciOn:
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Para el caudal de Ia especie fluida tenemos el siguiente grifico que nos muestra cOmo
progresa en el tiempo y a 10 largo del canal Q(iJ) siendo este el definido con las ecuaciones
discretizadas del modelo.
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1- Se puede aproximar 1Dlflujo bifisico por 1DlOmonofisico teniendo en cuenta 1& presencia
de Ias dos especies que 10 componen.

2 - El modelo trata SQbre1Dlconjunto de problemas de gran interes cientffico y tecnologico
pues fluidos que transportan sOlidos en suspension se encuentran reiteradamente en Ia
naturaleza.

3 - Existen detalles muy importantes a tener en cuenta cuando se realizan los experimentos
numencos dado que en la interface entre el Hquido y el fluido mezcla se desarroUan
inestabilidades que por 1Dllado son de naturaleza numCrica propias del esquema
explicito utilizado y por otro tienen origen en la forma que adopta la presion dinamica.·

4 - EI siguiente paso es incorporar el efecto de la turbulencia en la velocidad de caida de los
granos del sOlido dado que todo este trabajo supone un regimen laminar, y la expresicm
de W cambiara dramaticamente cuando se considere este efecto.

5 - El cODlportamiento newtoniano del fluido mezcla esta asegurado pues con valores de
concentracian menoresque 0.1 el comportamiento no newtoniano no se lIIllIIifiestapara
los tamaiios de grano utilizados.
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