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Abstract

In this work the dynamics of the suspended load in steady and uniform open channel flow is
modeled. The model assumes that the two-phase fiow can be approximated by the one-
phase flow, the sediment-fluid mixture. The partial differential equations that goven the
model are solved by a finite difference scheme based on the Lax-Wendroff method.

Finally results of munerical experiments and conclisions are showed.

Resumen

En este trabajo sc modeliza Ia dindmica de los sedimentos en suspensién en un flnjo
estacionario y uniforme en canales abiertos. El modelo supone que e flujo bifisico puede ser
aproximado por uno monofisico de un filuido mezcla, formado por el sedimento mas el tigui-
do. Las ecuaciones en derivadas parciales que gobiernan el modelo se resuclven por un
esquerna en diferencias finitas basado en el método de Lax-Wendroff :

Finalmente los resultados de los experimentos numéricos se exhiben junto conm las
conchusiones del trabajo.
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Ecuaciones de Movimiento

Sca un flujo sobre canales abiertos, bidimensional, que transporta en suspension a la especie
particulada de algim solido de densidad (ps). Se supondra que tanto la mezcla como el fluido
son incompresibles.

Las paredes del canal pueden considerarse méviles o en algim caso rigidas, pero el lecho se
tomaré plano; esto es para evitar sutilezas en el accionar de las fuerzas de friccion entre
éstos y el fluido mezcla.

Para la densidad del fluido mezcla se adoptard 1a siguiente expresion:

pa=p;(1-C)+ p, C | o

donde py, es Ia densidad del fluido mezcla, C y o, son la concentracién y densidad del sélido
suspendido respectivamente.

La expresién (1) ha sido utilizada con éxito por Erling Navntoft [1] entre otros, siendo éste
un fuerte respaldo para su aplicacién al presente modelo.

Siguiendo con la expresiém (1) estamos representando al fluido mezcla bifasico por un fhrido
de una fase con gradientes de densidad.

Como siguiente paso tomemos ls expresion anterior, la introduciremos en las ecuaciones de
Navier Stokes en dos dimensiones espaciales:

oU ﬂ+'zq}_ P, VT @
p ot ax ay e ax p_gsen(a) lum
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donde U'y ¥ son las velocidades medias de 1a mezcla en las direcciones de escurrimiento y
vertical respectivamente, P es la presion, g la aceleracién de la gravedad, ¢ es el tiempo, x ¢ y
son las coordenadas espaciales respectivamente en la direccién horizontal y vertical, « es el
angulo subtendido por el lecho del canal con la horizontal y 1, es la viscosidad del fluido
mezcla.

Las ecuaciones (2) y (3) representan la conservacién del impulso en las direcciones del mode
lo ( x horizontal, y vertical), en concordancia con la siguiente figura:
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Bigura N°1

Esquema de la orientacién de los gjes de denadas para lag definici de las i My E)

Para seguir completando ¢l modelo se deben inchuir una ecnacién de conservacién de la ma-
sa fluida de 1a mezcla mas una de la cantidad de s6lido en el sistema mas una dltima ecua-
cidn para la velocidad de precipitacién de los granos de la especie particulada.

Siguiendo entonces incorporemos las ecuaciones de conservacion restantes:

ap, {p.U) 5(p_V)_ O}
2t *Tax T ay 0 |
ac olcu) slcv) olcw) )

5t+ dx + ay 2y

en donde W es la velocidad de precipitacion de los granos del sélido en suspension.

La ecuacién (4) no es mas que la conservacién de la masa liquida de la mezch y la expresién
(5) es la conservacion de la especie particulada en suspension.

Para la velocidad de precipitacion son ny conocidas expresiones que la fijan como constan-
te dependiendo de las caracteristicas fisicas de los granos, por ejemplo ecuaciones de Ia
forma:

W=1(Cs,84,8) )

siendo C, el coeficiente de arrastre del agua, g la gravedad, d el didmetro de las particulas y
S: la gravedad especifica (ver por ejemplo Raudkivi [2])

En el preseste modelo en cambio se propone una dependencia en la que ademas de incluirse
los pardmetros anteriores también entre en juego la concentracion de la especie particulada.
En este sentido hoy en dia sabemos que se han fijado con éxito relaciones funcionales que
tienen la forma:

W=£(C4,8,d,8,C)
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Para tal fin .se estudio por separado el comportamicnto de la siguiente expresion:
W=-Wo(1-C)y Y

donde W, es la velocidad de caida de un solo grano, C en la concentracion de 1a suspensién,
y /3 es un parametro que depende del mimero de Reynolds (Re=W*d/yy) y del tamafio de
grano adimensional D~ definido como signe:

3 13 (8)
o =[A p gd J

\ o, 4
en donde: Ap = (p. - py.

En base a los estudios realizados en etapas previas (sobre Raudkivi [2] , Kuhale [3] y [4] )
s¢ encuentra que g D’ < 40 entonces el valor de J es igual a 4.65 y bajo estas condiciones se
efectuaron los experimentos muméricos del presente trabajo.

Existen nmchas formulas de toda indole para hallar el valor de £ en foncién de D™ que se
hallan ampliamente difundidas en la literatura que estudia a las suspensiones, pero dado todo
¢l estudio previo el modelo se construye en base a la expresiom (7) y siguientes.

Las ecuaciones (2) y (3) pueden ser reescritas con la ayuda de la ecuacion (4) y ciertas
aproximaciones,en forma de ley de conservacién. Para esto a la ecuacién (2) se le suma la
ecuacion (4) nmltiplicada por U'y a la ecuacion (3) se le suma la ecuacién (4) mmltiplicada
por ¥y reagrupando adecuadamente se obtiene:

29 9F 66 1< ©
&t+ax+ay+ﬁ+leJ_o

__..+___»..+_,_y+ff+”le=o (10)

en donde O = U0, P = V*py, F = Q/patPs G = Q*P/pn, M = P*/p+P,, siendo P, la
presion dinamica del sistema, f; =g * g, *sin() y f, =g * pu * cos(a).

Si de ahora en més suponemos que los gradientes de presién son aproximadamente paralelos
a los de densidad ( por ejemplo ambos paralelos y de sentido opuesto a la direccién positiva
del eje y) y que dentro del rango de concentraciones C con el que se trabaja se puede des-
preciar el efecto de la viscosidad, 12 misma se puede expresar como:

(1)

Hlropmetin _ (1 4 k) 414 2k)K, C+(1+38)K, C+---

/‘Hﬂb
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donde k& = Cte * (B - py)/ 14 con Cte una constante experimental y K, es un factor de forma
de los granos del sdlido que para el caso de particulas eaféricas vale 2.5.

De esta ultima expresion sc obtiene como conclusién que Ia viscosidad de 12 suspension por
mis que se modifique por la presencia de las particulas suspendidas es asi y todo por Io
menos dos drdenes de magnitud menor que cualquiera de los términos restantes,

Con estas aproximaciones las ecuaciones que representan matemiticamente el modelo son

entonces:
90 IF 2G . _ (12)

ot "ox oy TS0
8P 3G oM (13)

ot Tax T 3y +/y =0
ac a(cu) a(cv) s(cw) (14)

—+ + - =0

t dx 2y ay
Pu=p;(1-C)+p, C (15)
W=Wo(1-C) (16)

El conjunto de ecuactones (12), (13), (14), (15) y (16) es la base matematica del modelo
propuesto. Este se resuclve numéricamente por medio de un esquema en diferencias finitas
tipo Lax - Wendroff con ciertas modificaciones por la forma que poseen las ecuaciones (12)
y (13), esto se puede resumir asi para los dos pasos del esquema, el primero predictor y el
segundo corrector:

Paso predictor:

Q1(i,j) = 0.25 * (QO(i+1,) + QO 1,j) + QO(i,i+1) + QO(ij-1)) - (A2*Ax) * (FQI(i+1,j)-
FQI(i-1,j)) - (AU2*AX) * (G1(i,j+1) - GI(ij-1)) - At * PX1

P1(ij) = 0.25 * (PO(+1j) + PO(-1,j) + PO(ij+1) + PO(Lj- 1)) - (AU2*Ax) * (FP1(i,j+1)-
-FPI(ij-1)) - (AV2*AX) * (G1(i+1) - G1(i-Lj)) - At * PY1

C1(ij) = 0.25 * (COG+1,j) + COG-1) + CO(iji+1) + COij-1)) - (A/2*Ax) * (CQ1(i+1j)-
-CQI(L,)) - (AV2*AX) * (CPI(ij+1) - CPIG,-1)

p1GH) = pe* (1 - CI(i)) + p: C1GAD)
WI(ij) = Wo * (1 - C1(i,j))’

siendo: QO(1,j) = U0(ij) * puO(ia), PO(L)) = VO(Lj) * pu0(ii), GL(LI) = QOG])*P(Lj)/puO(ij)
FQO(j) = QG ) /p=0€i,j) + pu(ij) * g * H, siendo Ha altura del finido mezica,
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CQO(ij) = UO(,j) * CO(Lj), CPOLj) = VOij) * CO(ij),
Paso corrector:

Qi) = QOG) - (AUAX) * (FQG+1,j) -FQE-19)) - (AVAX) * (GGj+1) -
- G(Lj1))- At* PX

P(i,j) = PO(ij) - (AVAx) * (FP(i,j+1)- FP(ij-1)) - (AVAX) * (G(it1,) -
- G(i-1,j)) - At * PY

C(i,j) = CO(Lj) - (AVAX) * (CQ(it1,j) - CQ(-1,))) - (AVAX) * (CP(ij+1) -
- CP(ij-1))

0(i) — pe* (1 - CGif)) + pu CG)
WGij) = Wo * (1 - CGj)Y

siendo: Q(ij) = U(ij) * pu(ij), P(Li) = V(i) * palii), G(LJ) = Q1GLI)*P1GjYP=1(i))
FQ(ij) = QU(Lj)/Pul(ij) + pul(ij) * g * H, siendo H 1a altura del fluido mezlca,

CQ(ij) = Ul * C1Gj), CP1(1L,)) = VI(ij) * C1G,),

Estas 1ltimas expresiones que no son mis que ¢l esquema en diferencias del sistema de
ecuaciones (12) a (16), se implementaron en un codigo nunérico desarrollado en Fortran 77

Eiperimentos Numéricos

Los experimentos numéricos se efectuaron sobre mallas con cantidad de nodos variables
que iban de los 100 a 200 clementos.
Para garantizar la estabilidad mumérica se planteo una condicién tipo Courant de 1a forma:

Wi+d+g <T5 on

donde U es la velocidad media del fluido y ¢ es la velocidad adiabatica de propagacion del
sonido.( para una discusion sobre este particular ver Richtmyer R. and Morton K. [5])
Para garantizar el camplinsiento de la expresion (17) se trabajo con valores de AVAX que
fueron 30 o mas veces menores, con Ax = Ay =AX para los pasos espacisles.

Tipicamente se empleo un rango acotado por

AL oo a8
AX <0.01
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A continuacién se nmestran resultados de uno de los experimentos numéricos concretados
en ¢l cual se estudi6 la dispersion de una pequeiia nube del fluido mezcla tiberado en un
campo de velocidades homogéneo de 0.5 m/s en la direccién de escurrimiento y sin velo-
cidad del fluido en la vertical.

La condicion inicial del problema lo podemos ver en 1a siguiente figura:

FiguraN°2

10 nodos
P — _—

2 nodos
I 2 nodos
10

Disposicidn fisica de los experimentos numéricos

La zona ponde al sitio del vertido del fluido 1

La concentracion inicial C para Ia nube del sélido suspendido es de 0.1 y la densidad es de
2650 Kg/m’.

La velocidad inicial de caida de los granos se supone igual a cero, es decir caen en caida
libre desde Ia nube que contiene al sélido suspendido y su trayectoria se ve afectada por el
arrastre del fluido en la direccién media del escurrimiento.

Para la expresion que fija la velocidad de precipitacion de los granos es preciso determinar el
valor de la velocidad de caida de un solo grano que se vera luego disminuida por las presen-
cia de los restantes, en este sentido y habiendo estudiado por separado este problema en par-
ticular, se llegd a que para particulas con el difmetro D° como el tratado anteriormente Wo
deberia ser de .06 a 0.1 m/s dependiendo del valor del didmetro de los granos y del mimero
de Reynolds de la mezcla,

Con estos valores se realizaron diversos experimentos numéricos que arrojaron los resul-
tados que se exhiben a continuacién.

Para la densidad de la mezcla se obtuvo la siguiente forma para su evolucion a lo largo del
canal luego de precipitar desde la nube que la contenia, en la figura 3.
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Evolucién para diferentes altwras del canal de Ia densidad de Is mezcla

Otra forma de ver como se transporta el sélido suspendido es ver como evoluciona la
concentracion de la especie particulada arrastrada por el liguido, en este sentido se exhibe
en la siguiente figura como varié con el tiempo y en Ia altura del canal el valor de dicha
concentracion:

Figura N° 4

[ [T3 ou [ )
Peafil de ién del s6lido did

PO

Para el caudal de la especie fluida tenemeos el siguiente grifico que nos nmestra como
progresa en el tiempo y a lo largo del canal Q(,j) siendo éste el defmido con las ecuaciones
discretizadas del modelo.
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Conclusiones

1 - Se puede aproximar un flujo bifisico por uno monofisico teniendo en cuenta Is presencia
de 1as dos especies gue lo componen.

2 - El modelo trata sobre un conjunto de problemas de gran interés cientifico y tecnolégico
pues fluidos que transportan solidos en suspension se encuentran reiteradamente en la
naturaleza.

3 - Existen detalles muy importantes a tener en cuenta cuando se realizan los experimentos
numéricos dado que en la interface entre el liquido vy el fluido mezcla se desarrollan
mestabilidades que por un lado son de naturaleza numérica propias del esquema
explicito utilizado y por otro tiencn origen en la forma que adopta la presién dindmica.’

4 - Fl siguiente paso es incorporar el efecto de la turbulencia en la velocidad de caida de los
granos del sélido dade que todo este trabajo supone un régimen laminar, y la expresion
de W cambiard dramaticamente cuando se considere este efecto.

5 - El comportamiento newtoniano del fluido mezcla esta asegurado pues con valores de
concentracién menores que 0.1 el comportamiento no newtoniano no se manifiesta para
los tamaiios de grano utilizados.
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