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RESUMEN

En este trabajo se emplea el metodo de elementos finitos combinados con una adecuada
parametrizacion de la superficie libre para analizar el desplazamiento en estado estacio~o de
una rase liquida contenida entre placas planas paralelas 0 en un tuho capiIar de paredes rectas,
por un gas inviscido. Los valores obtenidos para variables tales como el espesor de la pelicula
formada entre la burbuja y la pared del tuho, coinciden muy bien con los. resultados
experimentaIes y te6ricos de la bibliografia. La tecnica permite obten« soluciones en un rango
muy amplio del Dfunero Capilar

In this work the finite element method combined with a suitable parametrization of the free
surtlIce is employed in order to analyze the st.eady displacement of an inviscid bubble in the
liquid that initially fills the space between two parallel plates or a straigth capillary tube.
Computed values of variables such as the thickness of the liquid film between the bubble and
the tube wall are in very good agreement with experimental and theoretical results reported in
the literature. The technique employed is able to obtain solutions for a wide range of the
Capillary number.

La recuperaciim asistida de petroleo por inyecci6n de C~ y la intrusion de aire en las fibras saturadas con
agua en la manutactwa de papel, son dos ejemplos de proeesos en los cuales el fenbmeno fundamental
consiste en eI desplazamiento de un liquido por un gas. Si bien los procesos mencionados involueran
geometrla8 complicadaa, eI estudio del problema en geometrias simples (tubo capilar recto 0 placasplanas
paralelas) es un prototipo uti! para analizar f1ujos multiiasicos con el objeto de obtener estimaciones sobre
variables tales como la eficiencia del desplazamiento.

Este problema ba sido ampliamente estudiado tanto te<'>ricacomo ex:perimentalmente. En efecto,
Fairbrother y Stubbs [I] obtuvieron una correlacion empirica entre 1a fraccion de Iiquido (m) que queda
adherido a las paredes del tuho y e1nUmero capilar (Ca), cuando la velocidad caraeteristica del sistema es
baja. Esta correlacion fue verificada por Taylor [2] quien establecio el rango de validez de Ia misma y
encontro que m tiende a un valor asintotico cuando el Cu se aproxima a 2.

Bretherton [3] estudii> analiticarnente el problema del desplazamiento cstilciollllrio de una burbuja en un
tuho capiIar considerando que para valOTespequeilos del numero Capilar la forma de Ia burbuja se aparta
de la forma correspondiente aI caso estittico sOlo en la zona donde los efectos viscosos son imponantes, es
decir, cerca de 1apared. Suponiendo que en esta region la aproximacion de lubricacion es adecnada para
descnbir el ftujo y la forma de la interfase, Brethenon obtuvo correlaciones ana1iticas para eI espesor



del film y para la caida de presion en funcion del mlmerO Capilar, que concuerdan bien con sus resultados
experimentales en el rango 10-4<Cad 0-2, Y con los de los autores mencionados previamente para Co
pequeno pero mayor a 10-3• Finalmente, Ratulowski y Chang [4] extendieron el an8lisis asintotico de
Bretherton para valores mas bajos de Ca usando una furmulacion en longitud de arco de una forma
compuesta de la ecuacion de lubricacion.

Los principales trabajos llUIlltDCOSque estudian este problema son los de Reineh y Saffinan [5], Shen y
Udell [6) y Lu y Chang (7). EI primero considera !as dos geometrias mencionadas y obtiene soluciones
para valores del Co entre 10-2 Y2, empleando una tCcnica de diferenclas finitas y dos mallas. una curvilinea
que sigue a la interfase y otra rectillnea paralela a !as fronteras s6lidas. Shen y Udell resuelven por
elementos finitos el problema axisimetrico en el rango de Ca 5xl0-3 - 0.1 y, finalmente, Lu y Chang
trab~ando con elementos de contomo encuentran soluciones para el easo plano desde valores del Ca
proximos a 5xlo-' (que son los menores valores para los cuales existen soluciones numencas) basta
Ca =- 2. En todos los trabajos mencionados, las fuerzas de mercia se consideran despreciables y la forma
de la interfase se determina, llUIlltDcamente, iterando sobre el balance de tensiones normales.

En el trabajo que aqui se presenta se emplea el metodo de elementos finitos utilizando, a diferencia de sus
predecesores. una metodologia de solucion simuItanea [8) para resolver tanto el easo plano como el
axisimetrico. Las soluciones obtenidas cuando !as fuerzas de inercia son despreciables, coinciden muy bien
con los resuhados te6ricos y experimentales de la bibliografia. Ademas, tanto en el easo plano como en el
axisimetrico, la teenica numenca pennite hallar soluciones para valores del nfunero Capilar tan pequenos
como 5x 1cf4. Este valor es ellimite inferior de !as soluciones numencas existentes en la bibliografia para el
problema bidimensional y es un orden de magnitud menor de las que existen publicadas para el problema
axisimetrico. Finalmente, si bien en este tipo de problemas el nUmero de Reynolds no es mayor a 50, !as
soluciones obtenidas muestran que el espesor final de la pelicula es sensible a las fuerzas de inercia,
especiaJmente cuando el nUmero Capilar es de orden uno. Este efecto se discute por primera vez en la
bibliografia.

Este trabajo considera el desplazamiento de un liquido viscoso y Newtoniano por un gas inviscido en
estado estacionario. EI liquido se encuentra inicialmente contenido entre dos placas planas, paralelas,
separadas entre si por una distancia pequefla, 2d, (problema plano) 0 en el interior de un tuho capilar de
paredes rectas y radio d (problema axisimetrico). Debido a que la longitud caracteristica del sistema es
muy pequeiia, los efectos gravitatorios pueden considerarse despreciables frente a los efectos capilares y
viscosos; en consecuencia, !as ecuaciones que gobieman el problema son Navier-Stokes y continuidad,
que en su forma adimensional resultan:

V-v=O (1)

.Rev-Vv-V-T=O, T=- %aI+[vv+(Vvr] (2)

En (1) Y (2), la velocidad caracteristica es la velocidad de desplazamiento de la burbuja, U, y la longitud
caraeteristica es d; la presion estA adimensionalizada con las fuerzas capilares (u/d). Ca = pU /u y
Re = pUd / J.l , son el nfunero Capilar y el nfunero de Reynolds. respectivamente; p y p son la densidad y
la viscosidad de la fuse liquida y u la tension interfacial.



Si el sistema de referencia se mueve con velocidad U. las condiciones de contOrDOson las que se indican
en la Figura I.

Fil!!ll'll: Sistema coordenado y condiciones de contorno.

La localizaci6n de la superficie hbre se detennina junto con 108 campos de vdocidad y presi6n par medio
de la condici6n cinemAtica:

Las condiciones de contomo que deben verificarse en la interfase estableceo que no bay tensiones
tangenciales y que las tensiones nonnales se ba1aDceancon las fuerzas capilares; es decir

1(1 I)T'D""- -+- D (4)Ca R, Rz

en la ecuaci6n (5) s es la longitud de arco. Para tlujos pianos. Rz se hace infinito.

En d punto A se imponen la posici6n y la pendiente de Ia superficie Jibre; este punta es. ademiIs. un punta
de estancamiento (v ""0). E! problema no esta sobreespecificado porque existe una inc6gnita adicionaJ, el
espesor final de la pe!icuIa. que aparece como un parAmetro en el perfil de vdocidades impuesto.en x '" o.

EI sistema de ecuaciones se discretiz6 usando d metodo de elementos finitos. Las caracteristicas
fundamentales del mismo para d problema bidimensiona1 se pueden encon1Iar en {9]. En el caso
axisimetrico. se utiliz6 la fonnulacion adecuada en coordenadas cilindricas {I0].

E! problema discreto es no-Iineal aUn en d caso particular en que las fueJ:zasde inercia sean despreciables
( Re = 0) porque la forma de la interfase es deconocida a priori y debe calcul.arse como parte de la
soluci6n.

El oonjunto de ecuaciones lllgebraicas no-lineales resultantes de la discretizaci6n se resolvi6 en forma
simuIta.nea mediante d metodo de Newton. EI criterio de convergencla adoptado fue que la nonna de la
direrencia entre dos vectores solucioo consecutivos sea menor a 10...•.



Se obtuvieron soluciones en el rango de Ca entre 6 x 10-4 Y 10 y, para cada valor de Ca entre Re '" 0 y
Re_. EI valor de Re••••se obtuvo suponiendo que Jagpropiedades y variables caraeter:isticas del sistema
toman los valores indicados en la Tabla I.

Los resultados de la Tabla II para Ca '" 5x 10-3 y para el caso plano, indican que practicamente no existen
diferencias en los valores de Jag variables caracteristicas del problema, a(m cuando la diferencia en el
numero de elementos de las distintas ma1las empleadas para obtenerlos, sea grande. En todos los casas, el
valor de h,., obtenido no difiere del valor de la teoria asint6tica de Bretherton en mas del 0.42%.
Resultados similares se obtuvieron para el caso axisimetrico.

NE NNOFS I-h,., M (XE'YE)

123 39 0.964 -1.096 (1.946, 0.103)

138 45 0.964 -1.096 (1.943,0.104)

148 49 0.964 -1.096 (1.946,0.104)

En la Tabla n, NE es el nomero total de elementos de la malls, NNOFS es el nomero de nodos en la
superficieJibrc, h,., es cl espesor final de la pelieula que deja Ia bwbuja al arrastrar el Iiquido, M es la
diferencia de presi6n en la interfase en el punta A (vcr Fig. 1) y (XE,YE) son las coordenadas del punto de
estancamiento. Los resultados que se presentan en este trabajo fueron obtenidos con la malIa indicada en
primer termino enesta Tabla. Si el n6mero Capilar aumenta, la pelicula necesita una distancia mayor para
relajarse; en consecuencia, Ia posicion de la frontera x = xF• se fij6 teniendo en cuenta que el valor de h,.,
sea insensible a la misma.

SOluciones del easo plano.

Antes de considerar la influencia de Jag fuerzas de inercia sobre el desplazamicnto, vamos a mostrar las
soluciones obtenidas cuando Re = 0, con el prop6sito de compararlas con las soluciones existentes en la
Iiteratura.

La Figura 2 muestra el espesor final del"film para valores del Ca entre 6 x 10-4 Y 10. En csta figura se
indican tambien los resultados de la teoria asint6tica de Bretherton [3] y !as obtenidas mediante difcrencias



finitu por Reineit y Saffinan [5] Y con elem.eutos de eontomo por Lu y Chang [7]. Se observa que 1u
soluciones calculadas empIeando Ia t6aJica indicada en este trabajo coinciden muy bien eon Ios resultados
de [3] y de [7] para vaIores bajos del mimero CapiIar (Co S 0.01) Y con los de [5] para Ca > 0.01. Si bien
Ia tecmca pennite obtener soIuciones basta Ca •••l 0'" , a partir de 6 x 10'" los valores de h", se desvian
senstblemente (son menores) de los predichos por Ia teoria asint6tica y por esa raz6n no se indican en Ia
figura.

-- Este trabajo
-- Efttherton

/1 UJY~
v ReinllIIy satrmIn

Figgp 2: Espesor de la pelicula en funcion del Ca.

En la Figura 3 se ilustra Ia caida de presion interfacial en el punto A (ver Figura 1) en funci6n del Capilar;
tambien se rnuestran los valores calculados con Ia teoria uintotica [3] y los de !as soluciones rn.unericas [5]
y [7]. Para valoTCSbajos del niimero CapiIar, la soluci6n que se presenta &qUi es Ia que rnejor se aproxima
ala teoria asint6tica (AI> = 1.+3.72CeI/3) Y para valores del Co> 0.1, coincide muy bien eon 105 de [5].
Este resultado es razonable si se tiene en cuenta que la teoria asint6tica supone que Ia forma del frente de
la burbuja se puede aproximar con un areo de circlllo, hip6tesis que es buena para Ca ~ 0, cuando Ia
burbuja adopta la forma est8tica.
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Fipra 3: Valores de AP - 1 en funci6n del Ca.



Cuando eI sistema coordenado esti fijo en Ia fase gas y el valor de h.., es menor a 1/3. el campo de
velocidad muestra una reeircuIaci6n. La posicion del punto de estancamiento que. en estos casas existe en
la interfase. se desplaza bacia la IJnea de simetria a medida que el CapiIar aumenta, desapareciendo seg(ln
nuestros resultados para Ca ~ 0.7 • que es eI valor para el cual h", es 113. Este resultado es sensiblemente
distinto al obtenidopor Lu y Chang [7J mediante elementos de contomo, segim los cuales h.., •••1/3 para
CO"" 0.125 Ycoincide con el valor de Reinelt y Saffinan [5], segUn se puede deducir de los resultados de Ia
Fig. 2.

La forma adoptada por Ia interfase depende del nUmero Capilar como puede observarse en la Fig. 4, donde
se ve que para valores pequeil.os de este pariunetro, la interfase se asemeja a un arco de circulo, forma
caracteristica del casa estiltico donde \as fuerzas capilares son \as que dominan, mientras que a medida que
las fuerzas viscosas aumentan (mayor Co) la burbuja se alatga.
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Figura 4: Forma de la interfase en fimcion del nUmero Capilar.

Para determinar el efecto de \as fuerzas de inercia sabre el espesor de la pelieula, se resolvi6 el problema
para Re == 40. Y 0.001 ~ Ca ~ 0.1; los valores obtenidos para h", se ilustran en la Fig. 5. Como pucde
observarse. el espesor de la pelicula liquida aumenta con el Reynolds para valores de Co <0.02. pero
disminuye para valores mayores del nUmero Capilar.



Es importante sefta1ar que Wassmuth y co!. [II] tambien encontraron que el espesor de la pelicula que
forma Ia burbuja at desplazarse entre placas planas cuando eI Re '" 20 Y 0.02 < Co < 0.05, es menor que el
calcuJado por Reinelt y Saffinan [5] cuando Re = O. En la Fig. 6 se muestra el efecto de !as fuerzas de
inercia sobre h••para distintos valores del Capilar.

ca"1
ca"O.75

Cll "0.50
Ca "0.25

20 30
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En esta Figura se observa que para Co = O-fl05 Y Co = O.ot el aumento de !as fuerzas de inercia se
traduce en un pequeno aumento del espesor de Ia pelfcula, mientras que para los otros valores del Capilar
ocurre 10 contrario; eI efecto de !as fuerzas de inercia es moy marcado para valores de Co prOximos a 1,
aim cuando en 6ste Ultimo caso el Re no supera a 6.

Tambien en este caso se preseDtan primero !as soluciones correspondientes Re =0, con el objeto de
compararlas con !as existentcs en 1a bibfiografia.

En termioos del par8metrO III = 1- Ym 2, en Ia Fig. 7 se ilustmn !os valores del espesor final de Ia peIicuIa
Iiquida que se forma como consecuencia del desptazamiento de Ia burbuja en funci6n del nUrnero Capilar;
m cs la fraeci6n de volumen de tiquido que queda pegado a las paredes del tubo por el pasaje de la burbuja
semiinfinita. Ademas, en Ia misma figura se indican los resultados ex.perirnentates de Taylor f2], Ia
correJaci6n empirica de FaitfJrother y Stubbs [IJ (In = Ca1f1) y Ias soIuciones IIUJJliricas de ReineIt y
Saffinan [5J y de Shen y Udell [6J. EI valor caIco1ado de m coincide nrny bien con los resnftados
experirnentalcs de Taylor y con !as soluciones nurnericas rnencionadas; con respecto a la correlaci6n [1 J,
Ia mejor concordancia se encuentJa para·valoro del CapiJar entre 4 X 10-) y 0.10, rango en eI cuallas
diferencias no superan al6%, miemras· que para Co < 4 x Hy-l !os ~ calculados DllUlCricamente son
basta un 30% rnenores que !os de esta correlaci6n. Sin embargo, si !as soluciones nurnericas se cornparan
con 10s valores de ta teoria asintOtica de Bretherton l3l, !as difereDcias no superan at 13%.



A rnedida que el CapiIar aumenta, mtiende a un valor asintlHioo; segUn lRlesl:l'Usoluciones m es igual a
0.592 para Co = 10, valor que concuerda muy bien con los hallados experimentalmen por Cox [13]
(m"" 0.6&) y lIUIIKIricamentepor Martinez y UdeU [12]( m •••0.59), e indica que aproximadameote el 60"10
del liquido queda adherido a tas paredes del tubo como consecuencla del pasaje de ta burbuja. A.demas,
para Co = 2, m •••0.56, valormuy proximo at de Taylor [3] (m •••0.55).

A difurencia de 10 descripto por Shen y Udell [6] para Co > 02 0 pOl"Martinez y Udell [12l para Co> 2,
nuestras soluciones no muestran oscitaciones en ta interfuse para ning(m valor del Capitar dentro del rango
que seana1iz6: 5 x 1~ < Co < 10.
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La diferencia de presion que existe en el frente de ta bwbuja en funcion del niunero Capitar se muestra en
ta Figura 8. En ta misma Figura se i1ustran los valores catculados con ta ecuaci6n de Bretherton [3] y !as
soIuciones llUll.e.icas de [5} yf6].
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Se observa que los valores computados concuerdan bien con tos de ta teolia asintotica para valores del
Capilar IllCIIOI:eS a 8 x 10-3; este resultado es ramnabte ya que esta teolia es valida para ca S 5)( 10-3. Ell



Ia gridica, liP· parece tender 8 infinito para Ca grande; este efecto se debe 8 que Ia presi6n esta escaIada
con aid en todo el rango de.Coy si.bien.estaes.una adimeDsio~ aeteaJadapara valores pequefios
dcl C.apilar, no to es para Co ,.,1 donde Ia presiOn es de orden tJ!Ud,

Como ocurre en el caso plano, cuando el sistema coordeoado se mueve con 18velocidad de la burbuja, el
campo de velucidad presenta un recirculaci6n central cuyo tamaiio es mayor 8 bajos valores del Ca y que
no existe, segim mrestras soluciones, cuando Cass 6:7; me valor coincide con el reportado en [6]. EI
punto de estancamiento que existe sobre la superficie Iibre cuando hay recirculaci6n, se desplaza bacia la
linea de simetria a medida que el Capilar aumenta.

FinaJmente, en Ia Fig. 8 se muestra et efecto de la inercia sobre el valor de '". Para vaJores bajos del Ca, la
variaci6n del mimero de Reynolds no produce cambios- sensibles en la fnrcciOn de Iiquido que queda
adherido a !as paredes del tuba; a medida que et Capitar aumenta, el aumento de !as fuerzas de inercia
produce una disminuci6n de '", siendo et efecto mas notable que en el caso plano.

m 0,30

0.2fi

En Este trabajo se ba analizado el desplazarniento en estado estaciooario de un Iiquido contenido
incialmente entre placas planas paratetas 0 en el interior de un tuba capilar por un gas. La tecnica
munerica empleada permite obtener soluciones en un amplio rango del niimero Capilar. Este rango es mas
amplio, en el caso del problema axisim6trico, que el estudiado previamente en la bibliografia por medio de
tecnicas IWIIlertcas distintas a la &quiconsiderada. Ademas, en ningUn caso se observaron oscilaciones en
la interfase como las descriptas en ottos ttabajos, aim cuando el rango de Co aqui estudiado es mas amplio.



Para valores bajos del niunero Capilar se observa una excelente concordancia con los valores de la teoria
asint6tica de Bretherton siendo, para eI caso plano, las solucion numerica que mejor aproxima la calda de
presion.
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