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RESUMEN

En este trabajo se emplea ¢l método de elementos finitos combinados con una adecuada
parametrizacion de la superficie libre para analizar el desplazamiento en estado estacionario de
una fase liquida contenida entre placas planas paralelas o en un tubo capilar de paredes rectas,
por un gas inviscido. Los valores obtenidos para variables tales como el espesor de la pelicula
formada entre la burbuja y la pared del tubo, coinciden muy bien con los resultados
experimentales y tedricos de la bibliografia. La técnica permite obtener soluciones en un rango
muy amplio del nimero Capilar.

SUMMARY

In this work the finite element method combined with a suitable parametrization of the free
surface is employed in order to analyze the sieady displacement of an inviscid bubble in the
liquid that initially fills the space between two parallel plates or a straigth capillary tube.
Computed values of variables such as the thickness of the liquid film between the bubble and
the tube wall are in very good agreement with experimental and theoretical results reported in
the literature. The technique employed is able to obtain solutions for a wide range of the
Capillary number.

-

INTRODUCCION

La recuperacién asistida de petréleo por inyeccion de CO. y la intrusién de aire en las fibras saturadas con
agua en la manufactura de papel, son dos ejemplos de procesos en los cuales el fendmeno fundamental
consiste en el desplazamiento de un liquido por un gas.  Si bien los procesos menciopados involucran
geometrias complicadas, el estudio del problema en geometrias simples (tubo capilar recto o placas planas
paralelas) es un prototipo til para analizar flujos muktifasicos con el objeto de obtener estimaciones sobre
variables tales como la eficiencia del desplazamiento.

Este problema ha sido ampliamente estudiado tanto tedrica como experimentalmente. En efecto,
Fairbrother y Stubbs [1] obtuvieron una correlacion empirica entre la fraccién de liquido (m) que queda
adherido a las paredes del tubo y el nimero capilar (Ca), cuando la velocidad caracteristica del sistema es
baja. Esta correlacion fue verificada por Taylor [2] quien establecio el rango de validez de la misma y
encontré que m tiende a un valor asintético cuando el Cu se aproxima a 2.

Bretherton [3] estudié analiticamente el problema del desplazamiento estacionario de una burbuja en un
tubo capilar considerando que para valores pequefios del nimero Capilar 1a forma de Ia burbuja se aparta
de la forma correspondiente al caso estatico solo en la zona donde los efectos viscosos son importantes, es
decir, cerca de Ia pared. Suponiendo que en esta region la aproximacion de lubricacion es adecuada para
describir el flujo y la forma de la interfase, Bretherton obtuvo correlaciones analiticas para el espesor
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del film y para la caida de presion en funci6én del nimero Cepilar, que concuerdan bien con sus resultados
experimentales en el rango 10* <Ca<107?, y con los de los autores mencionados previamente para Ca
pequeiio pero mayor a 10°. Finalmente, Ratulowski y Chang [4] extendieron el anélisis asintético de
Bretherton para valores mas bajos de Ca usando una formulacién en longitud de arco de una forma
compuesta de la ecuacion de lubricacion.

Los principales trabajos muméricos que estudian este problema son los de Reinelt y Saffman [5], Shen y
Udell [6] y Lu y Chang {7]. El primero considera las dos geometrias mencionadas y obtiene soluciones
para valores del Ca entre 107 y 2, empleando una técnica de diferencias finitas y dos mallas, una curvilinea
que sigue a la interfase y otra rectilinea paralela a las fronteras solidas. Shen y Udell resuelven por
elementos finitos el problema axisimétrico en el rango de Ca 5x10* - 0.1 y, finalmente, Lu y Chang
trabajando con elementos de contorno encuentran soluciones para el caso plano desde valores del Ca
préximos a 5x10* (que son los menores valores para los cuales existen soluciones numéricas) hasta
Ca =2. En todos los trabajos mencionados, las fuerzas de inercia se consideran despreciables y la forma
de la interfase se determina, numéricamente, iterando sobre el balance de tensiones normales.

En el trabajo que aqui se presenta se emplea el método de elementos finitos utilizando, a diferencia de sus
predecesores, una metodologia de solucion simultinea [8] para resolver tanto el caso plano como el
axisimétrico. Las soluciones obtenidas cuando las fuerzas de inercia son despreciables, coinciden muy bien
con los resultados teoricos y experimentales de la bibliografia. Ademads, tanto en el caso plano como en el
axisimétrico, la técnica numérica permite hallar soluciones para valores del mimero Capilar tan pequefios
como 5x10*. Este valor es el limite inferior de las soluciones numéricas existentes en la bibliografia para e}
problema bidimensional y es un orden de magnitud menor de las que existen publicadas para el problema
axisimétrico. Finalmente, si bien en este tipo de problemas el nimero de Reynolds no es mayor a 50, las
soluciones obtenidas muestran que el espesor final de la pelicula es sensible a las fuerzas de inercia,
especialmente cuando el némero Capilar es de orden uno. Este efecto se discute por primera vez en la
bibliografia.

FORMULACION MATEMATICA
Ecuaciones.

Este trabajo considera el desplazamiento de un liquido viscoso y Newtoniano por un gas inviscido en
estado estacionario. El liquido se encuentra inicialmente contepido entre dos placas planas, paralelas,
separadas entre si por una distancia pequefia, 2d, (problema plano) o en el interior de un tubo capilar de
paredes rectas y radio d (problema axisimétrico). Debido a que la longitud caracteristica del sistema es
muy pequeiia, los efectos gravitatorios pueden considerarse despreciables frente a los efectos capilares y
viscosos; en consecuencia, las ecuaciones que gobiernan el problema son Navier-Stokes y continuidad,
que en su forma adimensional resultan:

V.v=0 ]
VY-V.T= =P r
Rev-Vv-V.-T=0, T Ca1+[vv ()] @
En (1) y (2), la velocidad caracteristica es la velocidad de desplazamiento de la burbuja, U, y la longitud
caracteristica es d, la presion esti adimensionalizada con las fuerzas capilares (o/d). Ca=pUjo y

Re = pUd/ u , son el nimero Capilar y el nimero de Reynolds, respectivamente, o y s son la densidad y
la viscosidad de la fase liquida y o la tension interfacial.

Condiciones de contorne.
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Si el sistema de referencia se mueve con velocidad U, las condiciones de contorno son las que se indican
en la Figura 1.

.n=n/{Cak,)

Figura 1: Sistema coordenado y condiciones de contomno.

La localizacién de la superficie libre se determina junto con los campos de velocidad y presion por medio
de la condicién cinemética:

v-a=0 (3)

Las condiciones de contorno que deben verificarse en la interfase establecen que no hay tensiones
tangenciales y que las tensiones normales se balancean con las fuerzas capilares; es decir

1(1. 1),
Ta=——+—|n (4
n Ca(R,+R)n C))
En la ecuacion anterior R, y R, sonlos radios de curvatura principales de la superficie libre,

T R

R E’ E: Ve

en la ecuacién (5) s es la longitud de arco. Para flujos planos, R, se hace infinito.

En el punto 4 se imponen la posicion y la pendiente de la superficie libre; este punto es, ademas, un punto
de estancamiento (v = 0). El problema no esté sobreespecificado porque existe una incognita adicional, el
espesor final de la pelicula, que aparece como un parimetro en el perfil de velocidades impuesto.en x = 0.

- METODO NUMERICO

El sistema de ecuaciones se discretizé usando el método de elementos finitos. Las caracteristicas
fundamentales del mismo para el problema bidimensional se pueden encomtrar en [9]. En el caso
axisimétrico, se utiliz6 la formulacion adecuada en coordenadas cilindricas [10].

Elproblemadiscreto&sno—linealaﬁnenelcasopaxﬁcularenquelaéﬁxexzasdeinerciaseandwpreciables
(Re=0) porque la forma de la interfase es deconocida a priori y debe calcularse como parte de la
soluci6én. :

El conjunto de ecuaciones algebraicas no-lineales resultantes de Ia discretizacién se resolvié en forma
simultinea mediante el método de Newton. El criterio de convergencia adoptado fue que la norma de la
diferencia entre dos vectores solucién consecutivos sea menor a 10°7°.
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RESULTADOS

Se obtuvieron soluciones en el rango de Ca entre 6x10™* y 10y, para cada valor de Ca entre Re=0 y
Re_. . Elvalor de Re,,, se obtuvo suponiendo que las propiedades y variables caracteristicas del sistema

toman los valores indicados en la Tabla 1.

TABLAI

U=10"-03m/s

o=15x10°-10" N/m

4= lep—1lpoise

d=05x10"m

p=10"kg/m’

Los resultados de la Tabla I para Ca=5x10" y para el caso plano, indican que practicamente no existen
diferencias en los valores de las variables caracteristicas del problema, ain cuando la diferencia en el
namero de elementos de las distintas mallas empleadas para obtenerlos, sea grande. En todos los casos, el
valor de A, obtenido no difiere del valor de la teoria asint6tica de Bretherton en més del 0.42%.

Resultados similares se obtuvieron para el caso axisimétrico.

NE |  NNOFS 1-h, AP (5. 7s)

123 39 0.964 -1.09%6 (1.946,0.103)
138 a5 0.964 -1.0% (1.943,0.104)
148 49 0.964 -1.0% (1.946, 0.104)

En la Tabla 10, NE es el niimero total de elementos de la malla, NNOFS es el nimero de nodos en la
superficie fibre, h, es el espesor final de la pelicula que deja la burbuja al arrastrar el liquido, AP es la
diferencia de presion en la interfase en el punto A (ver Fig. 1)y (x,,y;) son las coordenadas del punto de
estancamiento. Los resultados que se presentan en este trabajo fueron obtenidos con la malla indicada en
primer término en esta Tabla. Si el nimero Capilar aumenta, la pelicula necesita una distancia mayor para
relajarse; en consecuencia, la posicion de la frontera x = x,, se fij6 teniendo en cuenta que el valor de &,
sea insensible a la misma. '

Soluciones del caso phno.

Antes de considerar la influencia de las fuerzas de inercia sobre el desplazamiento, vamos a mostrar las
soluciones obtenidas cuando Re =0, con el proposito de compararlas con las soluciones existentes en la
literatura.

La Figura 2 muestra el espesor final del film para valores del Ca entre 6x10™ y 10. En esta figura se
indican también los resultados de la teoria asintGtica de Bretherton [3] y las obtenidas mediante diferencias
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finitas por Reinelt y Saffian [5] y con elementos de contorno por Lu y Chang [7]. Se observa que las
soluciones calculadas empleando 1a técnica indicada en este trabajo coinciden muy bien con los resultados
de [3] y de [7] para valores bajos del nimero Capilar (Ca <0.01) y con los de [5] para Ca > 001. Si bien
la técnica permite obtener soluciones hasta Ca ~10™, a partir de 6x10™ los valores de k_ se desvian
sensiblemente (son menores) de los predichos por la teoria asintética y por esa razdén no se indican en la
figura.

0,001 T T T PPV TP TI et YT T T T ——T—T—Trr
0,000t 00t 001 a1 1 10

Ca
Figura 2: Espesor de la pelicula en funcion del Ca.

En la Figura 3 se ilustra la caida de presion interfacial en el punto A (ver Figura 1) en funcién del Capilar;
también se muestran los valores calculados con la teoria asintotica [3] y los de las soluciones numéricas [5]
y {7]. Para valores bajos del mimero Capilar, Ia solucion que se presenta aqui es la que mejor se aproxima
a la teoria asintética (AP =1+3.72Ca™*) y para valores del Ca > 0.1, coincide muy bien con los de [5].
Este resultado es razonable si se tiene en cuenta que la teoria asintotica supone que la forma del frente de
la burbuja se puede aproximar con un arco de circulo, hipdtesis que es buena para Ca— 0, cuando la
burbuja adopta la forma estatica.

10
i Problem pano
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4
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aom amt o o1 1 10
Ca

Figura 3: Valores de AP -1 en funcitn del Ca.
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Cuando el sistema coordenado estd fijo en la fase gas y el valor de A, es menor a 1/3, el campo de
velocidad muestra una recirculacion. La posicion del punto de estancamiento que, en estos casos existe en
la interfase, se desplaza hacia la linea de simetria a medida que el Capilar aumenta, desapareciendo segin
nuestros resultados para Ca >0.7, que es el valor para el cual A, es 1/3. Este resultado es sensiblemente
distinto al obtenido por Lu y Chang [7] mediante elementos de contorno, segin los cuales A, ~1/3 para
Ca = 0125 y coincide con el valor de Reinelt y Saffman [5], segin se puede deducir de los resultados de la
Fig. 2.

La forma adoptada por la interfase depende del nimero Capilar como puede observarse en la Fig. 4, donde
se ve que para valores pequefios de este pardmetro, la interfase se asemeja a un arco de circulo, forma
caracteristica del caso estatico donde las fuerzas capilares son las que dominan, mientras que a medida que
las fuerzas viscosas aumentan (mayor Ca) ia burbuja se alarga.

1,04 " problema plano
o,a:
0,6
c4-
06,2

0.0+ Ca=0.001

1.2 14 16 18 20 22 2,4 28

Figura 4: Forma de la interfase en funcién del nimero Capilar.

Para determinar el efecto de las fuerzas de inercia sobre el espesor de la pelicula, se resolvié el problema
para Re=40,y 0001<Ca<01; los valores obtenidos para 4, se ilustran en la Fig. 5. Como puede

observarse, el espesor de la pelicula liquida aumenta con el Reynolds para valores de Ca <0.02, pero
disminuye para valores mayores del numero Capilar.

0.0 v et ——rr
0,001 0,01 o0 [*}}
Ca Ca

Figura 5: Valores de 4, en funcion de Ca, para Re=0 y Re=40.
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Es importante sefialar que Wassmuth y col. [11] también encontraron que el espesor de la pelicula que
forma la burbuja al desplazarse entre placas planas cuando €] Re~ 20 y 0.02 < Ca < 0.05, es menor que el
calculado por Reinelt y Saffman [S} cuando Re =0. En la Fig. 6 se muestra el efecto de las fuerzas de
inercia sobre A, para distintos valores del Capilar.

L Problems plano
Ca=1
§ Ca=075
\“m =o‘5°
T~~~ __Ca=02§
Ca =005
o |
Ca =0.01
Ca =0.005
1 1 - 1 y 1
[} 10 20 30 40 50

Figura 6: Espesor de ta peticula en funci6n del Re para distitos lva.lores det Ca.

En esta Figura se observa que para Ca=0005 y Ca =061 el aumento de las fuerzas de inercia se
traduce en un pequefio aumento del espesor de fa pelicula, mientras que para los otros vatores det Capitar
ocurre {o contrario; elefecmdelasfuelzasdehxemiammnymarcadopmva}oresdeCapréxhnosa 1,
aiin cuando en éste Ghtimo caso el Re no supera 2 6.

Soluciones del caso axisimétrico.

También en este caso se presentan primero las soluciones correspondientes Re=0, con el objeto de
compararias con ias existentes en Ia bibliografia.

En términos del parimetro m =1-y,”, en la Fig. 7 se ilustran los valores def espesor final de Ia pelicula
liquida que se forma como consecuencia det desplazamiento de ta burbuja en funcién del mimero Capitar;
m es }a fraccién de volumen de liquido que queda pegado a las paredes del tubo por el pasaje de fa burbuja
semiinfinita. Ademds, en la misma figura se indican los resultados experimentales de Taylor [2], fa
correlacion empirica de Fairbrother y Stubbs [1] (m=Ca"") y las soluciones numéricas de Reinekt y
Saffman {5} y de Shen y Udelt [6}. El valor calcalado de m coincide muy bien con los resultados
experimentaies de Taylor y con as soluciones numéricas mencionadas; con respecto a la corretacion fi],
la mejor concordancia se encuentra para valores del Capilar entre 4x10™ y 0.10, rango en ¢f cual las
diferencias no superan al 6%, mientras que para Ca <4x 10 fos valores calculados numéricamente son
hasta un 30% menores que fos de esta correlacion. Sin embargo, si Ias sohuciones numéricas se comparan
con los valores de la teoria asintotica de Bretherton [31, Ias diferencias no superan at 13%.
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A medida que et Capilar aumenta, m tiende a un valor asintético; segin puestras soluciones m es iguat a
0.592 para Ca =10, valor que concuerda muy bien con los haﬂados experimentalmente por Cox [13]
{m =~ 6:60) y numéricamente por Martinez y Udell [12](m = 0.59), e indica que aproximadamente ¢l 60%
del liquido queda adherido a las paredes del tubo como consecuencia del pasaje de 1a burbuja.. Ademas,
para Ca=2, m= 056, valor muy proximo at de Taylor {3} (m ~ 0.55).

A diferencia de lo descripto por Shen y Udell {6} para Ca > 02 o por Martinez y Udelt {12} para Ca>2,
nuestras soluciones no muestran oscilaciones en fa interfase para ningtn valor del Capilar dentro del rango
que se analizé: 5x 107 < Ca <10.

Q12
4104
Q4.

208

m om-} mq3

004~
42

[1{-2

Q1

Figurg 7: Valores de m en funcion det Ca.

La diferencia de presion que existe en el frente de la burbuja en funcién del nimero Capilar se muestra en
Ia Figura 8. En la misma Figura se ilustran los valores calculados con la ecuacion de Bretherton [31 y has
sotuciones numéricas de {51 y [6].

Figura 8: AP en el frente de Ia burbuja en funcién de Ca.

Se observa que los valores corputados concuerdan bien con os de la teoria asintética para valores del
Capilar menores 8 8x107; este resultado es razonsble ya que esta teoria es vilida para Ca<5x107. En




Estudio del desplazamiento de wna interface liquido - gas ... 263

1a grafica, AP parece tender a infinito para Ca grande; este efecto se debe a que la presion esti escalada
con afd entodo el rango de Ca y si bien esta es una adimensionalizacién adecuada para valores pequefios
del Capitar, no lo es para Ca ~ 1 donde la presion es de orden ufUd .

Como ocurre en el caso plano, cuando el sistema coordenado se mueve con la velocidad de 1a burbuja, el
campo de velocidad presenta un recirculacion centrat cuyo tamafio es mayor a bajos valores del Ca y que
no existe, segan nuestras sofuciones, cuando Ca = 0.7; este valor coincide con et reportado en [6]. El
punto de estancamiento que existe sobre 1a superficie hbre cuando hay recirculacion, se dmplau hacia 1a
linea de simetria a medida que el Capilar aumenta.

Finalmente, en la Fig. 8 se muestra et efecto de la inercia sobre ¢t vator de m. Para valores bajos det Cq, la
variacion dei mimero de Reynolds no produce cambios semsibles en ta fraccion de liquido que queda
adherido a las paredes det tubo; a medida que el Capilar aumenta, el aumento de las fuerzas de inercia
produce una disminucion de m, siendo el efecto mas notable que en e caso plano.

N
G.ﬂl-\ Ca=1
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o.m:\

0,80

Ca=05

035 4

<

m X Ca=0.1

- ‘Ms——‘
0,25 -]
T Ca=0O5
0,20
0,15 .
: Ca=0.01

0,10

0,06 Ca=0.001
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Figura 9: Influencia de las fuerzas de inercia sobre el valor de m.
CONCLUSION

En Este trabajo se ha analizado el desplazamiento en estado estacionmario de un liquido contenido
incialmente entre placas planas paralelas o en el interior de un tubo capilar por un gas. La técnica
numérica empieada permite obtener soluciones en un amplio rango del nimero Capitar. Este rango es més
awplio, en el caso del problema axisimétrico, que el estudiado previamente en la bibliografia por medio de
técnicas numeéricas distintas a ia aqui congiderada. Ademas, en ningyin caso se observaron oscilaciones en
la interfase como las descriptas en otros trabajos, ain cuando el rango de Ca aqui estudiado es mas amplio.
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Para valores bajos del nimero Capilar se observa una excelente concordancia con los valores de la teoria
asintética de Bretherton siendo, para el caso plano, las solucién numérica que mejor aproxima la caida de
presion.
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