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RESUMEN

El método de los elementos finitos segiin Galerkin es empleado para obtener solu-
ciones aproximadas de problemas de radiacién y dispersién de ondas modeladas por
la ecuacién de Berkhoff en dominios no acotados. Un método de filtros de esponja
ha sido desarrollado para incorporar la condicién de radiacién exacta en el infinito en
el esquema numérico. La modificacién selectiva del amortignamiento en combinacién
con la condicién de frontera absorbente permite el desarrollo de un método de solucién
adecuado, el cual es probado con soluciones analiticas y datos de laboratorio.

_ ABSTRACT ,
The Galerkin fivite element method is used to approximate the solutions of Berkhoff’s
equation for water wave radiation and scattering in an unbounded domain. To incorpo-
rate the exact radiation condition at infinity in the numerical scheme a “sponge - filters” -
method has been developed. The selective modification of damping in combination with
absorbing boundary conditions allows the development of a suitable solution method,
which is tested with analytical solutions and laboratory data.

LINTRODUCCION

En el desarrollo de un modelo computacional para simular propagacién de ondas en puertos, alrede-
dor de rompeolas y estructuras flotantes, en dreas costeras abiertas, alrededor de islas, etc se han
utilizado variados procedimientos para un adecuado tratamiento de la condicién de frontera abierta,
donde el dominio es artificialmente truncado por conveniencia computacional. Berkhoff(1982){2],
Panchang(1988, 1991)[12,13} utilizaron condiciones de fronteras de radiacién en modelos elipticos
basadas en el criterio de que todas las ondas salientes viajan en la direccién perpendicular a la
frontera del dominio. Esto no es estrictamente cierto, y como fue notado por Kirby(1989){8] puede
generar oscilaciones espurias en la solucidn. Para aliviar esto, Kirby(1989) ha propuesto el uso de
varias aproximaciones parabélicas como condiciones de frontera para las ondas dispersadas, lo cual
posibilita una gran apertura, aunque ain es limitada sobre todo para el caso en que se traten varias
direcciones incidentes.

Otros modelos de elementos finitos propuesto por Mei(1983)[11] y desarrollados por Tsay & Liu
(1983){15]. Kostense(1986)[9], Chen & Houston(1987){4] y Xu & Panchang(1993){17] aproximan
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la batimetria y representan la regién exterior al dominio computacional por una profundidad con-
stante. De esta manera es posible describir en forma exacta las propiedades de las ondas dispersadas
fuera del dominio computacional. Las ondas dispersadas tienen que satisfacer la condicién de ra-
diacién en el infinito y ellas pueden ser descritas por una serie de Fourier - Bessel, o utilizando
elementos infinitos{Chen S.H.[5}).

Otras aproximaciones para la ecuacién de Helmholtz convierten el problema de valores frontera a
formulaciones gue son definidas sobre regiones acotadas, mediante la introduccién de una frontera
artificial externa con condiciones de frontera apropiadas(Harari & Hughes, 1992)[6]. La repre-
sentacién apropiada de la condicién de radiacién es entonces el hecho crucial.

En lo que sigue, nosotros imponemos la condicién de radiacién en el dominio computacional
mediante el método de los filtros de esponja. Este método fue desarrollado por M.Israeli &
S.Orszag(1981) en problemas unidimensionales asociados a la ecuacién de Helmholtz y el estudio
de ondas transversales modeladas por la ecuacién de Klein - Gordon{7]. Este método tipicamente
se basa en la incorporacién de la expresion operacional de la condicion de frontera absorbente, a la
ecuacién modelo con un cierto amortiguamiento, el cual es ajustable por la seleccion conveniente
de los pardmetros que o definen.

Las experiencias con la incorporacién de este método en la formulacién de Galerkin para la ecuaciéon
de Berkhoff en problemas unidimensionales y bidimensionales es el objetivo fundamental de este
trabajo.

_ 2.Planteamiento del problema
La ecuacién combinada de refraccién - difraccién (Berkboff 1976[1], Smith & Sprinks 1975[14])
que describe la propagacion de ondas supeificiales gravitatorias, periédicas y de pequeha amplitud
sobre una bafimetria variando arbitrariamente y de pendiente ligera es

Va(CC,Ve) + K CCyd =0 (1)

donde ¢ = p(x,y) es el valor del potencial de velocidades en la superficie media z = 0, w es
la frecuéncia de oscilacién, C y C, denotan las velocidades de fase y de grupo, respectivamente,
k = k(x,y) es el ntimero de onda relacionado a la profundidad local h(x,y), mediante la relacién de
dispersion w? = gk tanh(kh).

Supongamos, que el exterior del dominio computacional{denotado (2. ) es de profundidad constante.
En ). 1a ecuacién (1) se reduce a la ecuacién de Hemboltz

Ag+ki$=0 (2)

donde k. represents el nimero de onda sobre la profundidad constante. La solucién de (1) se
expresa como una descomposicién del potencial de ondas incidente ¢' que en general es una onda
plana y el potencial de ondas dispersas ¢°, o sea,

¢=¢' + ¢° 3)
donde
q;j - Aoeikc rcos(9—8,) (4)

En (4), A, v 0, son la amplitud y la direccion de I onda incidente. ¢° es el potencial de oudas
dispersas que satisface la condicién de radiacién en el infinito

lim \/I?;(%— ik;)@® =0 (5)
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En la frontera de ambos dominios I', se exigen condiciones de continuidad para ¢ y @, ¥ sus
derivadas normales, respectivamente.

3.Condicién de frontera de radiacion
Por simplicidad, consideremos el problema para la ecuacién de Helmholtz con profundidad constante
en un semiplano

Gz + ¢yy + kz‘f’:Oa x>0, —o0 Sy < oo (6)

Esta ecuacién admite soluciones en la forma de onda plana propagéndose en un dngulo 8, respecto
al eje x. Para un dngulo dado 6,,

e,y 00) = d(a) - ™ m=ksind, (7)

Sustituyendo (7) en la ecuacién (6) se obtiene

ez + 7$=10 ‘ (8)
donde =k [1 — (m/k)z]]/z.
Nosotros seleccionamos una condicién de frontera en ¢ =z,(z, > 0), tal que minimize las reflexiones
de ondas que viajan hacia la frontera desde x < #,. Considerando la onda incidente de amplitud
uno, escribimos ¢ comno :

d):&—““}_r") + &il(r-—::o) (9)

donde | R | es el coeficiente de reflexién. Una condicién de frontera de la forma

G+ Hd=0; x=ux, : . (10)

produce el resultado deseado R = 0 cuando sustituimos (9) en (10). Sin embargo esta condicién no
puede ser generalmente alcanzada, y en el caso de simultaneidad de varias ondas incidentes, su uso
es mas limitado [8]. La seleccién de una condicién de frontera simple corresponde a la condicién
de incidencia normal (I = k) , sin embargo, ella origina significativas reflexiones en el dominio
computacional en la medida en que crece el d4ngulo de incidencia. Este hecho promovié la bisqueda
de aproximaciones parabélicas de orden superior, desarrolladas por Kirby(1989) e implementadas
en esquemas de diferencias finitas[8]. La implementacién de dichas expresiones mediante el método
de elementos finitos se dificulta debido a la presencia de derivadas de alto orden.

Como via alternativa pretendemos obtener comportamientos cualitativos semejantes al empleo de
las aproximaciones parabélicas de orden superior mediante la introduccién de los filtros de esponjas
en la ecuacién (8) sujeta a las condiciones de frontera (10) en « = x, y alguna condicién de frontera
en x = { que garantice la existencia y unicidad de soluciones.

4.Filtro de esponja

La ecuacién (8) puede ser modificada ligeramente por la imposicién de un pequefio término amor-
tiguante de la forma ikv(r). El amortiguamiento reduce la amplitud de las ondas dispersas,
asl Gowiv la aaplitud de aquellas ondas que no son absorbidas por la condicion de frontera.

El empleo combinado del amortiguamiento con la condicién de frontera absorbente puede minimizar
las reflexiones de ondas en la frontera del dominio de célculo (z = z,), mediante una seleccién
adecuada de los parametros del amortiguamiento. Tal seleccién permite ajustar el amortiguamiento
al caracter de las ondas que estdn siendo modeladas. M.Israeli & S.Orszag(1981)[7] hicieron notar
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que bajo ciertas modificaciones del amortiguamiento pueden ser filiradas selectivamente sélo las
componentes ondulatorias no deseadas. Por ejemplo, la ecuacién de onda (8) modificada

$rz + 20— V(:‘B)(% + ik)¢§ 0, (0<z<I) (11)
con L > 2, y sujeta a la condicién de frontera
¢z +ik¢=0; z=1L (12)

filtra selectivamente las ondas que viajan hacia la izquierda mediante el coeficiente v(z) > 0, mien-
tras que las ondas que viajan hacia la derecha se propagan sin amortiguamiento . Con este tipo de
filtro de esponja un efecto relativo de amortiguamiento sobre las ondas mcxdentes desde z = +oo
puede ser alcanzado sin distorsion o reflexidn de las ondas salientes.

1 & -
a9 T ""' ~_Kirby(inc. normal)
m]ni K'rbY('nc normal) aprox_minimax(grados)

~(50) - ~(70)
7|

Filtros de esponjas
-t‘ )
i

Filtros de esponjas S

oot | - A=0.5,n=4,03pesor=5x /
*A=4 ,n=4,espesor=5 ,°

A=0
| = A = 0.5,n=1,@spesor =0.5)

a

5B

2

Figura 1. Coeficiente de Reflexion | R | (en & = z,) como funcién del dngulo de incidencia.

En la Figural, ploteamos el coeficiente de reflexién | R | para funciones de amortiguamiento de la

forma
Az — 2,)(L~ z){n+ 1)(n +2)
(L — z,)n*2)

como funcién del dngulo de incidencia, para una longitud de onda A=2n, y un espesor de la capa
L —x, = .5\, 5X con diferentes valores de A y n. Los valores han sido calculados empleando la
ODE45 del MATLAB. Los resultados en la Figura 1 claramente indican la ventaja esperada de
adoptar los filtros de esponja en combinacién con la condicién de incidencia normal como via de
imposicién de una condicién de frontera de radiacién. En los dos casos presentados se aprecia un
mejor comportamiento respecto a la condic¢ién de incidencia normal. Variando el espesor de la
capa se logran resultados mejores que la aproximacioén minimax 50 grados, como indica la Figura
1(derecha) para A = 4, n=4.

(13)

V=

35.Ejemplos numeéricos
Los ejemplos son seleccionados tales que algunas soluciones analiticas o comprensién intuitiva del
comportamiento de las soluciones son posibles, en orden de evaluar la calidad de las soluciones
computadas.

5.1 - Incidencia normal de una onda sobre un fondo plano.

Se considera un tren de ondas monocromética de periodo T = 1.0039 seg y una longitud de onda,
X = 1.57 que se propaga con incidencia normal sobre un fondo plano(kh = 3.9985). En un dominio
computacional de 6 longitudes de ondas se realiza una discretizacién con 98 nodos y 48 elementos,
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para una resolucién de 8 elementos por longitud de onda. Para la resolucién dada se evalia la
influencia del filtro de esponja en la disminucién del coeficiente de reflexién de las ondas salientes
en la frontera del dominio de cdlculo, con condicién de frontera tipo Dirichlet. Aqui , enla Tabla 1
nosotros presentamos algunos de esos resultados. Los pardmetros A, n. y el espesor estan referidos
a la capa de esponja v. El pardmetro espesor = L — 1, se mide en ntimero de longitudes de onda,
v | B | es el coeficiente de reflexién.

Tabla 1. Coeficiente de Reflexién
para condicién de borde tipo Dirichlet

A o espesor .RI

0 - - 0.013178
10 4 1 0.0060667
10 4 3 0.00013435
10 4 3 0.0016597*

La Tabla 1 contiene la informacién para el problema con condicién de borde tipo Dirichlet. Como
se aprecia se puede hacer variar los pardmetros para lograr que | R | se aproxime suficientemente a.
cero. En la fila cuatro aparece una seleccién de pardmetros para una capa de esponja. Los valores
obtenidos en las filas tres y cuatro expresan que para igual seleccion de los pardmetros se logran
mejores resultados con la imposicién de un fltro de esponja que con la imposicién de una capa de
esponja.

5.2 - Incidencia oblicua de una onda sobre un fondo plano.

Se considera un tren de ondas monocromaticas de periodo T = 1.0039 seg, que incide con un
angulo de 89 grados sobre un fondo plano (kh = 7.9942). Empleando la méxima resolucién en
el dominio de calculo( 20 elementos /A) se muestran comportamientos cualitativos semejantes al
empleo de aproximaciones parabdlicas de orden superior. En la Tabla 2 nosotros presentamos una
comparacion entre los coeficientes de reflexidn obtenidos por Kirby(1989) para una condicién de
frontera no homogénea de tercera especie y los calculados en este trabajo inediante el empleo de
los filtros de esponjas.

Tabla 2. Coeficiente de Rellexién
para condicién de borde no homogénea de tercera especie

Aproximacién RI A n espesor R}

inc. normal 0.96569 0 - - 0.96569
binomial 0.93256 1 4 1 0.93227
Padde 0.90057 . 0.5 4 3 0.88409
minimax(50)  0.87708 0.3 4 3 0.83691
minimax(70)  0.83270 0.2 4 4 0.79351
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En la Tabla 2 se muestra en cada fila que los coeficientes de reflexién para los filiros de espon-
jas mostrados con A > 0 en la sexta columna son menores que los presentados en la segunda
columna{aproximaciones parabolicas de orden superior). Se aprecia ademss una progresiva dismin-
ucién del coeficente de reflexién en la frontera del dominio de cdlculo, en la medida que aumenta
el espesor de la capa de esponja.

5.3 - Un cilindro infinito pulsando.

Consideremos un cilindro circular vertical de radio a pulsando uniformemente{6]. Este ejemplo
provee un modelo para la validacién del desarrolio del método propuesto sobre configuraciones
bidimensionales. La frontera artificial est4 ubicada en R = 2a, y la frontera exterior en R = 5a.
El dominio computacional resultante es discretizado con 2400 elementos lineales cuadrangulares.
Nosotros examinamos el problema con condiciones de frontera tipo Dirichlet sobre la frontera fisica.
Los resultados numéricos preservan la simetria cilindrica de la solucién exacta.

En la Figura 2 se muestra el comportamiento de la solucién numérica para filtros de esponjas de
.5) y 1.5}, respectivamente, aprecidndose en €l caso de 1.5) (con pardmetros A =100, n = 4) la
convergencia de la solucién numérica a la solucién analitica, obteniéndose un error absoluto del
orden de 6.02¢ - 04. :

1 ! T
~ . — exacto
’ Filtros de esponjas
06 | - Aoo |
m—' : O A= 0.5, n=4, espasor = .5\
| 4,1 ® A =100, n=4, espesor = 1.5
o9 | .
0.86 |-
08
07s |
07 ' ) . .
1 1.2 1.4 18 18 2

Figura 2. Cilindro de radio a pulsando uniformemente; R = 2a, ka = =, 20 elernentos/A.

5.4 - Dispersién de una onda plana por un cilindro de radio a.

Para ilustrar la habilidad del método descrito en el epigrafe 4 para manejar correctamente la
condicién de frontera abierta presentamos el bien conocido problema de propagacién de ondas
largas alrededor de una pila circular de contornos totalmente reflejantes. Con fines de célculo,
consideramos una onda plana incidente a lo largo del eje OX [1], que se propaga en una direccién
perpendicular al eje del cilindro de radio ¢ = 10km, tal que 1) = 4.73a.
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Figura 3. Configuracion de los elementos en el dominio de célculo.

El dominio computacional para a < R < 6a, se ha discretizado mediante una red de elementos
finitos de 480 elementos y 504 nodos(20 elementos en la direccién radial). -

En la Figura 4(izquierda) se aprecia la variacion de la altura de la onda, relativa a la altura de la
onda incidente en torno a la pila, para valores de R = a, 2a, 3a con un filtro de esponja de espesor
.5\ para A = 0.05, n = 3. Se observa que los resultados numéricos concuerdan satisfactoriamente
con los analiticos.

gt i~
l4h ?Q

L~ 2R

R= 20 km

Figura 4.(izquierda) Variacion de la altura relativa de Ia ola en torno a la pila
circular.(derecha) Dispersion de una onda plana (en = 0) alrededor de un cilindro circular
de radio a = 10km, k = 0.13266 .

En la Figura 4{derecha) puede verse la tipica imagen de dispersion alrededor de la pila.
3.5 - Propagacién de ondas en un puerto rectangular.

La presente prueba envuelve el problema de agitacién en el interior de un puerto rectangular, el
cual representa una prueba cast estandar para muchos modelos ondulatorios(Chen & Houston 1987,
Madsen & Larsen 1087 (10]; Panchang 1991, Xu & Panchang 1993 [13]), y también ejemplifica el
empleo del filkro de esponja para valores extremos de frecuencia considerados.
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b= 6.04cm
t=31.11cm
h= 25.72cm

" Figura 5. Malla de célculo para un puerto rectangular.

El dominio consiste de un puerto rectangular de profundidad constante circundado por el ocedno
abierto. En la Figura 5 se muestra la red de elementos finitos empleada en el célculo. Para el caso
de paredes totalmente reflejantes y ausencia de friccién del fondo se realizaron los céalculos para
kl = 1.32 v kl = 5.0, con las medidas clasicas del puerto.

s =

9l =

o

“ I - - exacto

F;\iltg)s de esponjas
*T | A=.2757 n=4, @Spesor =5},
2L | «A=.122607,n=4,espesor =13, | e

o .06 ot .15 02 02s 03 036

distancia desde el extremo final del puerto/m
Figura 6. Comparacion de alturas de ondas a lo largo del eje central de simetria (horizontal).

La Figura 6 muestra una comparacién de la solucién numeérica con la solucién analitica propuesta
por Unluata & Mei(1973)[16]. El acuerdo es excelente. Para el caso de ki = 1.32 se emplea un filtro
de esponja de espesor .5\ y pardinetros A = .2757, n = 4, mientras que para kl = 5.0 se emplea
un filtro de esponja de espesor 1\ y pardmetros A = 0.122607, n = 4.

5.6 - Propagacién de ondas en un canal de seccién variable.

Este ¢jeraplo muestra la bondad del métedo en el case de variabilidad de las propiedades fisicas del
medio a lo largo de la direccién de propagacién de la onda. La ecuaciéon modelo(sin considerar la
friccién del fondo) puede ser obtenida de integrar lateralmente la ecuacién de Berkhoff modificada

Vi(bCCyVe) +bCCok*¢ =0 (14)
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donde b- representa la variacién del ancho del canal [5). Este problema fue resuelto exitosamente
con la resolucién méxima empleando solamente el método de Galerkin. Mostraremos cémo con una
baja resolucién {ocho elementos por longitud de onda) una seleccién adecuada del filtro de esponja
mejora la solucién numérica, respecto a la solucién de Galerkin.

z T - v
1.8

14} -

16X P i
.

14 h b

R b

12 k. 1

\ r r
B

08 LS T e a e g

[:X.)

04

7 P4l
20 0 40 50

02 .
o 0

Figura 7. Comparacién del valor absoluto del potencial de velocidades.

La Figura 7 refleja las soluciones correspondientes, para el €aso en (ue se generan las ondas desde
el fondo del canal hacia el ocedno abierto.

8.Conclusiones

Un método ha sido desarrollado para incorporar la coudicién de radiacién en el infinito en un
modelo de elemento finito. El método es basado en la introduccién de un filtro de esponja en la
ecuacién que gobierna, el cual combina un término amortiguante con una condicién de frontera de
radiacién aproximada de primer orden . Tal procedimiento reduce el problema de estudio a un
dominio acotado, y facilita el empleo de las técnicas usuales de elementos finitos. Una seleccién
adecuada del filtro de esponja minimiza el coeficicnte de reflexién en la frontera del dominio de
cileulo y mejora la solucién numérica obtenida respecto a la Galerkin estandar. El procedimiento
ha sido verificado usando variados casos pruebas que envuelven ondas con diferentes longitudes de
ondas.
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