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Resumen

En este trabajo Be presentan una serie de resultados numericos en fluidodinamica com-
putacional (CFO) obtenidos mediante una version vectorizada de un cOdigo tridimen-
sional de elementos finitos. La. r.rincipal cara.cterlstica de este software radica en la
utilizllCion de una {ormulacion uruficada. que permite tratar fluidos newtonianos en flujo
compresible e incompresible tanto viscoso como invlscido sin necesidad de recurrir a dis-
tintos tipos de elementos. [5]. Sin entrar en deta.lle acerca de Ia. evolucion historica de
los metodos utilizados para lograr este objetivo podemos mencionar que la formulacion
unificada. se basa en el UllO de un esquema de marcha temporal para alcanzar el estado
estacionario con una matriz de masa precondicionada PMM . Este precondicionador
basado en la ffsica ~te a.celerar la conver~encia. en las zonas criticas del mapa de
parametr08 (Ma.,Re). La implementacion numerica Be basa en una formulacion espacial
SUPG acoplada con un resolvedor iterativo implicito MATRIX-FREE GMRES .

El objetivo de este trabajo es mostrar el comportamiento de la formulacion unificada.
en una gran variedad de ejemplos numericos.

Summary

This paper presents several numerical results using a vectorized version of a. 3D
finite element compressible and nearly incompressible Euler and Navier-Stokcs code.
The assumptions were set on laminar flows and newtonian fluids. The goal of this
research is to show the capabilities of the presented code to treat a wide range of problt!!ns
appearing in Ia.minar fluid dynamics towards the unification from incompressible to
compressible and from inviscid to viscous flow codes. In this paper we have used a
physics based preconditioner to GMRES implicit solver developed in [5}and an SUPG
formulation for the semidiscretization of the spatial operator. In this paper we show the
capabilities of this unified formulation by several numerical results covering a wide range
of interesting problems.

Es muy habitual en estos tiempos buscar la resolucion de grandes problemas en mecawca
computacional, en particular en fluidodin8mica (CFO ), a traves de esquemas de marcha tem-
poral (time marching schemes),yasea. para problemas esta.eionarios como no estacionarios. Si
bien la adecuaci6n de estas tecnicas esta bastante difundida existen inconvenientes numericos que
cQntinuan siendo tema de debate cientffico. Uno de ellos es el relacionado con Ill. mala conver-
gencia. que experimentan estos esquemas frente a situaciones particulares como pOl' ejemplo Ill.
resolucion de problemas de flujo compresible en zonas de muy ba.jo nUmero de Mach. Algunas
soluciones propuestas en el pasado consistfan en modificar la formulacion de forma tal de poder
trnta.r problem66 cuaai-incompresibles 0 usar metodo8 de perturbs.eiones. Estas propuestM brindan
una solucion parcial al problema ya que sOlo sirven para flujos globalmente cuaai-incompresibles.
POI' otro lado existen una gran cantidad de aplicaciones ffsicas de interes donde el dominio com-
putacional se encuentra dividido en variaa zonas con muy diferentes patrones fluidodin8micos,
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como ser, regiones muy extensas con un f1.ujoinvlscido, flujo compresible con fuertes efectos vis- \
cosos en las inmediaciones de algunos cuerpos sumergidos y zonas donde el flujo se vuelve muy
cercano al regimen incompresible debido a su ba.ja velocidad local como por ejemplo puntos de
estancawiento. Problema.s COmof1.ujoa traves de toberas convergentes-divergentes (".onuna gran
relaci6n entre el diametro de entrada 0 salida y el de 180garganta, muy habituales en propulsion,
problema.s con grandes bolsones de recirculacion y extensas zonas de estancamiento, problemas
donde intervienen rotores con una gran relacion entre el radio interior y el exterior, como los que
suelen apareccr en turbomaquinas y en rotores de helic6pteros, son algunos de los ejemplos mas
claros donde se presentan patrones fiuidodin8.micos tan diferentes que a. priori dificultan el uso
eficiente de una. Unica formulaciou. Sou estas dificultades las que promovicron el desarrollo de
forrnulaciones unificadas con el fin de tratar eficientemente situaciones tan extremas. [2,3,5,7,8].
Como es bien sabido los esquema.s de marcha temporal son basados en esquemas de integraci6n
temporal expHcitos e implicitos, donde el tiempo de CPU necesario para resolver el problema es
altamente dependiente del condicionamiento numerico. del problema. Existen vados factores que
:promueven el maJ. condicionamiento del problema, todos con un caracter multiplicativo, a saber:
(a) alto grado de refinawiento, (b) alta relacion de aspecto en los elementos, (c) alta disparidad
de las velocida<le.!.cara,c~lsticll:lh.~t<;"Los dos primeros topicos dependen fuertemente de 180dis-
cretizaci6n del dominio (generadon de !as maJ.las) mientras que el tercero depende del problema
fisico. Tecwcas como time local stepping penniten subsanar las dincultades asociadas con mallas
altamente refinadas ya que esta tecmca equivale a deformar 180escala temporal de forma tal de hacer
constante el nUwero de Courant en 180malia. Los problema.s relacionados con mallas con una alta
relacion de aspecto pueden ser parcialmente aliviados por tecnicas como direcciones alternadas (
ADl ) donde se resuelve carla direccion par separado. De todos modos esta alternativa 5610 es \ •
aplicable al caso de malias estructuradas bidimensionaJes. El tercer topico, tema. central en este
trabajo, se refiere a los problemas CauSad08por laBdiferentes velocidades caracterlsticas en el fiuido
y que es bien sabido que se presentan en regimen transOnico (M ~ 1) , con M el Dliwero de Mach
, en el caso cuasi-incompresible (M ~ 0), en zonas con fuertes efectos viscosos entre otras. Por
10 tanto, el exito, de un resolvedor iterativo (tanto explicito como impHcito) se basa en mejorar el
condicionamiento del sistema yen este trabajo se mostrara como lograrlo atacando el tercer item.
Siguiendo una efltrategia similar al caso del time local stepping buscamos modificar 180matriz de
maBa del siste¢a de forma tal de uniformizar el nUmcro de Courant no solamente nodo a nodo sino
tambien ecuacion a ecuacion. El diseiio de 180matriz de maaa precondicionada (PMM ) esta sujeto
a ciertas hip6tesis y en general su aplicaci6n es valida para el CaBOde problemaB estacionarios. En
este trabajo nosotr08 hemos adoptado un precondicionador presentado por Choi et al. [2,7] que fue
deducido a partir de un metodo de perturbaciones e implementado como una tecnica PMM y que
dio muestra de ser eficiente para un .arnplio rango de numeros de Mach y Reynolds. En el trabajo
original 108 autores ban usado una. formulaci6n en volUmenes finitos y un esquema AD! para Ill.
resoluci6n de problemas bidimensiooales. [2] El aporte de este trabajo es extender su Il.plicaci6n 11.1

caso de una formulaci6n SUPG por elementos finitos, en Ill.resoluci6n de problemas tridimension-
ales y especlaJrnente usando una resolvedor implicito GMRES tipo matrix-free que conforma una de
las combinaciones mas utilizadas en el area de Ill.fluidodinamica computacionaJ en estos tiempos.
Por 10 tanto, este trabajo propone un nuevo precondicionador para el metodo GMRES basado en
consideraciones fisicas, muy promisorio por su buena convergencia para todo nUmero de Mach y
,Reynolds, numericarnente estable y con excelentes posibilidades para su paralelizacion.

Las ccull.ciones de Navier-Stokes para flujo compresible modificada por la introduccion del
precondicionador sobre el termino temporal se puede escribir como [2,5,7]:

El precondicionador rv introducido en el termino temporal se presellta posterioI"lllcut<::.. Hay Jus
variables involucradas en 180definicion, las variables viscosas Qv y las conservativas Q, definidas
como:



Las variables viscosas son necesarias para obtener un buen nUmero de condici6n en elllmite viscoso.
Algunos detalles relacionaclos con estose presentan en Ill.secci6n 4.

La formulaci6n variacional del problema definido en (1.1) MOCiada al metodo SUPG usando
variables conservativas se escribe como:

Ver detalles en [2]. Esta clase de precondicionador ha mostrado tener convergencia. uniforme
para. todo nu.mero de Mach y Reynolds a traves de varios experimentos munericos. La introducci6n
de las variables viscosas Ie confiere cierta similitud con 10s metodos basado en presiones con el
precondicionador manteniendo las escalas acusticas y viscosas 10 mas similares que sea posible en
tamaiio cuando Ill.difusion domina. POl' otro lado cuando Ill.advecci6n domina es mejor cambiar a
un metodo basado en densidad donde el 1'01del precondicionador es igualar las velocidades de Ill.
partlcula con Ill.sOnica. El parametro f3 a travCs de su definici6n permite unificar Ill.formulaci6n
y conferirle al metodo una flexibilidad para acomodarse a todas las situaciones. Siguiendo la
definici6n de Choi et.al [2 ] tenemos 10 siguiente:

{3M~ = fC2 con f = max (finv , fvis )

{

finv == ~
F_-,S = wax " [ aj(aj~l) 1
-VI (ai-He./u;)

eFL
Clj=---

uReA"'i
.\lr es un numcro de Ma.ch de referenda que se U8a Plu:/I. "vilw' singularidades cuando Ill.velocidad
local es null\. y en este trahl\.jo heroos USMO Mmin = 10-6. u representa el nUmero de Fourier y
ReA"'i es el nnmero de Reynolds del elemento con ~Xj su longitud caracterlstica. 8 es una constante
arbitraria que juega el 1'01de un coeficiente para Ill.derivada temporal de Ill.presion.

I' = I',,~ Para detalles de Ill.misma, ver {51.

4.- DeJlnicioD del precoudiciouador

El precondicionador introducido en (1.1) se define como:

( ~ ~ ~ ~
I',,= irlrz 0 p 0

~ 0 0 p
~pt~- 8 pu pv pw

{

Mmin
Mr== M

1

M < MOOD
MmiD < M< 1

M>1



El precondicionador afecta 180definicion de 180matriz de tiempos intrfnsecos, las condiciones
absorbentes y el esquema. temporal. A continuacion presentamos una breve descripcion de estas
alteraciones.

Como puede verse en (2) 180conjuncion del metodo SUPG con el sistema precondicionado da
orfgen a un pllXde pllXametros 'T' y c5~hc.que son diferentes a los correspondientes parametros
del sistema no precondicionado. En este trabajo nosotros presentamos WlR aproxima.cion anilities.
pllXael c6mputtrde--esta-matrirw'diempos caracterfsticos evitando el uso de costosas rutinas de
c8.lculo de autovalores y autovectores_ Sin entrar en detalle acerca del algebra [5] arribamos a 180
siguiente expresion para eata matriz:

- 8Q - r-1'T = aQu'Tv v
- -1 8Q

con Av = ru A 8Qv

La extension al caso de 188ecuaciones de Na.vier-Stokes se completa mediante 180correccion de T
por e:fectos viscosos [4]

El operador absorbente asociado a 188condiciones de contorno se define mediante 180soluci6n
de un problema de autovalores sobre el jacobiano advectivo proyectado en la direccion de la normal
exterior. Si observamos (1.1) , vemos que para ello se requiere que la descomposicion se lleve a
cabo sabre el jacobiano modificado por el precondicionador en lugar del original. De esta forma es
fa.ctible usar 180misma estructurade calculo para 'T que para las condiciones absorbent.es.

Todo 10 visto hasta aquf es valido para. 180generalidad de los resolvedores. La modificacion
de 180matriz de masa y sus influencias sobre la estahilizacion y las condiciones absorbentes nada
tienen que vcr con 180eleccion del esqUenIa de paso temporal usado. Una implementacion expHcita
es directa salvo cuestiones relacionadas con la estabilidad del esqUenIa temporal. Eli esta seecion
detallamos la aplicacion del precondicionador a un resolvedor impHeito tipo GMRES _ Como es
sabido el algoritmo GMRES necesita de un precon~cionador para que pueda lograrse WIa aceptable
velocidad de convergencia. Es muy usual en mecamc80de fluidos usar 0 un precondicionador diagonal
o uno diagonal en bloques. Estos precondicionadores funcionan como una especia de esealeo entre
los grados de libertad del sistema_ En nuestro caso y para evitar confusiones nosotros hemos
usada un precondicionador en bloques aplicado sabre el sistema previamente precondicionado por \ '
180m80trizr Evitando entrar en detalles, yo. que esta fuera de 105 objetivos de este trabajo, podemos
sintetizar el metodo diciendo que se basa en 180crea.cion de una base ortogonal en el espacio de
Krylov mediante un proceso de Arnoldi en donde se plantea 180minimizacion del residuo a traves
de la solucion de un sistema lineal.
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El objetivo de este tr8obajo es mostrar 180efedividad del precondiciomiento presentado en
(1.1) para resolver una gran variedad de problemas de mecMica de fluidos involucrando cualquier
combinaclon de juego de parametros representado por los nUmeros de Mach y Reynolds usando
UDa formulacion SUPG con elementos finitos y una version matrix-free [1] del resolvedor implfcito
GMRES . A continuacion presentamos una serie de ejemplos num6:icos que sirven para validar los
argumentos te6ricos expuestos. Los Casos a mOBtrar Bon: (1) flujo a traves de un perfil NACA 0012
, (2) flujo alrededor de un cilindro circular, (3) flujo alrededor de una esfera. La grill80empleada
para el caso del perfil NACA 0012 consiste en una malla tipo C con 39 nodos sobre e1 perfil, 20
nodos en 18,este1a.y 31 nodos en 180direccion normal.

Bl angulo de llotaquee6 nulo y el tlloffiMO de la cuada del perfil Be extiende a d08 unidll.des
mientras que los contornos computacionales se haIlan a 28 unidades. Para. e1 caso invfscido las
condiciones de contorno fueron: (1) condiciones deslizantes (slip) sobre e1 perfil, (2) condicion de
Kutta en el borde de fuga , (3) condiciones absorbentes en e1 borde exterior . En el caso viscoso
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188 dos primeras condiciones cambian por una condici6n de no deslizamiento y flujo termico nnlo
sobre el perfil

En el C8S0 del cilindro circular la mal1a cubre el dominio completo pero reparlida en dOB
zonas, la primera consiste de un cuadrado centrado en el cilindro y una malla tipo 0 con 80 nodos
alrededor del cilindro y 20 nodos ell 10. direccion radial, mientras que la. segunda. zona. se ubica.
aguas abajo del ciliodro y esta. formada. por una. malla. tipo H de 20 x 20 nodos. El dia.metro del
ciUodro es unitario y la. entrada. se ubica. a 9 unidades del centro del cilindro mientras que la salida
se halla a. 27 unidades del mismo centro.



Las condiciones de contorno usadas fueron de no deslizamiento con :8ujo termico nulo sobre el \ •
perfil, todas las variables impuestas a la entrada y tracci6n mila. con flujo termico nulo a. la salida..

Parala esfera hemos usado una. ma.lla.de 19942 nodos con 15840 elementos distribuidos en un
dominio computacional formado por una. ca.ja definida por --3 ::s ;Ii ::s 10, -3 ::s y ::s 3, -3 ::s z ::s 3
con una. esfera. de diametro unitario. Las condiciones de contorno fueron similares al ca.so del
cilindro.

El costo computa.ciona.l a.sociado con todas las operaciones que involucran al precondicionador
se estima que ronda un 30% del coato inicial.

Las figuras relaciona.da.s a 180velocidad de convergencia que a continuacion se presentan se
organizan de 180.s.igw...."ente. forma:.so.. bre.. 1.a izquierda Be grafica. el incremento de la variable de estado
~Q en funci6nB:eJas_l~acio~!!"qlj~t.ras que ala derecha Be hace 10 propio con el residuo IIRII "

Comenzamos mostrando 108 resultados de flujo inviscido alrededor del per:fi.lNACA 0012 para.
un nUmero de Mach de 0.001. La figura 1.1 muestr8 no solamente una buena. convergencia sino
tambien un buen condicionamiento del problema ya que todas !as ecuaciones convergen con 18misma
tasa de convergencia (pendiente). Es importante resaltar que el problema. fisico tiene caracteristicas
que viajan con velocidades muy dispares, por ejemplo las ondas acusticas viajan aproximadamente \ '
1000 veces mas rapido que las ondas de entropia y las de vorticidad. •

Los grancos COITespondientes al ca.so no precondicionado no Be muestran ya que 180
solucion numecica es espacialmente inestable. Este es otro de los factores que favorecen
al preoondicionamiento, el de no ser sOlo un remedio para acelerar la convergencia sino
que en algunos ca.sos es basta necesario para solucionar !as inestabilidades asociadas con
180incompresibilidad.

La figura 1.2 muestra los coeficientes de presion a la izquierda y ef coeficiente de presion total
a la derecha. para la solucion precondicionada. A pesar de utilizar una. malla gruf'..sase obtienen
valores del coeficiente de presion total cercanos a 180unidad, que es 180solucion exacta del caso
inviscido. A continuacion presentamos resultados sobre el mismo perfil pero para el caso viscoso.
Hemos usado un M a = 0.001 y un Re ;;;200.

La figura 2 muestra que las buenas propiedades de convergencia del caso inviscido no se
pierden cuando aparecen efectOB viscosos. Mas &till la soluci6n sigue siendo numericamente estahle \ I

en contraste con la soluci6n no preconcicionada que presenta numerosas oscilaciones.

La figura 3 muestra un res~m~ con algunos de 108 resultados en velocidad de convergencia
cuando se fue variando el nUmero de Reynolds £rente al obtenido con el caso inviscido. Se observa
un factor de aproximadamente dos entre el Cl'l8O inviscido y el viscoso y una muy pareja performance
del metodo para. todos los nUmer08 de Reynolds utilizad06.

La figurll. 4.1 y 4.2 muestrlUlloll resultadOll en el caso del cilindro circular para Ma = 0.001
y Be ;;; 20, 1 respectivamente. Las conclusiones son similares a las anteriores salvo en el caso
del Reynolds mas baio donde la primera ecuacion se satura casi inmediatainente. No obstante
observa.ndo el residuo vemOllque este continua descendiendo en forma monotona.
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El Ultimo ejemplo se trata de un' caso tridimensional representado por flujo alrededor de \
una esfera. Este ejemplo tiene soludon analiti~ en el CIlo$Ode Stokes y algunilB aproximaciones
ilBint6tica.s en el ca.so de Reynolds bo.jos 0 altos. Tambien existe una correlacion entre el nurnero de
Reynolds y 10. extension 0 tamaiio del bolson de recirculacion agUilB abajo de Ill. esfera. La figura
5.1 muestro. 10. historia de 10. covergencia para el CaBOcon Ma = 0.002 y Re = 10, notandose el
mismo comportamiento que lOBCilBOBanteriores, mientrilB que la figura 5.2 muestra las lineas de
corriente para este mismo ejemplo. El residuo se reduce 6 ordenes de l1lagWtud en 100 itel'l~ciol1esde
GMRES con una veloddad constante. Despues de 100 iteraciones 10s errores de redondeo dominan
y la convergenda de 10. soluci6n se estanca. Para eate valor del nUmero de Reynolds no existe
recirculacion en 10. ZOII&posterior de 10. esfera siendo este patron confirrnado por los resultados
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mostrados en 5.2. E1 ultimo ejemp10 consiste de la misma esfera pero a un Reynolds de 100. La
convergencia no 8e presenta por razones de espa.cio pero su comportamiento no difiere bil.sicamente
de 108 anteriores. La figura 6 muestra 1as Hneas de corriente para el plano z = 0 y la zona de
recirculacion aguas abajo de la esfera tiene una extension de aproximadamente 3 veces el radio de
la esfera contado desdc el centro de la misma. Esta observacion coincide con 10s experimentos de
laboratorio de Taneda (1956) y 108caIculos computacionales via metodos de expansiones de Jenson
(1959). [9}
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