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Resimen

En este trabajo se presentan una serie de resultados numéricos en fluidodindmica com-
putacional (CFD) obtenidos mediante una versién vectorizada de un cédigo tridimen-
sional de elementos finitos. La principal caracteristica de este software radica en la
utilizacién de una formulacién unificada que permite tratar fluidos newtonianos en flujo
compresible e incompresible tanto viscoso como inviscido sin necesidad de recurrir a dis-
tintos tipos de elementos. [5]. Sin entrar en detalle acerca de la evolucién histérica de
los métodos utilizados para lograr este objetivo podemos mencionar que la formulacién
unificada se basa en €l uso de un esquema de marcha temporal para alcanzar el estado
estacionario con una matriz de masa precondicionada PMM . Este precondicionador
basado en la fisica permite acelerar la convergencia en las zonas criticas del mapa de
parimetros (Ma,Re). La implementacién numérica se basa en una formulacién espacial
SUPG acoplada con un resolvedor iterativo implicito MATRIX-FREE GMRES .

El objetivo de este trabajo es mostrar el comportamiento de la formulacién unificada
en una gran variedad de ejemplos numéricos.

Summary

This paper presents several numerical results using a vectorized version of a 3D
finite element compressible and nearly incompressible Euler and Navier-Stokes code.
The assumptions were set on laminar flows and newtonian fluids. The goal of this
research is to show the capabilities of the presented code to treat a wide range of probléins
appearing in laminar fluid dynamics towards the unification from incompressible to
compressible and from inviscid to viscous flow codes. In this paper we have used a

hysics based preconditioner to GMRES implicit solver developed in [5land an supg
E)rmlﬂation for the semidiscretization of the spatial operator. In this paper we show the
capabilities of this unified forulation by several numerical results covering a wide range
of interesting problems. .

1.- Introducciéon

Es muy habitual en estos tiempos buscar la resolucién de grandes problemas en mecénica
computacional, en particular en fludodindmica (CFD ), a través de esquemas de marcha tem-
poral (time marching schemes), ya sea para problemas estacionarios como no estacionarios. Si
bien la adecuacién de éstas téenicas est4 bastante difundida existen inconvenientes numéricos que
contindan siendo tema de debate cientffico. Uno de ellos es el relacionado con la mala conver-
gencia que experimentan estos esquemas frente a situaciones particulares como por ejemplo la
resolucién de problemas de flujo compresible en zonas de muy bajo niimero de Mach. Algunas
soluciones propuestas en el pasado consistian en modificar la formulacién de forma tal de poder
tratar problemas cuasi-incompresibles o usar métodos de perturbaciones. Estas propuestas brindan
una solucién parcial al problema ya que sélo sirven para flujos globalmente cuasi-incompresibles.
Por otro lado existen una gran cantidad de aplicaciones fisicas de interés donde el dominio com-
putacional se encuentra dividido en varias zonas con muy diferentes patrones fluidodindmicos,
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como ser, regiones muy extensas con un flujo inviscido, flujo compresible con fuertes efectos vis-
cosos ¢n las inmediaciones de algunos cuerpos sumergidos y zonas donde el flujo se vuelve muy .
cercano al régimen incompresible debido a su baja velocidad local como por ejemplo puntos de
estancamiento. Problemas como flujo a través de toberas convergentes-divergentes con una gran
relacién entre el didmetro de entrada o salida y el de la garganta, muy habituales en propulsion,
problemas con grandes bolsones de recirculacién y extensas zonas de estancamiento, problemas
donde intervienen rotores con una gran relacién entre el radio interior y el exterior, como los que
suelen aparecer en turboméquinas y en rotores de helicopteros, son algunos de los ejemplos mds
claros donde se presentan patrones fluidodindmicos tan diferentes que a priori dificultan el uso
eficiente de una iinica formulacién. Son estas dificultades las que promovieron el desarrollc de
formulaciones unificadas con el fin de tratar eficientemente situaciones tan extremas. {2,3,5,7,8].
Como es bien sabido los esquemas de marcha temporal son basados en esquemas de integracién
temporal explicitos e implicitos, donde el tiempo de CPU necesario para resolver el problema es
altamente dependiente del condicionamiento numérico.del problema. Existen varios factores que
romueven el mal condicionamiento del problema, todos con un cardcter multiplicativo, a saber:
?a) alto grado de refinamiento, (b) alta relacién de aspecto en los elementos, (c) alta disparidad
de las velocidades caracteristicas, etc. .Los dos primeros tépicos dependen fuertemente de la dis-
cretizacién del dominio (generacién de las mallas) mientras que el tercero depende del problema
fisico. Técnicas como time local stepping permiten subsanar las dificultades asociadas con mallas
- altamente refinadas ya que ésta técnica equivale a deformar la escala temporal de forma tal de hacer
constante el ndmero de Courant en la malla. Los problemas relacionados con mallas con una alta
relacién de aspecto pueden ser parcialmente aliviados por técnicas como direcciones alternadas (
ADI ) donde se resuelve cada direccién por separado. De todos modos esta alternativa sélo es
aplicable al caso de mallas estructuradas bidimensionales. El tercer tépico, tema central en este
trabajo, se refiere a los problemas causados por las diferentes velocidades caracteristicas en el fluido
¥ que es bien sabido que se presentan en régimen transénico (M ~ 1) , con M el mimero de Mach
, en el caso cuasi-incompresible (M — 0), en zonas con fuertes efectos viscosos entre otras. Por
lo tanto, el éxito_de un resolvedor iterativo (tanto explicito como implicito) se basa en mejorar el
condicionamiento del sistema y en este trabajo se mostrara como lograrlo atacando el tercer item.
Siguiendo una estrategia similar al caso del time local stepping buscamos modificar la matriz de
masa del sistemia de forma tal de uniformizar el niimero de Courant no solamente nodo a nodo sino
también ecuacién a ecuacién. El disefio de la matriz de masa precondicionada (PMM ) estd sujeto
a ciertas hipStesis y en general su aplicacién es valida para el caso de problemas estacionarios. En
este trabajo nosotros hemos adoptado un precondicionador presentado por Choi et al. {2,7] que fue
deducido a partir de un método de perturbaciones e implementado como una técnica PMM y que
dio muestra de ser eficiente para un.amplio rango de niimeros de Mach y Reynolds. En el trabajo
original los autores han usado una formulacién en voldmenes finitos y un esquema ADI para la
resolucién de problemas bidimensionales. [2] El aporte de este trabajo es extender su aplicacién al
caso de una formulacién SUPG por elementos finitos, en la resolucion de problemas tridimension-
ales y especialmente usando una resolvedor implicito GMRES tipo matrix-free que conforma una de
las combinaciones més utilizadas en el area de la fluidodindmica computacional en estos tiempos.
Por lo tanto, este trabajo propone un nuevo precondicionador para el método GMRES basado en
consideraciones fisicas, muy promisorio por su buena convergencia para todo niimero de Mach y
Reynolds, numericamente estable y con excelentes posibilidades para su paralelizacién.

2.- Definicién del problema

Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo compresible modificada por la introduccién del
precondicionador sobre el término temporal se puede escribir como [2,5,7}:

r, %9

o +A-VQ=KV!Q+F (L1)

El precondicionador I, introducido en el término temporal se presenta posieriormenie. Hay dos
variables involucradas en la- definicién, las variables viscosas Q, y las conservativas Q, definidas

como: r r
Q = {p; pu; pv; pwi pe}’ 3 Qo = {pu;v;w; T} (1.2)
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Las variables viscosas son necesarias para obtener un buen nimero de condicién en el limite viscoso.
Algunos detalles relacionados con esto-se presentan en la seccién 4.

3.- Formulacion variacional

La formulacién variacional del problema definido en (1.1} asociada al método SUPG usando
variables conservativas se escribe como:

Encontrar Q* € S* tal que YW* ¢ V* [1,6]
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r= I‘,,%! Para detalles de la misma, ver [5).

4.- Deflnicién del precondicionador

El precondicionador introducido en (1.1) se define como:

sz 0 0 0 o0
FME p 0 O 0
Lo=| 7z 0 » 0 0 (3)
sz 0 0 p 0
LA -5 pu v pw 2B

-

Ver detalles en [2]. Esta clase de precondicionador ha mostrado tener convergencia uniforme
para todo ndmero de Mach y Reynolds a través de varios experimentos numéricos. La introduccién
de las variables viscosas le confiere cierta similitud con los métodos basado en presiones con el
precondicionador manteniendo las escalas actsticas y viscosas lo mas similares que sea posible en
tamaiio cuando la difusién domina. Por otro lado cuando la adveccién domina es mejor cambiar a
un método basado en densidad donde el rol del precondicionador es igualar las velocidades de la
particula con la sénica. El pardmetro 8 a través de su definicién permite unificar la formulacién
y conferirle al método una flexibilidad para acomodarse a todas las situaciones. Siguiendo la
definicién de Choi et.al [2 ] tenemos lo siguiente:

BM? = e con €= max (€inv s€vis )

€ny = M} . Miin M < Myia
{ evig = max ; [l }3,,_,] M, = { M Mg.<M<1 (41-5)
CFL 1 M>1
aj = J =T,¥,z
’ URCA:,'

M, es un nimerc de Mach de referencia que se usa para cvilar singularidades cuando Ia velocidad
local es nula y en este trabaf’o hemos usado My, = 1079, & representa el nimero de Fourier y
Reps; es el numero de Reynolds del elemento con Az su longitud caracteristica. 8 es una constante
arbitraria que juega el rol de un coeficiente para la derivada temporal de la presién.
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5. Detalles de implementacién

El precondicionador afecta la definicién de la matriz de tiempos intrinsecos, las condiciones
absorbentes y el esquema temporal. A continuacién presentamos una breve descripcién de estas
alteraciones. )

5.1.- Matriz de escala de tiempos intrinsecos

Como puede verse en (2) la conjuncién del método SUPG con el sistema precondicionado da
origen a un par de pardmetros 7'y &) =~ que son diferentes a los correspondientes parémetros
del sistema no precondicionado. En este trabajo nosotros presentamos una aproximacién analitica
para el computo-de-estamatriz-de-tiempos caracteristicos evitando el uso de costosas rutinas de
cdlculo de autovalores y autovectores. Sin entrar en detalle acerca del 4lgebra [5] arribamos a la
siguiente expresion para esta matriz:

. el = 5 -1 @ 0 £ X -1, 9Q
T = ggvr.,l‘.,’ yTo = “Bn“ 1 , By, = %Avj con A, = rulAan

()

La extensién al caso de las ecuaciones de Navier-Stokes se completa mediante la correccién de
por efectos viscosos [4]

5.2 Condiciones de contorno absorbentes

El operador absorbente asociado a las condiciones de contorno se define mediante la solucién
de un problema de autovalores sobre el jacobiano advectivo proyectado en la direccion de la normal
exterior. Si observamos (1.1) , vemos que para ello se requiere que la descomposicién se lleve a
cabo sobre el jacobiano modificado por el precondicionador en lugar del original. De esta forma es
factible usar la misma estructura de célculo para r que para las condiciones absorbentes.

5.3 Matrix-free GMRES

Todo lo visto hasta aqui es valido para la generalidad de los resolvedores. La modificacién
de la matriz de masa y sus influencias sobre la estabilizacién y las condiciones absorbentes nada
tienen que ver con la eleccién del esquema de paso temporal usado. Una implementacion explicita
es directa salvo cuestiones relacionadas con la estabilidad del esquema temporal. En esta seccién
detallamos la aplicacién del precondicionador a un resolvedor implicito tipo GMRES . Como es
sabido el algoritmo GMRES necesita de un precondicionador para que pueda lograrse una aceptable
velocidad de convergencia. Es muy usual en mecénica de fluidos usar o un precondicionador diagonal
o uno diagonal en bloques. Estos precondicionadores funcionan como una especia de escaleo entre
los grados de libertad del sistema. En nuestro caso y para evitar confusiones nosotros hemos
usado un precondicionador en bloques aplicado sobre el sistema previamente precondicionado por *
la mairiz I' Evitando entrax en detalles, ya que esta fuera de los objetivos de este trabajo, podemos .
sintetizar el método diciendo que se basa en la creacién de una base ortogonal en el espacio de
Krylov mediante un proceso de Arnoldi en donde se plantea la minimizacion del residuo a través
de la solucién de un sistema lineal.
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Figure 1.2 NACA0012 - Euler - Ma = 0.001 - Solution
6.- Resultados numéricos

El objetivo de este trabajo es mostrar la efectividad del precondiciomiento presentado en
{1.1) para resolver una gran variedad de problemas de mecénica de fluidos involucrando cualquier
combinacién de juego de parametros representado por los niimeros de Mach y Reynolds usando
una formulacién SUPG con elementos finitos y una versién matrix-free {1} del resolvedor implicito
GMRES . A continuacién presentamos una serie de ejemplos numéricos que sirven para validar los
argumentos tedricos expuestos. Los casos a mostrar son: (1) flujo a través de un perfil NACA 0012
, (2) flujo alrededor de un cilindro circular , (3) flujo alrededor de una esfera. La grilla empleada
para el caso del perfil NACA 0012 consiste en una malla tipo C con 39 nodos sobre el perfil, 20
nodos en la estela y 31 nodos en la direccién normal.

El dngulo de ataque €s nulo y el tamano de la cuerda del il se extiende a dos unidades
mientras que los contornos computacionales se hallan a 28 unidades. Para el caso inviscido las
condiciones de contorno fueron: (1) condiciones deslizantes (slip) sobre el perfil, (2) condicién de
Kutta en el borde de fuga , (3) condiciones absorbentes en el borde exterior . En el caso viscoso
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. Residual G
10° - v T . r r
-
m™a
n N
10 i~ >, E
\_‘s \..\
.~ N
\“\‘\
NS
107 X,
s
.\\\
= '\'\ \‘\
« 10* N ~ ]

10‘; A E
N,
A
N Re=200
ol [y ]
iwiscid
10° L 2 L L L
0 50 100 150 200 250 300
iter

Figure 3. NACA0012 - Ma = 0.001 - Convergence

las dos primeras condiciones cambian por una condicién de no deslizamiento y flujo térmico nulo
sobre el perfil

En el caso del cilindro circular la malla cubre el dominio completo pero repartida en dos
zonas, la primera consiste de un cuadrado centrado en el cilindro y una malla tipo O con 80 nodos
alrededor del cilindro y 20 nodos eu la direccién radial, mientras que la segunda zona se ubica
aguas abajo del cilindro y estd formada por una malla tipo H de 20 x 20 nodos. El didmetro del
cilindro es unitario y la entrada se ubica a 9 unidades del centro del cilindro mientras que la salida
se halla a 27 unidades del mismo centro.
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Las condiciones de contorno usadas fueron de no deslizamiento con flujo térmico nulo sobre el 1« *
perfil, todas las variables impuestas a la entrada y traccién nula con flujo térmico nulo a la salida.

Para la esfera hemos usado una malla de 19942 nodos con 15840 elementos distribuidos en un
dominio computacional formado por una caja definidapor -3 <z <10, -3<y<3,-3<z<3
con una esfera de didmetro unitario. Las condiciones de contorno fueron similares al caso del
cilindro.

El costo computacional asociado con tadas las operaciones que involucran al precondicionador
se estima que ronda un 30% del costo inicial.

Las figuras relacionadas a la velocidad de convergencia que a continuacién se presentan se

organizan de la siguiente forma: sobre la izquierda se grafica el incremento de la variable de estado
AS en funcién de las iteraciones mientras que a la derecha se hace lo propio con el residuo ||R]] .

Comenzamos mostrando los resultados de flujo inviscido alrededor del perfil NACA 0012 para
un nimero de Mach de 0.001. La figura 1.1 muestra no solamente una buena convergencia sino
tambien un buen condicionamiento deﬂ;oblmna ya que todas las ecuaciones convergen con la misma
tasa de convergencia (pendiente). Es importante resaltar que el problema fisico tiene caracteristicas
que viajan con velocidades muy dispares, por ejemplo las ondas acisticas viajan aproximadamente
1000 veces més ripido que las ondas de entropia y las de vorticidad. ‘ .

NOTA:

Los graficos correspondientes al caso no precondicionado no se muestran ya que la
solucién numérica es espacialmente inestable. Este es otro de los factores que favorecen
al precondicionamiento, el de no ser s6lo un remedio para acelerar la convergencia sino
que en algunos casos es hasta necesario para solucionar las inestabilidades asociadas con
la incompresibilidad.

La figura 1.2 muestra los coeficientes de presion a la izquierda y el coeficiente de presién total
a la derecha para la solucién precondicionada. A pesar de utilizar una malla gruesa se obtienen
valores del coeficiente de presién total cercanos a la unidad, que es la solucién exacts del caso
inviscido. A continuacién presentarnos resultados sobre el mismo perfil pero para el caso viscoso.
Hemos usado un Ma = 0.001 y un Re = 200.

La figura 2 muestra que las buenas propiedades de convergencia del caso inviscido no se
pierden cuando aparecen efectos viscosos. Més atin la solucién sigue siendo numericamente estable
en contraste con la solucién no preconcicionada que presenta numerosas oscilaciones. .

La figura 3 muestra un resiimen con algunos de los resultados en velocidad de convergencia
cuando se fue variando el ndmero de Reynolds frente al obtenido con el caso inviscido. Se observa
un factor de aproximadamente dos entre el caso inviscido y el viscoso y una muy pareja performance
del método para todos los nitmeros de Reynolds utilizados.

La figura 4.1 y 4.2 muestran los resultados en el caso de! cilindro circular para Ma = 0.001

Re = 20,1 respectivamente. Las conclusiones son similares a las anteriores salvo en el caso

del Reynolds mas bajo donde la primera ecuacién se satura casi inmediataimente . No obstante
observando el residuo vemos que este continda descendiendo en forma mounétona.
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Figure 4.2 Cylinder - Ma = (.001 - Re = 1 - Convergence

El dltimo ejemplo se trata de un caso tridimensional representado por flujo alrededor de
una esfera. Este ejemplo tiene solucién analitica en el caso de Stokes y algunas aproximaciones
asintoticas en el caso de Reynolds bajos o altos. También existe una correlacién entre el niimero de
Reynolds y la extensién o tamafio del bolson de recirculacién aguas abajo de la esfera. La figura
5.1 muestra la historia de la covergencia para el caso con Ma = 0.002 y Re == 10, notdndose el
mismo comportamiento que los casos anteriores, mientras que la figura 5.2 muestra las lineas de
corriente para este mismo ejemplo. El residuo se reduce 6 érdenes de magnitud en 100 iteraciones de
GMRES con una velocidad constante. Después de 100 iteraciones los errores de redondeo dominan
Y la convergencia de la solucién se estanca. Para este valor del nimero de Reynolds no existe
recirculacién en la zona posterior de la esfera siendo este patrén confirmado por los resultados

*
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Figure 5.2 Sphere - Ma = 0.002 - Re = 10 - Streamlines

mostrados en 5.2. El dltimo ejemplo consiste de la misma esfera pero a un Reynolds de 100. La

convergencia no se presenta por razones de espacio pero su comportamiento no difiere basicamente

de los anteriores. La figura 6 muestra las lfneas de corriente para el plano 2z = 0 y la zona de

recirculacién aguas abajo de la esfera tiene una extensién de aproximadamente 3 veces el radio de

la esfera contaﬁg desde el centro de la misma. Esta observacion coincide con los experimentos de

l(abon;.w[rii) de Taneda (1956) y los cdlculos computacionales via métodos de expansiones de Jenson
1959). (9 »
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Figure 6 Sphere - Ma = 0.002 - Re = 100 - Streamlines
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