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RESUMEN
En este trabajo se utiliza la transformada de Fourier para resolver problemas
de flutter. Su aplicacion Bemuestra en model06 bidimensionales obtenidos pOl
reduccion de sistemas reales. La condicion de inestabilidad puede ser detec-
tada mediante el arullisis de las amplitudes, frecuencias y amortiguamientos
de Ia oscilaciOn en funcion de la velocidad de Ia corriente de sire. La solucion
obtenida utilizando Ill.transformada se compara con las obtenidas por otros
metod06 en Ia solucion de un ejemplo obtenido de Ill.literatura.

ABSTRACT
The Fourier transform is employed in this work to solve flutter problems. Real
structural systems are reduced to two-dimensional problems to illustrate the
procedure. The instability condition can be identified by means of an analysis
of amplitudes, frequencies and damping of the vibration as a function of the
velocity of.the air stream. Comparisons between the present solution and other
techniques in the literature are presented for one example.

Flutter es Ill.oscilacion inestable de un cuerpo que Beencuentra suspendido en una corriente de aire
causada por Ia interacci6n de fuerzas aerodinB.micasy estructUIllolesque actuan sobre dicho cuerpo.
El movimiento vincula tanto oscilaciones flexionales como torsionales que Be vuelven inestables
cuando las fuerzas aerodinB.micas (que dependen de Ill. velocidad del aire y de Ill.frecuencia de
oscilaci6n) producen una modificacion de las amplitudes de 108desplazamientos y sus frecuencias
carcteristicas que llevan al sistema a absorber energia de Ill.corriente f1.uidaa la vez que todos lOB
grad08 de libertad oscilan con la misma freeuencia.
EI planteo del problema presentan dos aspectos blisic08: uno mecanico y otro aerodinamico. El
primero permite plantear las ecuaciones de equilibrio del sistema, en el cuallas fuerzas aerodinanucas
son consideradas como fuerzas extemas. El segundo determina estas fuerzas de aeuerdo a alglin
modelo y teoria determinados.
Este fenomeno Beencuentra presente fundamentalmente en al campo de las estructuras aeronauticas
y aeroespaciales. Pero a su vez, es tambien importante en otros campos del diseiio estructural como
por ejemplo en ciert08 tipos de estructuras civiles capaces de desarrollar fuerzas aerodinanucas;
puede mencionarse en este aspeeto p.e. el caso de largos puentescolgantes [1, 2].
Los met.odOllde wludon que perrniten det~nar Ill.condicion critica de inestabilidad) caracterizada
atraves de Ill.velocidad critica de Ill.cornente de aire VF (velocidad de flutter) y la frecuencia de
oscilaci6n del sistema en dicha condiciOn WF (freeuencia de flutter), pueden agruparse, BegUnsu



modo de operacion, en dos tipOll: lOllque analizan lOllCOElficientesde las ecuaciones de movimiento
y los que resuelven diew ecuaciones. Los primerOll [3] Be basan en la b(lSqUedade una soluci6n
no nula del sistema que requiere que el deteminante de la matriz de coe£cientes Beanule, 10 que
lleva a resolver un problema de autovalores cIasico. LOBsegundos inWlltigan la estabilidad de la
soluci6n en un rango de velocidades para poder determinar si en el existe 0 no inestabilidad en el
sistema. A este grupo pertenecen lOllmetodos que integran las ecuaciones en el tiempo [4]0 lOllque,
como en este trabajo, trabajan en el dominio de la frecuencia: el procedimiento consiste en analizar
en la frecuencia la respuesta del sistema oecilando libremente luego de haber sido apartado de la
posicion de equilibrio. E1 anaIisis Be realiza para velocidades creciente de la corriente de sire. La
condicion de inestabilidad Bedetecta al analizar la evolucion de lOllpiC08maximos de las funciones
de transferencia (FT) de cada grado de libertad (GL) y la.'lfrecllencias correspondientes a dichos
picos con el incremento de la velocidad.
Se presenta unejemplo de aplicacion por medio del cual se valida la posibilidad de emplear el anaIisis
en frecuencia comparando el resultado obtenido con el que brinds la solucion de las ecuaciones en
el tiempo y el anaIisis de autovalores.
Las fuerzas aerodinamicas utilizadas ban sido obtenidas por Smilg y Wasserman [5]a partir de una
genera1izacion de la Teoria de Placas de Theodorsen [6].

En la Fig. 1 se muestra el model0 utilizado. Las coordenadas que describen el mo"imiento del
sistema Q!lcilandoen una corriente de sire de velocidad v son: el desplazamiento fiexional del eje
el8stico h(x), el giro del elemento completo respecto del eje elastico a(x) y el giro del aler6n respecto
del eje de chMnela (j(x).

Ecuaciones de Movimiento en el Dominio del Tiempo
Para obtener 188 ecuaciones de movimiento Beemplean 188 ecuaciones de Lagrange en la forma

}IXI:FlxI: 11xl:1



M = f~ m(x)[j(x}]2dx Sa = f~ Sa(x)j(x)F(x)dx
Ia = f~ Ia(x)[F(x}]2dx Sfj = h~Sfj(x)j(x)ep(x)dx
Ifj = h~Ifj(x)[ep(x)]2dx Pafj = .h~{Sfj(x)[c(x) - a(x)]b(x) + Ip(x)}F(x)ep(x)dx

Las expresiones anteriores pueden consideraI1lecomo 108 parametros efectivos mecamcos de masa que
representan al sistema tridimensionalluego de haber utilizado 108 primeros modos de deformacion
como base para reducirlo [3].

Energfa Potencial

La expresi6n de la energia potencial es

K" = J~EI(x) {£[!(x)]V dx
Ka = f~[GJ(x)]a {£IF(x)]V dx

Kp = h~[GJ(x)]1' {J.;[ep(x)]V dx

Fundan de Disipaci6n

Se emplea la funci6n de disipacion de Rayleigh

D = !e. 1,.2 +!e cl +!e" {J.2
2" 2" 2'"

Fuerzas Aerodinlimicas

Las fuerzas aerodinamicas asociadas a las coordenadas generalizadas del sistema oscilando alrededor
de la posicion de equilibrio en cada estaci6n X a 10 largo de la semienvergadura (ver Fig. 1) son:

[
Q" ] [f~ L'(x)f(x)dx 1

[Q~] = Qa = f~M'(x)F(x)dx = - {[M] q + [e] q + [K] q}Q

Qp . h~T(x)ep(x)dx

donde qT(t) = [h(t) a(t) (J(t)] es el vector de los desplazamientos. Como Beobserva, el vector de
fuerzas puede reescribirse utilizando tres submatrices [MJo, [C]Q y [K]Q que son funciones de la
velocidad v, la frecuencia w y la geometria del sistema, [7].



Obtenci6n de Ias Ecuaciones de Movimiento

Si !as ex:presiones (2), (3), (4) y (5) son llevadas a (1) Be obtienen 188 siguientes ecuaciones de
movimiento del sistema en e1 dominio del tiempo:

[
M Sa Sp]

[M) = Sa Ia [(c - a)bSp + I,tl]
S,tl [(c- a)bSp + I,tlJ Ip

[e] = [~h ~a ~] y [K] = [~h ~a ~]
o 0 GfJ 0 0 Kp

son !as matrices de mass , amortiguaminento y rigidez del sistema. Las matrices con subindice Q
provienen de !as acciones aerodinlimic8B.

Aplicacion de la Transformada de Fourier para la Determinacion de
Velocidade Criticas
Sin entrar en detalles [7,8] digam08 que a la ec. (6) en el dominio del tiempo, Ie corresponde una
ecuacion en el dominio de la frecuencia que se escribe como

{-w2HM] + [M)q} + iw{[G] + [C]q} + {[K] + [K]Q} }q(w) = 0

en Ia que q(t) y q(w) estan vinculadas por la transformada de Fourier q(w) =!-':, q(t) e-iwedt. El
arnortiguamiento lineal viscoso Bereemplaza por el histeretico 0 estmetural en Ia ec. (7) haciendo la
sustituciOn iw[e] -> igr[K] donde gT = [gh 9a gp] es el vector de 108coeficientes de amortiguamiento
de cada GL, 106cuales deben adoptarse en correspondencia a Ia modelizaciOn que se desee realizar.
De este modo, 188fuerzas disipativas resultan proporcionales a 188de restitucion e18stir.ay en fase
con la velocidad. El sistema de ecuaciones de movimiento en el dominio de la frecuencia adopta la
forma final

{-w2{[M] + [M]Q} + i{w[C]Q + gT[K]} + HK] + [K]Q} }q(w) = [A'(w)]q(w) = 0 (8)

De modo que puede obtenerse informacion del comportamiento Ollcilatorio del sistema en la fre-
cuencia si se obtiene la matriz de transferencia [H(w)] resolviendo

donde [1]es la matriz identidad. El elemento Hij(w) de la matriz de transferencia es la transformada
de Ia respuesta hoj(t) que se obtiene en el GL i cuando a la estructura se Ie aplica un impulso unitario
en e1GL j. Ell decir, Beobtiene en la frecuencia el comportamiento del sistema vibrando libremente
luego de que ha sido apartado de su condiciOn de equilibrio por medio de una condici6n inicial de
desplazamiento nulo y ve10cidad distinta de cero.
Para poder analizar la estabilidad del sistema sera necesario analizar el comportamiento de !as
FT de los distintos GL del sistema a medida que aumenta 1a velocidad de la corriente de aire.En
realidad, no resulta necesario obtener la matriz de transferencia completa, ya que anaiizando 0010
alguna de 188 F'T conespundiente a algunu de lUll GL que ee excite suficientemente puede obtenerse
la informaciOn necesaria para poder detectar si el sistema presenta inestabilidad para algUn valor
de la velocidad v. En la praetica, al operar computacionalmente, la obtencion de la matriz de



transrerencia completa no representa WIaumento significativo del tiempo de calculo y brinda mayor
seguridad en el control de la estabilidad del sistema. .
Para poder analizar numericamente la estabilidad del sistema a partir de su respuesta en la fre-
cuencia Bepropone el siguiente:

AJgoritmo de Qilculo

.1. Definir WI intervalo de velocidades y determinar WI ~v.

• 2. Adoptsr WI valoc m~o de frecuencia y un t1w.

para todOBlOBvalO£eB!Ie frecuencias adoptadas en 2.

• 4. Analizar el comporlamiento de !as FT de cada GL con el aumento de velocidad. Controlando
180 evoluci6n de laB amplitudes m8ximas de las FT y la frecuencia correspondiente a dicha
amplitud m8.xima con la variaci6n de v.

• 5. Analizar el comporlamiento de las amplitudes m8.ximas de las FT y BUBfrecuencias con la
velocidad. Si las amplitudes m8.ximas de cada IT p£eBentanun pico para WIvalor detenninado
de v y las frecuencias correspondientes a dichOBvalores m8ximos son coincidentes, el valor de
v es la velocidad de flutter VF y la frecuencia es 180 frecuencia de flutterwF'

Se presenta WI ejemplo resuelto en el dominio del tiempo por Bell y 'Brotton [4] y mediante el
analisis de autovalores y Becomparan los resultados con 106 obtenidOBpor el MRF.

m= 0,7875 kg.
t ~E'O 703070 kg/cJ.

-_.- ~ -.- G~ 281228 kg/crl-.

Z -z 1- 5,203 c~.
. 2

J'O 1,177 em.

Se analiza el comporlamiento de WIa placa plana en cantilever (Fig. 2), Ia cual ha sido discretizsda
SegUnBeindica en la Tabla 1. Los modos de vibrar y las frecuencias correspondientes se han obtenido
utilizando el metodo de Stodola .



Elem. Ax(m) Masa(kg) I",(kgm2) f(x) F(x)
1 0.1143 0.1181 0.000923 OOסס.0 0.0000
2 0.2286 0.2362 0.001846 0.0167 0.1564
3 0.2286 0.2362 0.001846 0.0637 0.3090
4 0.2286 0.2362 0.001846 0.1362 0.4540
5 0.2286 0.2362 0.001846 0.2294 0.5878
6 0.2286 0.2362 0.001846 0.3389 0.7071
7 0.2286 0.2362 0.001846 0.4605 0.8090
8 0.2286 0.2362 0.001846 0.5902 0.8910
9 0.2286 0.2362 0.001846 0.7249 0.9510
10 0.2286 0.2362 ·0.001846 0.8621 0.9877
11 0.1143 0.1181 0.000923 1.0000 ooסס.1

w" = 12.6 rod/seg iW", = 43.58 rod/seg i g" = g", = 0.0
a = 0.0 (ete.) i b = 0.1524 m (ete.) ; SOl = 0.0 (ete.)

Tabla 1 - Discretizaci6n del sistema de la Fig. 2

Todoll los elementos de la discretizacion poseen dos GL (h,o:), de modo que la obtenci6n de las
matrices de transferencis Bereduce s resolver sistemas de 2 x 2 de la forma

{ [ Af1 Al2] [Hu H12]} = [1 0]
.421 A22 H21 H22 tIi;01; 0 1

con i = 1, 2, ....,m i i =0,1,....,N-l
La evolucionde las amplitudes mmmas de 188 IT de cada GL y las frecuencias correspondientes
con la velocidad Beban graficado en 188 Figs. 3 y 4 respectivamente. En Is Fig. 3 Be han graficado:
* IHl1(w)ImGz;~; indicado como GL h, y
* IIl22(w)Im6z"'_ indiCadO como GL alfa.
En la Fig. 4 S;ban graficado Is evoluci6n de !as frecuencias:
* Correspondiente a la posicion de IHu(w)lm";tI;' Y
* Correspondiente s la posicion de IH22(w)I"'60:;v;'
Finalmente, en Ie. Fig. 5 Behs graticado Is evolucion del amortiguamiento de 106 mooos de flexion
(h) y torsion (a) con la velocidad de la corriente obtenid08 tambien s partir de las FT y el diagrama
de Nyquist [9].

Metodo de
SoIuci6n

Integracioo
36.85 23.3Numerica

Amilisis de
37.37 23.3Autovalores

*Amilisis en
37.39 23.25F'recuencia

En el Cuadro 1 Be han resumido los resultados obtenid08 para la condicion critics de flutter del
sistema y en el Cuadro 2 Be presentan las diferendas porcentuales resultantes de comparar Is solucion
en frecuencis con Is obtenida por !os otr06 doll metod06.
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Figura 5 - Amortiguamiento de 108 mod06

AI observar 108 Cuadros 1 y 2 puede comprobarse que la solucion obtenida por medio del an8lisis en
frecuencias resulta muy buena. La diferencia porcentual del resultado obtenido difiere en menos del
1% con la solucion obtenida por an8lisis de autovalores, que impone matematicamente la condicion
de equilibrio critico en el sistema atraves de la b6squeda de una soluciOn no nula analizando si para
alguna velocidad e1determinante de 1amatriz de coeficientes [A'(w)] se vue1vemuo. AI comparar con
e1metodo de integracion numerica de !as ecuaciones en el tiempo 1a diferencia se amplia levemente
en la ve10cidad entia y permanece igual en la frecuencia critics.
Con respecto a !as figuras, puede verse como la soluci6n en frecuencias sigue un comportamiento
muy similar al de la solucion temporal para todo el rango de velocidades analizado, tanto para las
frecuencias fundamentales (Fig. 3), como para e1 amorliguamiento (Fig. 5).
La obtenci6n del amortiguamiento de 106modos en funcion de la ve10cidad no resulta necesana para
deteetar la existencia de flutter en el sistema, ya que el an8lisis de las amplitudes m8.ximas de 188
FT y las frecuencias correspondientes brindan informacion suficiente como para poder det.ectar la
condici6n critica. Sin embargo, las curvas g - v son tipicas de este tipo de problemas y pueden ser
obtenidas a partir de las FT.

E1 MRF puede ser empleado para analizar numericamente la estabilidad de sistemas lineales en
los que pueda ocurrir flutter. Su emp1eo resulta relativa.mente sencillo y no requiere de ninglin
tipo de iteraci6n de convergencia para lograr ajuste de frecueneias como debe realizarse al resolver
las ecuaciones diferenciales en el tiempo[4]. En los problemas en que este tipo de fen6meno esta
presente Bedeteetan la frecuencia (WF) Y1avelocidad (VF) de flutter observando el comportamiento
de 105 picos m&xi.mosde las FT y sus correspondientes frecuencias con el aumento de la velocidad
de la corriente, detectandose lacondici6n de inestabilidad cuando los m8.ximos de las FT presentan
un pieo coineidente en la veloeidad (VF) y !as frecuencias fundamentales resultan coincidentes (w F)'

El metudo descripto ha. sidQ tambien utilizado para resolver ejempl06 de iliiltemas con 3 CL (h, 0:, tJ)
Yestables, 108 que se describen en [7]. Para e1caso de sistemas est abIes la evoluci6n de las amplitudes
m8.:ximasde las IT con la velocidad no presentan un pico notable como Beaprecia en 1a Fig. 4, el



m8.ximo Beproduce en v = 0 y las eurvas resultan asint6ticas, es decir decrecen permanentemente
con el aumento de la wlocidad. Por su parte, las frecuencias fundamentales no resultan coincidentes
para ningUn valor de la velocidad como ocurre en loa sistemas inestables (Fig. 3).

Los autores desean expresar au agradecimiento a loa profesores Dr. lng. Joee P. Tamagno del
Departamento de Aeronautica y al lng . .Julio C. Massa del Departamento de Estructuras de la F.C.
E.F. y N. de la U.N.C. por SUB consejos y aportt",s para la realizaci6n de este trabajo. EI primer
autor desea agradecer muy especialmente al Departemento de Estructuras por el espacio fisico y el
apoyo econ6mico brindados.

[1] SACHS, P., Wind l'brce·.~in Engineering, Pergamon Press LTD, Oxford, (1972).

[2] SIMIU, E., Wind Efects on StructUre3. An Introduction to Wind Engineering, Wiley - Inter-
science, New York, (1978).

[3] SCANLAN, R. H. and ROSENBAUM R., An Introduction to the Study of Aircrnft Vibrntion
and Fltdter, Macmillan, London, (1951).

[4] BELL, A. J. and BROTTON, D. M., A Numerical Integmtion Method for the Determination of
Flutter Speeds, Int. J. Mech. Sci., Vol. 15, pp. 473 - 483, Pergamon Press, Great Britain, (1973).

[5] SMILG, B. and WASSERMAN, L. S., Application of Three-Dimensional Flutf-er Theory to
Aircraft Structure.~, AAF Tech. Rept. 4798, July (1942).

[6] THEODORSEN, T., Generol Theory of Aerodynamic Instability and the Mechanism of Flutter',
NACA Rept. 496, (1935).

[7] PIGLIACAMPO, L. J., Aplicaciones de la Tmnsformada de Fourier para la Obtenci6n de Ve-
locidades criticas en Problemas de Flutter, Tabajo Final de la carrera Ing. Mec. Aeronautica,
F.C.E.F. y Nat., U.N.C., (1995).

[8] PRATO, C., Aplicaciones del Metodo de Respuesta en Precuencia, F.C.E.F. y Nat. Universidad
Nacional de Cordoba, (1982).

[9] EDWINS, D. J., Modal Testing: Theory and Practice, Research Studies Press LTD, Letchworth,
Hertfurc!ll1lire, England, (1986).



maximo se produce en v = 0 y las Curv8S resultan asint6ticas, es decir decreeen permanentemente
con el aumento de la velocidad. Por eu parte, las frecuencias fundamentales no resultan coincidentes
para ningUn valor de la velocidad como ocurre en 106 sistemas inestables (Fig. 3).

Los autores desean expresar su agradecimiento a 108 profesores Dr. lng. Jose P. Tamagno del
Departamento de Aeronautica y al lng . .TulioC. Massa del Departamento de Estructuras de 18 F.C.
E.F. y N. de la U.N.C. por sus consejos y aportes para la realizaci6n de este trabsjo. El primer
autor desea agradecer muy especialmente al Departemento de Estructuras por el espacio ffsico y el
apoyo economico brindados.

[IJ SACHS, P., Wind l;'o1"ce.~in Engineering, Pergamon Press LTD, Oxford, (1972).

[2] SIMIU, E., Wind Efects on Structure!J. An Introduction to Wind Engineering, Wiley - Inter-
science, New Yock, (1978).

[3J SCANLAN, R. II. and ROSENBAUM R., An Introduction to the Study of Aircraft Vibration
and Flldter, Macmillan, London, (1951).

[4] BELL, A. J. and BROTTON, D. M., A Numerical Integmtion Method for the Detcrmiootion of
Flutter Speeds, Int. J. Mech. Sci., Vol. 15, pp. 473 - 483, Pergamon Press, Great Britain, (1973).

[5J SMILG, B. and WASSERMAN, L. S., Application of 1'hree-Dimensional Flutter Theory to
Aircraft Structure." AAF Tech. Rept. 4798, July (1942).

[6J THEODORSEN, T., General Theory of Aerodynamic Instability and the Mechanism of Flutter',
NACA Rept. 496, (1935).

[7J PIGLIACA.\1PO, L. .1., Aplicaciones de la Tmnsformada de Fourier para la ObtenciOn de Ve-
locidades criticas en Problemas de Flutter, Tabajo Final de la carrera lng. Mec. Aeronautica,
F.C.E.F. y Nat., V.N.C., (1995).

[8J PRATO, C., AplicacWtles del Metoik de Respuesta en fucuencia, F.C.E.F. y Nat. Universidad
Nacional de Cordoba, (1982).

[9J EDWINS, D. .1., Modal1'csting: Theory and Practice, Research Studies Press LTD, Letchworth,
Hertfurdllhire, England, (1986).


