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RESUMEN

En este trabajo se utiliza la transformada de Fourier para resolver problemas
de flutter. Su aplicacién se muestra en modelos bidimensionales obtenidos par
reduccién de sistemas reales. La condicién de inestabilidad puede ser detec-
tada mediante el analisis de las amplitudes, frecuencias y amortiguamientos
de la oscilacién en funcién de la velocidad de la corriente de aire. La solucién
obtenida utilizando la transformada se compara con las obtenidas por otros
métodos en la solucién de un ejemplo obtenido de la literatura.

ABSTRACT
The Fourier transform is employed in this work to solve flutter problems. Real
structural systems are reduced to two-dimensional problems to illustrate the
procedure. The instability condition can be identified by means of an analysis
of amplitudes, frequencies and damping of the vibration as a function of the
velocity of the air stream. Comparisons between the present solution and other
techniques in the literature are presented for one example.

Introduccién

Flutter es la oscilacién inestable de un cuerpo que se encuentra suspendido en una corriente de aire
causada por la interaccién de fuerzas aerodindmicas y estructurales que actuan sobre dicho cuerpo.
El movimiento vincula tanto oscilaciones flexionales como torsionales que se vuelven inestables
cusndo las fuerzas aerodindmicas (que dependen de la velocidad del aire y de la frecuencia de
oscilacién) producen una modificacién de las amplitudes de los desplazamientos y sus frecuencias
carcteristicas que llevan al sistema a absorber energia de la corriente fluida a la vez que todos los
grados de libertad oscilan con la misma frecuencia.

El planteo del problema presentan dos aspectos bésicos: uno mecdnico y otro aerodindmico. El
primero permite plantear las ecuaciones de equilibrio del sistema, en el cual las fuerzas aerodindmicas
son consideradas como fuerzas externas. El segundo determina estas fuerzas de acuerdo a algin
modelo y teoria determinados.

Este fenémeno se encuentra presente fundamentalmente en al campo de las estructuras aeronsuticas
y aeroespaciales. Pero a su vez, es también importante en otros campos del disefio estructural como
por ejemplo en ciertos tipos de estructuras civiles capaces de desarrollar fuerzas aerodindmicas;
puede mencionarse en este aspecto p.e. el caso de largos puentes colgantes [1, 2].

Los métodos de solucién que permiten determinar la condicién critice de inestabilidad, caracterizada
através de la velocidad critica de la corriente de aire Vi (velocidad de flutter) y la frecuencia de
oscilacién del sistema en dicha condicién wp (frecuencia de flutter), pueden agruparse, segin su
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modo de operacidn, en dos tipos: los que analizan los coeficientes de las ecuaciones de movimiento
¥ los que resuelven dichas ecuaciones. Los primeros [3] se basan en la biisqueda de una solucién
no nula del sistema que requiere que el deteminante de la matriz de coeficientes se anule, lo que
lleva & resolver un problema de autovalores clisico. Las segundos investigan la estabilidad de la
solucién en un rango de velocidades para poder determinar si en él existe o no inestabilidad en el
sisterna. A este grupo pertenecen los métodos que integran las ecuaciones en el tiempo {4] o los que,
como en este trabajo, trabajan en el dominio de la frecuencia: el procedimiento consiste en analizar
en la frecuencia la respuesta del sistema oscilando libremente luego de haber sido apartado de la
posicién de equilibrio. El anslisis se resliza para velocidades creciente de la corriente de aire. La
condicién de inestabilidad se detecta al analizar la evolucién de los picos méximos de las funciones
de transferencia (FT) de cada grado de libertad (GL) y las frecuencias correspondientes a dichos
picos con el incremento de la veloacidad.

Se presenta un ejemplo de aplicacién por medio del cual se valida la posibilidad de emplear el analisis
en frecuencia comparando el resultado obtenido con el que brinda la solucién de las ecuaciones en
el tiempo y el andlisis de autovalores.

Las fuerzas aerodindmicas utilizadas han sido obtenidas por Smilg y Wasserman [5] a partir de una
generalizacién de la Teoria de Placas de Theodorsen [6].

Analisis Tedrico

En la Fig. 1 se muestra el modelo utilizado. Las coordenadas que describen el movimiento del
sistems ogcilando en una corriente de aire de velocidad v son: el desplazamiento flexional del eje
elastico h{zx), el giro del elemento completo respecto del eje eldstico a(x) y el giro del alerdn respecto
del eje de charnela f(z).

Ecuaciones de Movimiento en el Dominio del Tiempo

Para obtener las ecuaciones de movimiento se emplean las ecuaciones de Lagrange en la forma
d (arT 8D 8U
et =@ 1
dt (aq,) 8¢, g Q @

N Plxi~4
?\*\/ z Iﬂx):F(x): Pix)=1
Kt

::fr

1

Eje eléstico

Figura 1 - Modelo empleado
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Energia Cinética

La energia cinética del sistema se expresa como

T = SM i 4300 6 4305 & +Sp hid 45 hit +Fap 68 )
donde
M = fym(z)[f(z)dz Sa = fo Salz) f(z)F (z)dz
I = Jo L(2)[F(z)*dz S5 = fi, Se(z) f(z)p(z)dx

Ip = [ Lo(@)lp(@)dz  Pap = f;, {Ss(2)le(2) — a(2)]b(z) + Is()} F(z)p(z)dz
Las expresiones anteriores pueden considerarse como los pardmetros efectivos mecanicos de masa que
representan al sistema tridimensional luego de haber utilizado los primeros modos de deformacién
como base para reducirlo [3].
Energia Potencial

La expresién de la energia potencial es

U—-1~Kh2+lKa2+lKﬂ2 (3

I R R R )
donde
2
Ko = 3 B1(@) {£/(2)]} do

Ko = [ [GT@ {ZF @)} do

Ko = I, 16I@)]p { @)} dz
Funcién de Disipacién
Se emplea la funcién de disipacién de Rayleigh

1 .2 1 . 1 -2
D=3Cuh +5Ca @’ +5G5 8 (4)

Fuerzas Aerodinamicas

Las fuerzas aerodinamicas asociadas a las coordenadas generalizadas del sistema ascilando alrededor
de la posicién de equilibrio en cada estacién = a lo largo de la semienvergadura (ver Fig. 1) son:

Qn Js (@) f (2)dz ) _
R =| Qo | = | EM (@) F(@)de | =~ {M &+ [Cla+ [Kla}, ®)
Qs i T (@)o(z)dz

donde qT(t) = [h(t) a(t) B(t)] es el vector de los desplazamientos. Como se observa, el vector de
fuerzas puede reescribirse utilizando tres submatrices [M]g, [Clg ¥ [K]qo que son funciones de la
velocidad v, la frecuencia w y la geometria del sistema, [7].
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Obtencién de las Ecuaciones de Movimiento

Si las expresiones (2), (3), (4) y (5) son llevadas a (1) se obtienen las siguientes ecuaciones de
movimiento del sistema en el dominio del tiempo:

{IM] + [Mlg} A+ {[C] + [Cle} a + {IK] + [Klo} =0 (6)
donde

M Sa Sp
[M] = { Sa Lo [(c—a)pSp+1g] |

Sa {(c - a)bSp + Ig| Ip

Gy 0 0 K, © 0

[C}=[0 Coa 0 y [K]=[0 K, 0]

0 0 G 0 0 K

son las matrices de masa , amortiguaminento y rigidez del sistema. Las matrices con subindice Q
provienen de las acciones aerodindmicas.

Aplicacién de la Transformada de Fourier para la Determinacién de
Velocidade Criticas

Sin entrar en detalles [7, 8] digamos que a la ec. (6) en el dominio del tiempo, le corresponde una
ecuacién en el dominio de la frecuencia que se escribe como

{~*{[M] + [Mlq} + w{[C] + [Clo} + {[K] + |Kle} } alw) = 0 (7)

en la que q(t) y q(w) estn vinculadas por la transformada de Fourier q(w) = [ q(t) " **dt. El
amortiguamiento lineal viscoso se reemplaza por el histerético o estructural en la ec. (7) haciendo la
sustitucién iw|C] — ig”[K] donde g7 = [gn g, 9] es el vector de los coeficientes de amortiguamiento
de cada GL, los cuales deben adoptarse en correspondencia a la modelizacién que se desee realizar.
De este modo, las fuerzas disipativas resultan proporcionales a las de restitucién eldstica y en fase
con la velocidad. El sistema de ecuaciones de movimiento en el dominio de la frecuencia adopta la
forma final

{~w™IM] + [Mlg} +i{wCle + & (K]} + {IK] + [Klo} }alw) = (A w)law) =0 (8)

De modo que puede obtenerse informacién del comportamiento osciletorio del sistema en la fre-
cuencia si se obtiene la matriz de transferencia [H(w)] resolviendo

A W){H W) = 1] ©

donde [I] es 1a matriz identidad. El elemento H;;(w) de la matriz de transferencia es la transformada
de la respuesta hy;(t) que se obtiene en el GL i cuando a la estructura se le aplica un impulso unitario
en el GL j. Es decir, se obtiene en la frecuencia el comportamiento del sistemna vibrando libremente
luego de que ha sido apartado de su condicién de equilibrio por medic de una condicién inicial de
desplazamiento nulo y velocidad distinta de cero.

Para poder analizar la estabilidad del sistema serd necesario analizar el comportamxento de las
FT de los distintos GL del sistema a medida que aumenta la velocidad de la corriente de aire.En
realidad, no resulta necesario obtener la matriz de transferencia completa, ya que analizando sélo
alguna de las FT currespundiente a algunu de lus GL que se excite suficientemente pusde obtenerse
la informacién necesaria para poder detectar si el sistema presenta inestabilidad para algin valor
de la velocidad v. En la préactica, al operar computacionalmente, la obtencién de la matriz de
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transferencia completa no represeﬁta un aumento significativo del tiempo de célculo y brinda mayor
seguridad en el control de la estabilidad del sistema. .
Para poder analizar numéricamente la estabilidad del sistema a partir de su respuesta en la fre-
cuencia se propone el siguiente:
Algoritmo de Calculo

& 1. Definir un intervalo de velocidades y determinar un Aw.

e 2. Adoptar un valor méximo de frecuencia y un Aw.

® 3. Para cada una de las velocidades definidas en 1. obtener la matriz de transferencia resolviendo

[AW)H ()] = 1]
para todos los valores de frecuencias adoptadas en 2.

e 4. Analizar el comportamiento de las FT de cada GL con el aumento de velocidad. Controlando
la evolucién de las amplitudes maximas de las FT y la frecuencia correspondiente a dicha
amplitud méaxima con la variacién de v.

® 5. Analizar el comportamiento de las amplitudes méximas de las FT y sus frecuencias con la
velocidad. Si las amplitudes méximas de cada FT presentan un pico para un valor determinado
de v y las frecuencias correspondientes a dichos valores méximos son coincidentes, el valor de
v es la velocidad de flutter Vi y la frecuencia es la frecuencia de flulter wp.

Ejemplo

Se presenta un ejemplo resuelto en el dominio del tiempo por Bell y Brotton [4] y inediante el
analisis de autovalores y se comparan los resultados con los abtenides por el MRF.

2
\ !
3 2.286m |
lz
m=0,7875 kg.
v ___E= 703070 kg/er.
0,3048 m G= 281228 kg/c.
7-1 1= 5,203 cif
= 1,177 o

Figura 2 - Placa plana en cantilever

Se analiza el comportamiento de una placa plana en cantilever (Fig. 2), la cual ha sido discretizada
segiin se indica en la Tabla 1. Los modos de vibrar y las frecuencias correspondientes se han obtenido
utilizando el método de Stodola .
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Elem. | Az(m) | Masa(kg) | L(kgm2) | f(z) | F(z)

0.1143 0.1181 0.000923 | 0.0000 | 0.0000
0.2286 | 0.2362 0.001846 | 0.0167 | 0.1564
0.2286 0.2362 0.001846 | 0.0637 | 0.3090
0.2236 0.2362 0.001846 | 0.1362 | 0.4540
0.2286 0.2362 0.001846 | 0.2294 | 0.5878
0.2286 0.2362 0.001846 | 0.3389 | 0.7071
0.2286 0.2362 0.001846 | 0.4605 | 0.8090
0.2286 0.2362 0.001846 | 0.5902 | 0.8910
0.2286 0.2362 0.001846 | 0.7249 | 0.9510
0.2286 0.2362 |-0.001846 | 0.8621 | 0.9877
0.1143 0.1181 0.000923 | 1.0000 | 1.0000

LB ©E-1®ots W

wy = 12.6 rad/seg ; w, = 43.58 rad/seg ; gn = go = 0.0
a=0.0 (ce); b=0.1524 m (cte.) ; Sa = 0.0 (cte.)

Tabla 1 - Discretizacién del sistema de la Fig. 2

"Todos los elementos de la discretizacién poseen dos GL (h, ), de modo que la obtencién de las
matrices de transferencia se reduce a resolver sistemas de 2 x 2 de la forma

{[ 11 A'n][Hu Hn]} z[l 0]_
An Ay Hy Hp ) 01

Biswy

con i=1,2..,m;j=01.,N~1

La evolucién de las amplitudes méaximas de las FT de cada GL y las frecuencias correspondientes
con la velocidad se han graficado en las Figs. 3 y 4 respectivamente. En la Fig. 3 se han graficado:
* |H11(w) | ntaz0, indicado como GL b, y
* |Haa(w)|pgey, indicado como GL alfa.
En la Fig. 4 se han graficado la evolucién de las frecuencias:
* Correspondiente a la posicion de IHII(‘”)I,’.&W, y
* Correspondiente a la posicién de IHn(w)|muwj.
Finalmente, en la Fig. 5 se ha graficado la evolucién del amortignamiento de los modos de flexién
(h) y torsioén (o) con la velocidad de la corriente obtenidos también a partir de las F'T y el diagrama
de Nyquist [9].

NMipodo de | [V ¢ (m/seg)] [wr (rad/seq)|

Integracién

Numéri 36.85 23.3
umérica

Andlisis de .

Autovalores 37.37 23.3
*xAndlisis en

F enci 37.39 23.25

Cuadro 1 - Condicién de flutter del sisterna

En el Cuadro 1 se han resumido los resultados obtenidos para la condicién critica de flutter del
sistema y en el Cuadro 2 se presentan las diferencias porcentuales resultantes de comparar la solucién
en frecuencia con la obtenida por los otros dos métodos.
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DIFERENCIAS Enla Enla
PORCENTUALES velocidad frecuencia
Integracién i
Numérica 14 02
Anidlisis de
Aut lores 0.05 0.2

Cuadro 2 - Comparacién de resultados

[walta sslucion temporaﬂ/x

Frecuencia [rad/seg]

ol |

~N
L~

Walfa solucion en freq

Wh solucidn en fr
L‘ﬁ—ﬂé/[ -3739rnlsegl

Fi::

0

Velocrdad lm/seg)

Figura 3 - Frecuencias de los picos méaximos de las FT

8000

60004

Amplitud

4,000

2000

GLD alfa

Vi-.37 39 m/seq.

b

30 35 40

Velocidad {m/seg.]

Figura 4 - Amplitudes de los picos maximos de las FT
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Figura 5 - Amortiguamiento de los modos

. Al observar los Cuadros 1 y 2 puede comprobarse que la solucién obtenida por medio del analisis en
frecuencias resulta muy buena. La diferencia porcentual del resultado obtenido difiere en menos del
1% con la solucién obtenida por anélisis de autovalores, que impone matematicamente la condicién
de equilibrio critico en el sistema através de la biisqueda de una solucién no nula analizando si para
alguna velocidad el déterminante de la matriz de coeficientes [A'{w)] se vuelve nulo. Al comparar con
el método de integracién mumérica de las ecuaciones en el tiempo la diferencia se amplia levemente
en la velocidad critica y permanece igual en la frecuencia critica.

Con respecto a las figuras, puede verse como la solucién en frecuencias sigue un comportamiento
muy similar al de la solucién temporal para todo el rango de velocidades analizado, tanto para las
frecuencias fundamentales (Fig. 3), como para el amortiguamiento (Fig. 5).

La obtencién del amortiguamiento de los modos en funcién de la velocidad no resulta necesaria para
detectar la existencia de flutter en el sistema, ya que el andlisis de las amplitudes méximas de las
FT y las frecuencias correspondientes brindan informacién suficiente como para poder detectar la
condicién critica. Sin embargo, las curvas g — v son tipicas de este tipo de problemas y pueden ser
obtenidas a partir de las FT.

Conclusiones

El MRF puede ser empleado para analizar numéricamente la estabilidad de sistemas lineales en
los que pueda ocurrir flutter. Su empleo resulta relativamente sencillo y no requiere de ningin
tipo de iteracién de convergencia para lograr ajuste de frecuencias como debe realizarse al resolver
las ecuaciones diferenciales en el tiempo[4]. En los problemas en que este tipo de fenémeno estd
presente se detectan la frecuencia (wr) y la velocidad (Vr) de flutter observando el compaortamiento
de los picos méximos de las FT y sus correspondientes frecuencias con el aumento de la velocidad
de la corriente, detectindose la condicién de inestabilidad cuando los mdximos de las FT presentan
un pico coincidente en la velocidad (Vi) y las frecuencias fundamentales resultan coincidentes (wr).
El método descripto ha sido también utilizado para resolver ejemplos de sistemas con 3 CL (h, o, 3)
¥y estables, los que se describen en {7]. Para el caso de sistemas estables la evalucién de las amplitudes
méximas de las FT con la velocidad no presentan un pico notable como se aprecia en la Fig. 4, el
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maximo se produce en v = 0 y las curvas resultan asintéticas, es decir decrecen permanentemente
con el aumento de la velocidad. Por su parte, las frecuencias fundamentales no resultan coincidentes
para ningin valor de la velocidad como ocurre en los sistemas inestables (Fig. 3).
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