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Resumen

Se presenta un Modelo Matemético 1D de estratificacién térmica con
difusion turbulenta variable, para simular el comportamiento de grandes
cuerpos de agua. La ecuacion de transmisién de calor en la vertical se
discretizd mediante un esquema numérico implicito, que considera la
variabilidad espacial de la difusividad, pardmetro principal del modelo. Se
simul6 la incidencia de un flujo advectivo con distinta temperatura a la del
cuerpo de agua. Se calcularon ciclos estacionales de distribucién de
temperatura, ocurrencia de termoclina, flujos de calor debido a emisi6n de
onda larga y corta y perfiles verticales de difusividad.

Abstract

A 1D Mathematical Model of Thermal Stratification with variable eddy
diffusivity to simulate the behaviour of great water bodies, is presented. The
vertical heat diffusion equation was solved by an implicit numerical scheme
that accounts for the spacial variability of the eddy diffusivity, the main
model parameter. The effect of an advetive inflow with a temperature
different than that of the water body, was simulated. The model allowed
to calculate seasonal cycles of temperature distribution, thermocline
generation, heat flows and vertical eddy diffusivity profiles.

INTRODUCCION

El conocimiento de los procesos fisicos, quimicos y bioldgicos en la direccion vertical es de vital
importancia en reservorios, ya sean naturales o artificiales. Uno de esos procesos es el de estratificacién
térmica, el cual determina la distribucién espacial de las variables de calidad de agua, como también su
distribucién temporal. El desarrollo informatico de las dltimas décadas, ha permitido resolver grandes
sistemas de ecuaciones y por lo tanto simular con modelos matemdticos procesos ambientales de distinta
complejidad. En este trabajo se presenta un Modelo Matemdtico Unidimensional de Difusividad de
Remolino, que permite calcular los perfiles verticales de temperatura del agua en lagos y embalses, a
través de la resolucion de la ecuacién de transmision de calor.
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La estratificacion térmica ocurre por el calentamiento diferencial del reservorio a lo largo de su
profundidad. En el mismo, la energia originada a partir de Ia radiacion solar incidente se almacena y
mezcla mediante la turbulencia. La capa donde tiene efecto la mezcla es el epilimnio, la del fondo es
el hipolimnio y la de transicién entre ambas es la llamada termoclina, [1]. El gradiente de temperatura
es pequefio en las primeras y grande en la regién de la termoclina. La termoclina puede ser de tipo
estacional, tipica de lagos de climas templados, y/o de tipo diaria, caracterfstica de lagos de regiones
tropicales. La estratificacién térmica es determinante de la distribucién vertical del oxigeno disuelto, la
DBO y de concentraciones de otras variables de calidad de agua.

En lagos y reservorios, una gran parte de la turbulencia proviene dc la interaccion entre el viento y el
agua. La turbulencia como vehiculo de energfa se propaga segin la resistencia que encuentra, medida
por ¢l trabajo que debe realizar para elevar dos capas de aguas de distinta densidad. La estratificacién,
la estabilidad y la viscosidad son quienes ofrecen resistencia a la turbulencia [2].

MODELO DE DIFUSION TURBULENTA

La ecuacién de transferencia vertical de calor se expresa:

ar ar _ @ ay L Az @, Q.
A(z) ‘a‘ +V E = —E(A(z) &l(zy'r)“a pcp "& A.A'l (T- n ®

En la que A(z) es el 4rea transversal a la profundidad z, T es la temperatura del agua variable en el
espacio y en ¢l tiempo, p la densidad del agua y ¢(z,t) un término de fuente de calor interno. C, es el
calor especifico a volumen constante de agua. Ky(z,T) es la difusividad de remolino para el transporte
vertical de calor, principal pardmetro del modelo, se considera variable a lo largo del tiempo y del
espacio. V es la velocidad media vertical. Q, , A,y T, corresponden al caudal, 4rea y temperatura de
un flujo ingresante al reservorio, respectivamente. Kg(z,T), se expresa de la siguiente forma, de acuerdo
a [3]:

- K
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Ky, es Ja difusividad de remolino en ausencia de estratificacién o valor neutral de la difusividad de
remolino, o es un parfmetro a ajustar. R, es el nimero adimensional de Richardson, que establece una
relacion entre la produccién de empuje y la produccién de turbulencia, segiin [4], y es considerado un
parimetro de estabilidad. En [3] se propone parametrizar R, y Ky, de Ia siguiente forma:
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donde o es el coeficiente volumétrico de expansion termal y w* es la velocidad de corte debida a la
tension gen_erada por el viento en la interfase aire agua. ¢ es una constante empirica, pardmetro del
modelo a ajustar.

La temperatura en la superficie de intercambio, involucra en su calculo los diferentes tipos de flujos de
calor [5], entrada de radiaci6n en onda corta incidente (¢,), entrada de radiacién en onda larga después
de la refleccion (¢,,), pérdidas de radiacion en onda larga (cuerpo negro) (¢,,), pérdidas por evaporacion
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(¢ y por calor sensible (¢.). La energia neta disponible, ¢N,' en el reservorio es:
¢N:'¢o+¢n_¢rl _¢c_¢c ®

Dichos flujos se determinaron en funcién de las siguientes variables meteorolégicas: temperatura del
aire, humedad relativa, heliofanfa, nubosidad, velocidad del viento y presién atmosférica .

ESQUEMA NUMERICO

El modelo resuelve la ecuacion (1) , mediante un esquema implicito segiin el Método de Diferencias
Finitas. Asf se genera un sistemna de ecuaciones lineales para las temperaturas del agua, que se resuelve
por un algoritmo de Doble Barrido, [6].

Se adopt6 un esquema implicito simple, con una seguridad de primer orden y con un error de
truncamiento de OfAt, A2%], de acuerdo a la propuesta original de Laasonen, [7]. Este esquema es
incondicionalmente estable.

De acuerdo a un andlisis dimensional es posible justificar la eliminacién del término correspondiente a
la adveccibn vertical, cuando no existen entradas y salidas significativas, ni gradientes batimétricos
considerables, [1].

La discretizacion espacial se realiz6 mediante la divisién de la profundidad del lago, en capas de espesor
Az. las variables calculadas, temperaturas y coeficientes de difusién, se asignaron al centro de cada
capa. El gradiente de temperatura de la ecuacién (3), se discretizé por medio de un esquema centrado
explicito.

Asi, la ecuaci6n (1) se discretiza de la siguiente forma:
n At n Al +1
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De tal modo, el sistema algebraico de ecuaciones se puede expresar:

ATY + BT +CTA =D )

Se aplico el método el Método de Doble Barrido, para resolver en cada intervalo de tiempo, el sisterna
de ccuaciones lincales, cuya matriz de cocficientes es tridiagonal,

El modelo permite adoptar como Condicién Inicial un.perfil de temperatura uniforme o no uniforme.
"T(j,0) =T, vV j=1,7 ®
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Se estableci6 como Condicién de Contorne en superficie:
ar

o
£ ),upﬂ 1 4

N + H+ )
sC (U BB

Se fijo un gradiente de temperatura nulo como Condicién de Contorno en el fondo:

o dF _
""Ta;), = 0 a0

ANALISIS DE ESTABILIDAD

Se aplico el método de von Neumann para realizar el anilsis de estabilidad, [7]. El método sc basa en
una expansion finita de la solucién de la ecuacién de calor, en una serie de Fourier. El decaimiento o
amplificacién de cada modo se considera separadamente para determinar ia estabilidad o inestabilidad.
A tal fin, la ecuacion del modelo se simplificé de la siguiente manera:

a _ g T 1 % m
W"K"az’ #C, & an

La solucién de la ecuacién, la temperatura del agua T, puede escribirse como la suma de dos
componentes, una debida a radiacién (¥,), y la otra al proceso de difusion, (Tap) :
T =T + Ty (12)

Entonces la ecuacién basica del modelo se puede expresar de la siguiente forma:

O (o) _ F(Ty +Taw) 1 a3
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El primer término de la derecha en la ecuacién (14) es nulo, pues T, no esti sometido a difusién. Como
la ecuacién (14) es lineal, se puede desdoblar en :
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La ecuacién (15) es la que resuelve ¢l Modelo de Balance Térmico, y no presenta problemas de
estabilidad pues establece un balance cerrado de energia a cada paso de tiempo. En cambio la ecuacion
(16) es la que puede llegar a presentar problemas de estabilidad, por la presencia de derivadas espaciales
de la temperatura en el segundo miembro. Como punto de partida del andlisis de estabilidad, si
consideramos una aproximacién explicita simple, se deduce que la restriccién numérica para la
determinaci6n del intervalo de tiempo, At, queda expresada de la siguiente forma, segin [6]:
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Az? k 1
At 1K, an

El esquema numérico adoptado es implicito, incondicionalmente estable, basado en el esquema de
Laasonen [6]. El analisis de estabilidad se formula entonces a pamr de la siguiente ecuacion:

Ted - TR (Kﬂ&) yT : (18)

V™ g5 la funcién amplitud en el intervalo temporal n de la componente pamcula: cuyo mimero de onda
es k,, I=(-1)%. @ es el 4ngulo de fase § = k, Az, entonces:

T - V» el(izt)e 19

en forma similar :

TPl = Vet el2)0 ' 0

reemplazando en la ecuacién (18), obtenemos :

et ooyn o, yed (——KZ‘A: )(e”’ + el - 2) @2n

luego:
1

1.z R @)
Az (1 - cos 0)

donde G es el factor de amplificacién del error y se expresa como V**!/V"- Dado que (1 - cos §) =0
para todo @, el valor absoluto del factor de amplificacion es < 1 para todo coeficiente de difusion,
intervalo de tiempo o intervalo espacial.

En sintesis, el esquema numérico adoptado es incondicionaimente estable, con un error de truncamiento
de OfAt,(Az)].

APLICACION DEL MODELO

Se represent6 el proceso de estratificacién térmica en el Lago Ohrid. Los datos necesarios para la
aplicacion del modelo, se tomaron de las mediciones realizadas por Outcalt y Allen [1]. Para el cdiculo
de los flujos de calor, se expresé el comportamiento medio de las variables meteorolégicas: radiacion
global, temperatura, humedad relativa y nubosidad, segiin una relacién periédica del tipo:

var, = a, + b, seno (x t/per - x/2)

donde "per” es el perfodo de tiempo considerado (un afio), & y b; son constantes propias de cada
variable meteoroldgica i. Se verificd que el ajuste logrado fuera compatible con la informacién
disponible. Por no disponer de informacion referida a la presién atmosférica, se adopté ¢l valor normal
de presion; la velocidad del viento se consideré constante, en 3 m/s.
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Se establecieron las condiciones iniciales de acuerdo a la informacién medida. La fase inicial se establecié
en 290 dfas. Por debajo de los 39 metros se fij6 una temperatura constante de 7 °C. El modelo se aplic
con un intervalo Az = 1 metro y un intervalo temporal At = 12 horas y se consider6 nulo el caudal de
ingreso al reservorio (Q, =0).

Las temperaturas del agua medidas a lo largo de 5 afios, se muestran en la Figara 1, [1]; donde el
intervalo entre las isotermas es de 1 ®°C y la mis profunda corresponde a 7 °C. En la Figura 2, se
observan los resultados de la simulacion realizada con el modelo de difusividad variable.

Otra aplicacién del modelo fue simular las modificaciones generadas en el proceso de estratificacion
debido a un caudal de ingreso (Q,). Se contemplaron, entre otras, dos variantes: la primera corresponde
a Q, ingresante en la primer capa solamente y en la segunda se lo considera en las dos primeras capas.
Se simularon distintas relaciones Q, / A,con diferentes temperaturas.

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Se analizaron los perfiles verticales de temperatura en dos situaciones tipicas del lago, una isotermal y
otra con presencia de termoclina, con Q, =0. La Figura 3 muestra los perfiles medidos y calculados.
Los resultados del ajuste, respecto de los principales parimetros del modelo son: coeficiente de
absorcion (z,) = 0,40; coeficiente de extincion (z,) = 0,19 1/m; el pardmetro ¢ = 0,15 y el pardmetro
¢ = 0,028.

Se concluye que el proceso de estratificacién y los perfiles de temperatura son bien representados por
el modelo de difusividad variable. La profundidad del epilimnio y las caracterfsticas de la termoclina se
ajustan satisfactoriamente a los valores observados. En Ia Figura 4, se graficaron los perfiles de difusidad
calculados para ambas situaciones simuladas, los cuales son cualitativamente comparables a los
obtenidos por [8], para condiciones isotermales y con presencia de estratificacién.

Los resultados obtenidos al simular el caudal €, ingresante en la primer capa y en las dos primeras
capas, se muestran en las Figuras 5 y 6 respectivamente. Fn las mismas se observan los ciclos anuales
de temperatura obtenidos para la relacién Q, / A, = 0.1 m/s y temperatura 9 °C.
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Figura 1: Isolineas de temperatura medidas (Henderson-Sellers, 1984)
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Figura 2: Isolineas de temperatura calculadas
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Figura 3: Perfiles verticales para estratificacién y recirculacion
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Figura 4: Perfiles verticales de difusividad calculadas
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Figura 5: Isolineas de temperatura calculadas. Simulacién de un caudal
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Figura 6: Isolineas de temperatura calculadas. Simulacién de un caudal
entrante a 9°C en las dos primeras capa.







