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Baoumen -

Se analiza la flexi®n termoelistica de placas rectangulares
delgadas, de espesor ligeramente variable con dos bordes
opuestos elisticamente empotrados, asumiendo 1la hipdtesis
de pequefios desplazamientos.

Kl problema se resuelve aproximando la solucién mediante una -
samatoria de funcibnes coordenadas polinSmicas, gue satiafacen
idénticamente las condiciones de borde, y que &s determinada -
mediante la utilizacidn del método de Ritxz.

Este enfogue se origin® en el hecho de gue el problema del
estado plano termoelistico de una placa rectangular con bordes
libres, -que guarda similitud msatesitica con la flexion
termoelastica de placas rectangulares., de espesor constante
con bordes empotrados -ha sido satisfactoriamente resuslto a
travs de aproximaciones polindmicas.

Abntract..

The present paper deals with the solution of thersoelastic
bending of thin rectangular plates, of slightly varying
thickness with edges elastically restrained against rotation
in two opposite edges when small-deflection theory is wused,
and stress resultants in the middle plane are neglected.

The problem is attacked using polynomial coordinate functions
which identically satiafy the governing boundary conditions
and the Ritz technigue to determine the plate response.

This approach was motivated by the mathesatical analogy
between the tharmoelastic transverse behavior of a rectangular
clamped plate of uniform thickness and the thermnelastic plane
stress situation in a rectangular plate with stress-free edges
which has been solved in a straightforward fashion using
polynomial approximations.

Intxroduccién.

Kl interss en el campo de la termoelasticidad tiene su origen en 1837,
cuando Duhamel publicara su famosa Memoire sur les Phanomenes
Thermomucanicuasn. No obstante ello, como bien lo estableciera Parkus
{1] en 1964 es recién a partir de 1940, aproximadamente, que ae. ha
desarrollado un eafuerzo investigativo sumamente activo y sistesitico.

Bu efocto, el estudio de medios deformables sometidos a solicitaciones
ttymicas ha sido fuertemsnte requerido por el desarrollo tecnolégico
de las industrias asercespacial, nuclear, oceidnica, etc.. Inclusive ha
dado origen a nusvas disciplinas: termoplasticidad,
termoviscoslasticidad, stc.. :
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En problemas de este tipo., asi como de cualquier otra 4rea de 1la
mecinica aplicada, el mftodo de elementos finitos constituye 1a
técnica de resolucidn mis di fundida. De cualquisr manera, siempre
resulta conveniente aplicar, cuando o posible, los métodos
aproximados clisicos ya gque brindan al analista una visi¢n global del
problema en consideracién, que no slempre se obtiene con técnicas
enteramente maméricas.

Consideremos el problema plano termoalistico en placas rectangulares
de espesor uniforme con bordes libres sometido a una variacion térmica
de distribucién bidimsnsional.
La scuacién gobernante seré:

v F(x,y) = - a BV T(x,y) 1
con F: Funcién de tensiones de Airy.
Dado que cada funcidn coordenada debe satiasfacer las condiciones de
borde libre en ol contornc de 1a prlaca, para el caso de gseometria
rectangular de lados: 2a, 2b, ai ubicamos el origen de coordenadas en
el contro de la miama me debe cumplir:

F(E a,y) =Fx.tb) = 0
(2)

2 F .+ . O F + -
ﬁ—(—a.v)—Ty—(X- b) =0

Dichas condiciones son las mismas que deben cumplir los corrimientos
transversales W(x.y), en el problema de flexién de wuna placa
rectangular empotrada. ’

El problema fue resuslto por Przemieniecki 21, utilizando
aproximaciones del tipo.

FxF(xy) =) YA, X(x)Y(y)

tomando .p_nrn X(x) y Y (y) “funcionmes wviga" provenientes de la
solucidn clisica de vibraciones transversales de barras.

Posteriormente, Laura y otros [3)] adoptaron funciones coordenadas
prolinSmicas. )

En base a ello, en el presente trabajo se propone extender 1la
aproximacién de la moluci®n mediante la utilizacién de funciones
polinSmicas coordenadas al caso de flexisn termoelastica de placas
rectangulares de espasor variable con bordes elssticamente empotrados.

Consideremos el esquema estructural indicado en 1la Fig. 1,  de una
placa cuyo espesor varia ligera y monotonicamente en una direccién.

Los bordes ttansvebulea a la direccién de eospesor variable se

ancuentran alisticamente restringidos contra rotaci®n,loms otros dos
estin empotrados. .

La placa se encuentra sometida a una variacion térmica espacial
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estacionaria tal que adquiere valores constantes T' 4 Tt en las
superficies superior e inferior respectivamente, variando linealmente

en el espesor.

Para generalizar la solucidn del problems se tomaran variables

adimensionales:

M
"
ol
v
1]
»

yaedefinixﬁk:%
Entonces se tendré:

R(x) =h_ (14mx) ; m = (h,~h )/h_ , con h = h(O)

¥, T(x,7,8) = (T, +T,)/2 +[(T - T, )/(1+ =x)] z/h,

Dada la simetria existente con respecto al eje X, me propone
siguiente soluci®n aproximada.

t

2 j
P Yo

< 3 2 4 2
WaW = Z jzA‘l‘aﬂx X o, x da  xH)(B, Y 4, ¥ +1)

Las constantes a y/3 se determinan sustituyendo (3) en las siguientes
condiciones de borde:

W(-1,y) = W(1,y) = W(x,~1) = W(x,1) = 0
W oW

3y |v=-1 = By =0

y=1

1 oW - D (o'W .2 2wy %
a ox x=-1 =9, 2 [ 2 v 2 JV T Ju=-a
a ox oy (4)
1 oW P (W, 2 o'w M,
& Px |x=1 = " %2 : PV z]+ T |x=1
a ax x
donde la rigidez a flexidn de la placa por unidad de longitud es:
t:
D(x) = ER(x)
12(1-")

Y M , representa la sigulente expresisn

ho2 I
= o T.z dz
H' I—-h/:

la

Las Gltimas dos condiciones de borde expresan las relaciones
constitutivas gque definen los coeficientes de flexibilidad e‘y az,

oonetantas an aada barde

(En el caso de un borde empotrado: 9 —> 0O; mientras que para un

bords simplemente apoyado: & —> o),
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8i llamamos:
rn: (1-m)° o
D, z.P(x=1) =+ 1

2 12(1—7)

Eh (14m)

~
t

D(x=1) = r
12(1-v" )

M (x=-1) = §F (T,-T,) B’ (1-m)°

M.,
M, =M (x1) = --‘;% (T,-T,) h. (1+m)

se obtendré : N
% T B
i = -D_t_
(5)
%3 T T %
A = Tl
donde: - ‘
2 D 2 D - -] H’_ a
_ Pt i-4 22 2 a2 _
N = [0 ('t o] [4 22 azeen -5
2 D oD %] HT a
22 4 1 i-g 4 4
[—2— . (1o+41)] [—4+ L (-1 (az2e81 ) +—(ﬁ)—]
oD L-9 o D
- 17 (-1) o__2%2 2 -
D, = [z— - (1o+4n][ 2-—% (6+41)]
2D i-a 2D
[-2- i D gy )] {»z—-—-i-;*— (10444 )]

2. D o D i o u' a
- 2 2 - 11, g4l 1T _
Hi = [—-2— a (84-41)]{ 4+ rY (~-1) {(12+81) +.T.)_]
e D . o D o, a
11 i-4 2 2 2 2
e e

Kl objetivo de encontrar una solucidn aproximada para el problema en
estudio, se logra minimizando la siguiente funcional.

’ h P 2. .2
I} ——— [—-—"’!’ RNES :'] -
4(14v)a -y -4 P oy
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o’w Fw (o*wy 20t
2(1-vn* - dxdy + a(T. -T )= W dxdy
(= [Ox‘ oy [Oxa ] e f'lj-l
(8)
a(T +T ) I3
+ gy [(1-&‘)_]' —3; dy-(1-m)f _%;W_ dy]
-4
=g x=—-1

respacto a los coeficientes Ai i
W) . o : 1,5 = 0,1..N

i
gensra entonces un sistema de (2N+2) ecuaciones linealas en los
coeficientes Au" obtenidos los cuales se dispone de una expresion

aproximada del corrimiento transversal de la placa que permite a su
vez obtener los esfuerzos:

M=_ D [W 2w H,
x aZ ax® oy 1w
H———E kao'w_*uo‘w _H-r N
v az 072 2 1
2
M o= - (1) 2 Z¥
|4 a oxdy

A los efectos de verificar la precisién del procedimiento consideremos
el caso de umna placa empotrada en sus cuatro bordes (0‘ =Dz = 0), de

espesor constante h (m=0), sometida a la siguiente variacién térmica:
=

T=T, [xa +’z]'5'

La ecuaci¢n diferencial gobernante en el problema de flaxién térmica
de placas de espesor constante (Boley and Weiner, {4]), es

DV W= -5 n (8)
Para el canso propuesto serd:
' DV W=k T, (9)
Obviamente, el problema es matemiticamente equivalente al caso de wuna

placa rectangular empotrada, somstida a una carga uniformemente
distribuida (p = k ',l' ) para el cual se dispone de resultados en 1la

literatura [4].
En la Tabla 1 se comparan valores de deflexiones ‘datexninn&oa

utilizando cuatro expresiones trigonomttricas y los obtenidos en el
presente trabsjo haciendo R=2 en (3).
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Aproximacién
a/b | Deflexién exacta trigonomttrica Presente
(4 términos) enfoque
0.5 | 0.0277 [k T, a*/E ¥} 0.0304 0.0273
1 0.0138 0.014 0.0138

Tabla 1 - Comparacicn de deflexiones en el coi:tro de una placa
rectangular espotrada (¥ = 0.3) sometida a una “carga” k To.

Se ocbserva que la aproximacidn polinSmica brinda resultados des mayor
precisién.

Esta situacién se agudiza atn wis al determinar los esfuerzos, cuando
dobe trabajarse con las derivadas de la expresicn yroxinuh.

En el caso de una piaca cuadrada el valor exacto fdol mayor momento
flector M , que be produce en X=a, ¥=0 es (-0.0513 k T _ a¥),
mientras la expresion trigonomftrica arroja (-0.0338 k '.l'oaz) [4].

Utilizando la presente aproximacion polindmica, se obtiene
(~0.05118 k 'l.'oax). de excelente concordsncia con el valor exacto'.

En las Tablas 2, 3 y 4 me indican coeficientes de deflexiones,
momontos flectores y momentos torsores, para distintas relaciones » =
a/b y valor del parimetro de pendiente m = 1/3, cuando los
coeficlentes de flexibilidad tosan los valores (B‘ =0 = 0

correspondientes al caso empotrado (obviamente: en este caso los
cuatro hordas estin empotrados). Los miximos valores absolutos_de los
momentos flectores tisnen lugar en el borde de mayor espesor (x/a = 1).

Concluajonas.

En la Ref. [3) se muestra que doa problemas termoelisticos distintos
(problema plano de tensiones de una pPlaca en bordes libres de
tensionen y flexién transversal de una placa empotrada) pueden ser
tratados bajo un enfoque unificado utilizando aproximaciones
polindSmicas.

En el premsente trabajo, se extiende esta metodologia. al caso de
flexién transversal de una placa rectangular, de espesor linealmente:
— variable, con bordes elisticamente restringidos a rotacion,
obteniéndoss resultados nuwéricos para el caso en gue la placa ests
empotrada en smus cuatro bordes.

ge pone énfasis en seXalar el hocho de gque el #roblenn ha sido
resuelto como un caso isotérmico de carga p= rro. De conmiderarse e}

efecto tfrmico a los esfusrzos obtenidos deberd adicionarse:
[—H,/( 1-)].
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Se observa ques la utilizacién de aproximaciones polinémicas brinda un
camino sencillo y de excelente aproximacién (atn com un ndGmero
reducido de términos) para resolver umna variada gama de problemas
termoelisticos.

Ks importante puntualizar que el presentse enfoque es también
utilizable en la resolucidn de 1la flexién termoelistica de placas
circulares de espesor ligeramente variable. Por otra parte ha aido
empleado en la solucién de numerosos problemas dinimicos de ele m entos
estructurales (ver, por ejemplo: [5-9]).
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FIGURA 1 - Pilaca o Losa de Espesor No Uniforme
Considerada en este Estudio ’
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Tabla 2 ~ Deflexiones, momentos flectores y momentos torsores.

0.3; 8,=9.=0).

=0.5; w/ 1/3; v

Wwh 10°

(A=

10°

10*

10*

Xy
Es b

d)

x c) Y
B h°(

)

b

B b

3 -

(T.-T)

<

Ti ._'r‘ }

4
s *

)

T-T

(T -T,)

]
2
L - )

a)




" LAURA, Patricio A. A.; ROSSIT, Carlos A.

346

gn78 /8878|8888 | 8R88 1 8bz8|8R38|8888 8878|8498

% 1°85°| %85° 45| °85°| °85° | °§4° | °85° | °dg° | °sige

e |8%92|TG38 /9985 938 | N33 |9ATE | 9985 7238|5893

¢ |°98°|9g=c oggs |dduc | dgec |Sgsc |ogge |sgas [Sgus
[ ] [ | bt 11t [ ] i [ [ $ 1

g [8832| 3959 (5939 [R985 | 1548 | 5ERE 4239|2879 |5838

© |ogyde (og8o nggc NEEo | NBES NEgEo | HEwo [088S | sdure
i1 t i [ | [ R 1 LI St (I} 11

§ [289% (928 (2588|758 |N4Re 9358 9582|2888 5848

© |cdms |nme N¥YO |¥¥vo [¥¥wo | We¥o | nN¥¥c |mnno |onno
(I | [ | [ | P (B} 11 [ 1t (]

s | 8578 BaEE (€588 hevy Naes Gety E58|§5RE §8As

S [9HHe|~Hrc | Pggs | ddNe | dddd | bdys | dydo | rndd |Sdde
[ ] | [ | vt 11 i [ LI | (]

§ (2838 [958Y[T9=9|5N95 5843|5894 [E558 9885 (9833

4. 09.%0 1.0..90 3mm0 Smmo Bmmo 5m_m0 310.._m0 1%90 o0
O | Fr [ (] b i t [ ]

8 (8228 [NRE | RNE | ShRT | 9RNE |5KE | CANE | ShNE | 3948

$ [SFFC|~PFS |FG0 | egS | ¥64S | mdds | diges | 557 |Sge

BRI HERIE S IBE RIS RIERE

? |Sf$0 5990 |99 | ~¢¢c | “dgS | -d¢s | ¢55 | Sg9¢ |cges

g |8RRE BINS 8488 )89R8 | BBNZ 8983|8948 |8INE |8RAS

.m o....ma_wo OMBO 06O | CVBS | oo |o 00 |cwEc 066S | 6w

" | 928%|980T | 955 | 4507|9500 | 9000 | 6000 | 9500 |d50%
8 4 8 . 8 2 g 8
~ - o o ° ° ° % ¢ .m

Tabla 3 ~ Deflexiones, momentos flectores y momentos torsores.

(A=a/b=1.0 ; »=1/3 ; v
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1.00
0.00
0.00
0.00
0.00

0.
0.
0.
.0.
b)|-5.26| -6.68] -8.29! -10.05{-11.96| ~14.01{ -16.20} -18.568| -21.12

0.75
0.01
0.04
0.04
0.07

0.
0.

0.50
0.00
0.05
0.17

0.27

0.

0.26

0.00

0.00

0.12

0.34
.28{-10.03|-11.683|-13.98{-16.19{-18_57| -21.14
-28{-10.03|-11.94| ~-14.00{-16.21]-18.59{~-21.15

0.

0.00
0.00
0.16
0.

0.74

-94|-11.82|-13.90{-16.16{-18.58|-21.18
-791-11.84{-13.73|-16.05]|-18.55|~21.186

.00

0.

0.01]- 0.02{- 0.05{- 0.07|~ 0.04
0.01|- 0.01| - 0.03|{- 0.04{- 0.03

0.01}- 0.02{- 0.05|- 0.06

0.17
-~ 9.99|-11.88]-13.95|-16.18{ -18_58| -21.15

- 9.84{-11.82|-13.89} ~16.15| -18.58| -21.16

0.77

0.

~-0.25

.37

Y]
-8
.03

-8
]

-1.00{-0.75|-0.50
0.00| 0.22| 0.57
0.00| 0.01| ©0.02

c)|-5.28/-6.70{-8.31|-10.08{-12.01{-14.06| -16.25| -18.680} -21.15

a)
d)

Tabla 4 - Deflexiones, momentos flectores y momentos torsores.
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