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RESUMEN. En esIe trabIIjo lie preaada IJDll extalsilm de Ia teoria de VIasov JlBl1l e1l111litiBisdiIIlimico de vips
de lIllClli6DabierIa dD pmd deJpda CllIIlIidcnndo Ia flnibiIidId dD cu1e , Ills iJIm:Us dD rol8cicln y aIlIbeo y Ia
ClIistaleia de \IDa disIribuci60 adIitJlIria de tI:IIsioocs iDiciaIes. La formuIll:i6D lie besa en e1 piumpjo de Ra-
y pennite oblenI:r en forma UDifil:Ida Ills ClCUlICionesde movimiado asi eomo Ills n:lIl:iooes coostilulivas
adecuadas.

ABSTRACT. This paper dea1swith an extaJsion of the VJasoy's theory for the dyuamic auaIysis oflhin walled
open beams 1aIdDg iDto 8CCOUIIt __ tkxibility, IOIIdOry and warpiDg iDenias $Dll the exislaIcc of an arbilrlay
s1lIte of initial stress. The prelICIlI foI:muIation which is t-l on Reissocr princ:.ipIe allows the uoified
deteoniIIIItion of the molion equaIioos and the coostitulive relations.

1.-INTRODUCCION
EI comportamiento estatico y din8mieo de vigas de secciOn abieJ:1ade pared deJgada (VAPD) es de gran
inteRs debido a que tales miembros son usados &ecuentemente en Ia construcci6n melliIica por
requerimientos de ahorro de peso.
Estos elementos estlin sujetos a ~derables teosiones longitudina1es poducidas par aIabeo torsional no
unifonne. Este hecho fue sefta1adoprimeramente por Timoshenko [l} para Ia eStatic:ade vigas I.
Varios desarrollos posteriores [2,3] CODV«gen en Ia teoria de VIasov [4] que modela el comportamiento
est8tico y dinamico de VAPD con secciones I:t'8nsvmIales de forma arbifraria.
Este modelo ba sido utilizado en diversos problemas dinamicos como asi tambien de inestabilidad eIastica
[5-9].
La teoria de VIasov no coosidera Ia f1exibitidad de corte de Ia vip. Este efecto ~ Con la
inercia par aJabeo torsional y Ia inercia rotatoria debe set' considerado en vips cortas 0 cuando es
necesario detmniDar fiecuencias asociadas con IJlOCb'Isuperion:s.
En el caso de vigas pbmas es bien conocida Ia teoria de TJIIlOSbenkoIa cual considera los efectos de corte
e mercia rotatoria [9].
Los trabajos teoiendo en cuenta los mencioDados cfectos para Ia dinamica de VAPD son mas bien
escasos. Bishop y 8US colaboradores [10-11] desarrolJaron un modelo que tiene en cueota los cfectos de
corte e inercia rotatoria asociados conlos desplazamientos lateraJes de acuerdo a Ia teoria de Timoshenko
para vigas planas. Este modelo foe posteriormeote implementado en una fonnuJaci6n de elemeuros fiDitos
[12-13]. Un.interesante enfuque fue desarro1Iado n:eientemente por Ambrosini .Riera y Danesi [14] el
cual considera Ia inercia de aJabeo ademas de 108 efectos de corte e inercia rotatoria asociacIos con el
movimiento lateral.
No obstante estos modelos no consideran Ia flexibilidad de corte debida at aIabeo torsiooal .Este efecto
fue tenido en cueota primeramente en el anaJisjs dinamico de vigas I,U Y V[ 15-17]. Para el caso de
SC()CiOllC5 arbitrarias existen , segUn el WIl(X;imieoto de los autores , solamente tIes trabajos que 10 tienen
en cuenta [18-20].
Recientemente [21] se ba desarrollado un modelo que considera la flexibilidad de corte asociada con los
movimientos lataal y torsional , los efcctos de inercia rotatoria y de aIabco y adem8s Ia influencia de
tensiones normales iniciales. Este modelo ba sido impI.eJnentado computacionabnente mediante el metodo



metodo de elementos finitos. Una simplificaci6n implfcita en esta teorfa consiste en la hip6tesis
aproximada de Ia ooincidencia entre los ejes principales de flexion y de corte.
En este trabajo se desarrolla una fonnulacion generalizada que evita aquella hipOtesis , y que por otra
parte tiene en cuenta la influencia de una distribuci6n arbitraria de tensiones iniciales.
El presente modelo q~ est! basado en el principio de Reissner produce en fonna unificada las
ecuaciones dinamicas de VAPD como asi tambien la expresion de !as ecuaciones constitutivas para las
resultantes de tension.

2.-FORMULACION
Se considera la vip de secci6n abierta de pared delgada mostrada en la Figura I. Se efectUan las
siguientes suposiciones : a)el material es perfectamente elastico y homol¢neo ; b) la seccion transversal
es infinitamente rfgida en su plano; c) !as tensiones y defonnaciones en la vip son detenninadas
mediante la superposicion de un estado membranal ( unifonne a traves del espesor ) y el estado de torsion
pura de Saint Venant [1].
A los efectos de fonnular la presente teorfa se usa un sistema de referencia global (x,y,z) con origen en el
centro de corte donde y y z son paralelos a los ejes principaJes centroidaIes de Ia seccion. Tambien se
utiliza un sistema auxiliar (x,s,n) como se observa en Ia Figura 1.
Para el elemento estruetural analizado el funcional de Reissner [22] puede ser escrito en la fonna

JR = flw(e;J)+ U(u,)+ V(u,)] dV - IO'IJ [e;J -t(u,J + UjJ)] dV
v v

- 11; lit dA - IO';J YJ(u,-~ dA
. 86 8.

donde W(e;,;) energia de defonnaci6n elastica, (Jij : tensor de tensiones membranaIes , e;,; : tensor de
defonnaciones (pequenis) membranaIes , U: energla de defonnaci6n torsional de Saint Venant , V:
energfa potencial de !as cargas externas , incluyendo a !as fuerzas inerciales , 11; : vector de
desplaziuniento , Tj : vector de tensi6n extemo en la superlicie externa S. ' iI; : vector de conimientos
impuestos sobre la superficie externa s.. , Vi: versor direccional de Ia superficie s.. . Ha sido empleada la
convencion de Einstein.
Debe observarse que el funcional (1) ha sido expresado en la fonna de Reissner para las tensiones y
defonnaciones membranaIes , mientras que la energia de defonnaci6n debida a torsi6n pula (acci6n
como placa ) ha sido escrita separadamente. Esto no llew a ninguna contradiccion puesto que , como es
sabido , !as tensiones de corte de Saint Venant se distribuyen linealmente a traves del espesor con valor
nulo en Ia superficie media , mientras que las tensiones membranaIes se consideran constantes a traves
del espesor , luego Ia correspondiente energia de defonnacion reciproca debe ser nula.
La dinli.mica de let estructura puede ser fonnulada de acuerdo con el principio de Reissner mediante

8 JR [~J ,U; ,O';,}] = 0 (2)

donde e;,; , IJj Y(JiJ varian independientemente. Operando segUn (2) se llega a

fO',,} 8~J dV + 8U(u,)+ 8V(u,)- f(e;J - ~ 8O';,jdV - f 1; &, dA (3)

v v 86

el•J = t(U;J + un)
La expresion (3) est! sujeta a !as restricciones

iW
0' .. = -- u, = U;

I,) 8 e;,j



La expresion (Sa) se verificaya que en el presente tIabajo se consideran materiales Hookeanos, mientras
que la expresi6n (5b) exige que se verifiquen las condiciooes de cootomo geomCtricas.
Considerando que O'i,j Y Ui varian indepeodienteme pueden escribirse a partir de (3) las ecuaciODes
variacionales

JUiJ o~J dV +6U(v,)+M' - JT, lit, dA = 0 (6a)

y Su

J(eIJ - eiJ) &:r'J dV = 0 (6b)
y

2.L-BipOtesis CiaeJnitica
Siguiendo la referencia [21] se suponen las siguientes expresiones para 108 desplazamientos de la
superficie media

y = y- Yo z = z-zo (Sa,b)
donde TJ Y ~ son !os desplazamientos 1r8Dsversales del centro de corte , • cs el 8Dgulo de torsiOn, 9v
y 9z dmotan rotaciones aln:dedor de !os ejes principales cen1roidales Y y i respectivameotI , m denota
la coordenada sectorial de acuerdo con Vlasov, 9 es una func::i6nque descn"be la variaci6il de alabeo a
10 largo de la vip , s es la coorde:oada curvilinea mostIBda en la Figura 1, l;, es el desplazamiento axial
del eemroide, Yoy ~ oorresponden a las coordenad8s del ceotroide mcdidas desde el sisama con origen
en el centro de corte.
Los desplazamientos ttansversales dados por (1b) y(7 c) COJTeSPOUdena la hi:p6tesis de indeformabilidad
de la secci6n tranversal en so plano. EI desplazamiento loogitudinal dado por (7a) es mas general que su
correspondiente segUn la teoria cl8s.ica de Vlasov y coincide con este si se imponen Ias res1ricciones

o 11 o~· 0~8z=- ;8y=-; 8=-ox ox ox
(9a,b,c)
De todas maneras en este trabajo las condiciones (9) ao S08 IIdIiudas .
Es convenienre determinar el corrimieDto taDgencialvs de un ponto de la linea media con coon1eDada s.
Como puede observarse en la Figura 1, este puede obteneJ:se mediante

2.2.- DefonnllCioaes "Geoaaetrieu"
A partir de las expresiones (7) Y (10) puede ~ eI tensor de deformaciones membranales
"geometricas" definido mediante (4). Sus componentes no nulas vienen dadas por

;; = iJ u" '; _O}l) y_Oy(l) z +g.l)OJ+';'l) (12)
0%

donde O(D} = dD(.)J dx" (n=I,2,3 ....) (de &qUi en mas sera empleada esta notacilin) ; Y



e»; = i(~';+~)=M(,P) -oZ)cor(a)+(~I) -ey)sen<a)+(,el) -0)r] (13)

donde se ban utilizado 105 resultados [1]

Debe notarse que la component!: de defonnaciOn geometrica (13) ha sido definida de acuerdo con el
sistema auxiliar (x.s,n).

2.3 .- Trabajo Virtual bateno e. Fuci6D de loBEsfuerzos
Elnbajo virtual intemo dado por el primer termino de (6a) es un invariante , luego puede ser escrito
como

J(uxx 6;;; +2 00»; 6e..lS)dA dx (15)

v
Considerando (12) y (13) esta Ultima expresiOn puede escribirse en la forma

if - Mz 6Ol) - My 6Oy(l) + B 6i(1) + N a¢1) + ] dxJlQr ~ ,P) -Oz) + Qz ~ ~I) -Oy) +Tw~;<t) -0) (16)

donde se him usado las definieiones de los esfuerzos

Mz = Juxx y dA ; My = Juxx; dA ; B= Juxx (fJ dA; N = Juxx dA

A A A A

Q, = Ju»; cor(a) dA ; Qz = JO'»; cor(p)dA ; T", = Ju»; r dA (17 a-g)

A A A

siendo Mz :momento flector con zespecto a ~ My : momento flector con zespecto a y, B: bimomento , N:
esfuerzo normal • Qy : esfuerzo de corte seg6n y, ~: esfuerzo de corte seg(m z ,y Tw : momento torsor
"por alabeo".

1.4.- Trabajo Virtual Torsionl de SaiDt VenDt
La expresi6n del trabajo virtual de las tensiones de Saint Venant viene dado por [21]

t5U = JTsv 6;(1) dx (18)

donde el momento torsor de Saint Venant se expresa como
Tsv = GJ ,el) (19)

siendo G el m6dulo de elasticidad transversal y J la constantc de torsiOn. Este momento es generado por
tensiones de corte dirigidas paralelamente a la linea media de la secciOn y con una IDlIgDitudproporcional
a esta. Sus valores maximos [1] se expresan como

2.5.- Trabajo Virtlud EItCI'110
EI1rabajo virtual realizado por las acciones extemas es



ov :::- fF; ~ dA dx (21)

v
Las fuerzas de volumen Fi se expresan como

?Ut
F; = /; - p 0 (2 ; i=x,y,z (22)

donde fi son fuerzas de volumen causadas por agentes externos y p es Ia densidad del material . El
segundo termino de (22) representa las fuerzas de inercia.
Reemplazan<!o (7) en (22) y luego en (21) se obtieoe

02(·) :::~~!;mz::: fix Y dA ; "'r = fix Z dA ; b = fix 0) dA; qx = fix dA
A. A A A

qr = fir dA ; qz = flz dA ; mx:; f(/ZY- Ir z) dA
A A. A

11.= f/dA; Ir: f/dA; Cw= f0)2dA; Is= f(y2+z2)dA (24•....1)

A A A A

Los par8metros definidos en (24) tienen el siguiente significado, 1Dz ,my, mx denotan momentos por
unidad de Iongitud con respecto a Z,y y x respectivamente , Qx,qy ,qz son fuerzas por unidad de longitud
segUn las direcciones x,y,z respectivamente, Iz, Iy YIs son los momentos de segundo orden de la seccion
transversal con respecto a )os ejes principales ceDtroidales z , y Y al centro de corte SC , y Cw es la
constante de alabeo.
Si bien solo se ba considerado la acci6n de fuerzas externas de volumen pueden f8cilmente ser incluidas
en (24) las contnbuciones debidas a cargas aplicadas soble la superficie lateral.

1.6.- Bip6tesis de Teuiooes y Ecuaeionel Coutitotivu en FaDcion de 101 Esfael'ZOl
Se supone de acuerdo con la teoria de Vlasov que las componentes no nulas del tensor de tensiones
membranales son ax y axs. Para la tensiOn normal longitudinal se propone Ia siguiente expresi6n

Ux = Eexx = E\-8l)y- 8,(I)Z+8 (1)0)+( (I))

Por otra parte se supone que la tensiOn membranal de corte se expresa en la forma
Tw Aw (8) Or At. (8) Qz Ar (S)

{TXS = -
eCw elz elr

donde se ban definido los momentos de primer orden

Aw (8)::: f e cis; AZ (8) = 1Y- Yo)e cis; Ay(S) = iz -zo) e cis



I..a sustitucioo de (25) en !as expresiones (17 a--d) permite obteoer!as siguientes relaciones constitutivas
para el esfu.erzo normal, 108momentos flectores y el bimomento.

N - EAr (1). M - -EI (J (1) • M - -EI (J (1) . B - EC (J (1) (28 a--d)- ., , z- z z ' y- y y, - W

Debe notarse que Ia tensioo de corte dada pol' (26) verifiea idCnticamente }as expresiones (17 e-g). Esto
es asf ya que Ia ex:presioo (26) puede detenninarse a partir de una ecuaci6n diferencial de equilibrio para
un elemento de pared conjuntamente con !as expresiones (25) y (28).
Las relaciones constitutivas para Tw ,Qv y Qz deben ser tales que verifiquen la ecuaciOn variacional de
compatibilidad (6b). Consecuentemente , si se reemplaza (12).(13) (25) y (26) en (6b) se IIega , luego de
operar varlacionalmente y efectuar algunas integraciones ,al sistema

Iff

I fAw2 -1 fAW Az -1 fAW Ay
~.J = GCw2 --;-ds; A 1,2 = GI

z
C

w
-e-ds ; A 1.3 = GIy Cw -e-ds

o1 f 1 2 fA. A f 1 2A = -- !!:Lds . A = _1_ -=---.!...ds·A = _1_ -""y-d8
2,2 GI2

2 e ' 2.3 GIz lye' 3.3 GI/ e

Esta misma ecuacioo constitutiva ha sido obteIiida mediante una fonnulaciOn totalmente diferente en Ia
Ref. [20]. POI' otra parte para el caso de barras sin torsiOn , fueron obtenidas [23,24] relaciones
constitutivas equivalentes a !as (29) si en estas Ultimas se tolna +=9=O.En Ia Ref.[21] 108 autores ban
usado una versiOn simplificada de (29) Ia cual considera solo}os elementos diagonales de [A]. Este ultimo
enfoque parece mas conveniente pol' su sencillez y est! parcialmente justificado de acuerdo con 108
ejemplos analizados en [ 23-24]. De todas formas es necesario un anAlisis m8s detalIado de esta cuesti6n
para esclarecer definitivameDte que influencia tienen }os terminos fuera de Ia diagonal en [A] sobre Ia
dinamica del sistema estructural.

3.- ECUACION DE TRABAJOS VIRTUALES CONSIDERANDO
EL EFECTO DE TENSIONES INIC1ALES

EI uso de !as relaciones constitutivas (28) y (29 b) verifica identicamente la ecuacioo variacional (6b).
Entonces el problema finaImente se haIIa gobemado pol' Ia ecuacioo de trabajos virtuales (6a). De todas
maneras si existe \D1 estado de tensiones iDiciales 0\' esta ecuacioo debe ser extendida de Ia siguiente
manera

f O't,) gl!t.J dV +1JU(ut) +tW - f 11 ~ dA + f O'?'J g'llt.J dV = 0 (31)

y St7 Y
donde los primeros tIes terminos corresponden a Ia ecuaci6n (6a) , mientras que el Ultimo 1innino
representa el tIabajo realizado pol' las tensiones iDiciales sobre !as variaciones virtuales de !as
componentes no lineales del tensor de defonnaciones 1jIi,j •

Las componentes de "'iJ pueden de:6nirse en terminos de los desplazamientos como



/If .. = 1.(0 Uk 0 Uk)
9 2 0 i 0 j ; ij,k= x.,y,z (32)

La expresioo (31) debe interpretarse en fonna incremental .En e1 contexto de una formulaci6n
Lagrangiana aclllaljzada , l:ij ,lIfij son las componentes lineales y no lineales respectivamente del tensor
incremental de Green-Lagrange, CJOij son las tensiones de Cauchy en la configuracioo inicial y CJij las
tensiones incrementales y obviamente las fuer2as extemas Yde volumen asi como los desplazamientos u;
son inerementales.
La ecuaci6n (31) puede escribirse convenientemente efectuando los siguientes pIISOS:a) Sustituir las
expresiones (7) en (32) y luego en el Ultimo tennino de (31 ) ,b) Despreciar tenninos de orden superior, y
c) bacer uso de (16) ,(18) y (23) para transformar el resto de los tenninos de (31). De esta manera se
obtiene la ecuacioo de trabajos virtuales para una viga abierta de pared delgada como

J{ [-Mz 6Ol~I)_Qy 6Oz+pIz oz(8z) 6Oz+Tnz60z )}dx

+J[-My M,(I)-Qz My+p1r 02(Or) 6fJr+"'r Mr J dx

+ J[B M (I) - Tit'M+ P oz(O) 08- bt58 ] dx + J(N ~ (I) +P A oz(q)- qx ~ 1 fix

+ ~ Qy t5T](I) +p Aoz('7-Zo') t5T]-qrO'7 ] fix +iQz ~(I) +p Aoz(~+Yo') li(,-qzli{, ] dx

+ K(Tw + Tsv) Ii; (I)+p 02(-Azo '7+Ayo ~+ls ;) Ii; ] fix

+J~ o[(~(I)f + ('7{1)f+~(;(I)f +2Yo(;(I)~(I»)-2zo(I7(I)l»)]dx

° 0
+ f~z {pz( ;(I)r + 2; (I)~(I)] dx+ f ~r {pr(; (I)y- 2; (IVI)] dx

o

+ Jtpwo, (I) dx+ JMx~a OzOr(1)+(I+a)8r 8Z(I)] dx

+ JQ: 0 (_~I) 8z +; ~I) +Yo ; ; (I)) fix +I (fz °[_,(I)8r _;'7(1) +Zo;I6 (llJ dx

1-Mz Mz - My My +M B+~ N + 0'1Q, + Ii(, Qz + Ii; Mx e:~= 0 (33)

donde los esfuerzos incrementales N, My , Mz , B , Tsv , Qy y Qz se expresan en funci6n de los
desplazamientos generalizados (t;, TJ,o 1; , 9-l , 9.y II e ,. J mediante las rel~~ constitutivas dadas por
(19) ,(28) y (29 b); NJ, Mly, Mlz, B , MIx , Q y y Q z son los esfueIzos twciales, y N, My, Mz, B,
Tsv , Qy y Qz denotan 105 esfuenos aplicados en los extremos. Par otla parte ban sido definidos 105
siguientes parametros

a=[JO"~ZdA] +
A Mx

~ pz = Jy(yZ +Z2) dA

A



p y = JZ(y2 +~) cIA; p". = Jw(y2 +Z2) ciA (34 a-d)
A A

Los desplazamientos genera1izados deben verificar Jas condiciones de contomo geometricas , de acuerdo
con (5).

4.- ECUACIONES DIFERENCIALES DE MOVIMIENTO
La aplicaci6n del c8lculo variaciooal a Ia expresi6n (33) neva al siguiente sistema de ecuaciones
difereneiales que gobiema Ia dimUnica de VAPD

(I) () ( 0 0 8 )(I)-N +p A 82' + Qy 8z+Qz y =qx

M~I) - Qy + P Iz 8 2(8z)-Q: ~l} +a ~8y(l} -[(l+a)~ 8y](I) = mz (35b)

-Qil)+p A 8 2(,,-zo;)-(NO,,(I}f) +[(.M;+NOzo); (I)f +(Q~ ;t) =qy (35c)

Mf}-Qz +p Iy 8 2(8y)-Q~ ~1)+(1+a)~8i)-(a ~ 8zt> "''''y (35 d)

-Qz(l~ +p A 8 2('+Yo;)-(N" (I)f) -[(~ +NOyo) ; (I)f -(0; ;f)=qz (35 e)

. -(T". + Tsy)(I)+ P A 82(~ ; -zo"+ y,,) +[ N°( -~; (I) - Yo~ (I) +Zo" (I})r
-{( ~Pz + ~Py + Jf Pw); (I)f) - ( ~,(I) il) + ( M~1J(I) il)

+{;#( y~ (t) +~I) )-({;#y~f) +Q;( ~ (I) - rll) )-(QJ;~t> = "'x (35 g)

con !as condiciones de contomo ( en x=O , L )

-Mz+{l+a)~+Mz:=O 0 /i(Jz=O ; -My+aA4+My=O 0 /i(Jy=O

Mx +N'(~i;} +y~l) -Zorll}) +~(PJ(I) +~I»)+ ~(py il) - rll»)+B"p".;(I)

+({;#yo+Q; Zo);-Mx =0 (siendoMx=Tsv+Tw) 0 li;= 0 (36a-g)



Si se expresao 108esfuerzos de acuenIo COO Ias lelacioDes 00IJlI1itutivas(19), (27) Y(29 b) ,este resuIta \Ul
sistmla acoplado de 7 ecuaciones diferenciales cuyas inc:6gnitas son Ios desplaZllmientos generiilizados.
HaD sido subrayados 108 tenninos correspondientes alefecto del estado iniclal de tmsiones. Debe
observarse que estas ecuaciones resultan v8lidas apro:ximadamente para vigas de sea:i6n transversal
variable coo tal de tomar 108 pedmctros ~ de Ja secciOn como funciones de x. Estas
ecuaciones constituyen \UlOde Ios sistemas mas generales para el an8lisis din8mico lineal de VAPD,
teniendocomo casos particuIares a Ios modelos cormlpOIldientc a Ias leferencias [4,14,15,21) ,
complementando ademis en varios aspectos alas teorias propuestas en \as referencias [ 18-20].

5.- CONSIDERACIONES FINALES
En este1:rablgo ha sido desarrollada una teorfa general para el·an8lisis din8mico de vigall no uniformes de
sea:iOn abierta de pared delgada considerando efectos de corte, inercias rotatoria Y de aJabeo, y \a
intluencia de una distribuci6n arbil:raqa de tensiones iniciales. El presente enfoque ,basado en el principio
de Reissner , ha permitido Ja derivacilm 1U1ificada de Ias ecuaciones de movimiento como asi tambien de
las relaciones constitutivas en fimciOn de Ios esfuerzos .
El sistema gobernante dado par (35)-(36) es de utilidad para la obteneilm de soluciones anaUticas para
ciertos casos particulares como tambien para la solUci6n computacional mediante metodos basados en \a
formulaci6n diferencial tales como el de cuadratma diferencial , el metoda de Ambrosini,Riera y Danesi
[14) , etc. POI' otra parte ha sido determinada una ecuaciOn general de trablg08 virtuales (ec.33) la cual
puede ser empleada como base para una formulaci6n de elementos finitos. Una simplificaci6n del
presente modelo consiste en despreciar \os tenninos:fuera de \a diagonal de la matriz [A) en Ia expresi6n
constitutiva (29). De todas maneras es necesario efectuar \Ul·anaJisis DUJIlerico a fin de ~ cual es el
error cometido de esta manera. La presente teoria puede tambien ser utilizada pera. estudios de
inestbilidad elastica.
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