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Un m6todo variaciooal desarrollado par los autores para problemas de borde en una y (\os dimensiones
se extieDde en el pnlIISdIl tIabajo a tres dimensiones. Dicho m«odo cxmsiate en extremar 111I fimcionaI
aclecuado pmponiendo ciertas. secutllCias que satisfacsJ condiciones de bonIe esenciales. Disponer de
una.soIucian clUica en 01 sentido del metodo inwnro de Saint-Venaot que sucintammte 9Il incluye en
un ap6ndice, pennite comprobar la exa<:titud de la soIucian genonlizada, que par otro lado os furuta-
meutada en eI presente trabajo par los teonlmas oomspondi8:ltes. Finalmente, los vaIores num6ricos de
frecuencias nllbJJales pennitm medir la aproximacian de resultados dados por la teona de Mindlin.

A variational method developed by the aulhoIs for boundary value problems in both one and two
dimensions is herein elltmded to thtee dimeDsions. The method consists in extnmizing 1m appropiate
func:tional after using ceI1ain sequences that fulfil esBItial boundary conditions. The exactness of the
proposed solution is founded by means of theorems. A CClIIIplIrillCllis canied 0Ill with an available
cIassieal solution in the sense of Saint-Venaot's inwrse method. A brief discussion of the IlItter is
included in 1m Appendix. Finally the nmnerical values of the nat:uraI fnlquencies allow to IIlllIISUIe the
IJlProximation involwcl in the Mindlin theory of thick plates.

EI metodo variacional que desarrollamos se basa en esencia en resolver un amplio espectro de problemas
diferenciales de borde (ordinario 0 no, lineal 0 no) a traves de ex:tremar un funcional adecuado mediante
secuencias apropiadas. Se han abordado problemas de autovalores y equilibrio, lineales y no lineales y
con diversas complejidades, ver par qemplo [1], [2] Y [3].

Es bien conocido el metoda variaciOllal [4][5] Para problemas lineales con funcionales simetricos y pos-
itivos (funcionales energeticos) y cabe seftalar que uno de este tipo sera utilizado para resolver el problema



del titulo. Los autores ban ertendido la forma del funcional a casi eualquier tipo de sistema diferencial
para problemas de borde.01ra novedad consiste en que no se trata de un metodo de Ritz ya que se utilizan
series ampliadas de Fourier donde se combinan linealmente conjuntos que en general no satisfanan las
condiciones de borde esenciales (estas condiciones de borde semn definidas abajo)Eo eI presenb" tJabajo
los teoremas y corolarios que justificao la exactitud de la propuesta seran sin~camente incJ.u1dosy de-
mostrados. Es interesante destacar que para cualquier problema diferc:ncial de borde se ha demosttado
[6] que la forma de aplicar eI procedimieoto que nos ocupa coosiste en aplicar un seudo teorema de 105

Trabajos Virtuales a 11$ see:uencias extremaDtes.

Tomaodo prismas rectangulares con lados de dimensiOn arl>itraria y sus cua1ro caras laterales soportadas
en forma consecutiva por nmpanos, se presentao valores de frecuencias para 105 modos transversales (por
razones de simplicidadno se incluyen frecuencias de tipo axirespiratorio aunque podrian ser facilm.ente
coosideradas). Los valores obteoidos se comparan con una solucion clasica elristeote [7] a travCl del
m6todo inverso de Saint-Veoant; una descripciOn de esta soluci6n se incluye en un aptndice. Adcmas el
trabajo incluye la comparacim de las presentes soluciooes "exactas" con las ftecuencias detenninadas por
la teor1a de Mindlin para placas planas glUeSIlS.Dicha comparaciOn permite acotar u observar el a1caoce
de esta liliima teor1a y especialmente la influencia del factor de corte.

Finalmente cabe consigoar que en este desarrollo se estudia la placa gruesa simplemente apoyada dejandose
para una cootribucion futura las placas con otras condiciones de borde asl como la resoluci6n exacta por
esta metodologla variacional de la viga reetangular para compararla con la viga TImoshenko.

Para problemas de movimien.to tridimaJsionales, isotrOpicos y homogfineos la elasticidad clisica brinda un
sistema (denominado de Lame) de ecuaciones diferenciales en las compooentes del vector desplazamiento
u, v y w (funciooes de posiciOOy del tiempo) que en coordeoadas cartesianas rectangu1ares (x, y, z) y con
notacioo cl8sica vale:

IJ 2 A 81 fJ2u 0

"2V U + iJ"8x = p 8t2 +- F", (a)

!!..V2v + ~ eJI = /2v + po (b) (1)
2 vay &t2 Y

'" 2 A81 &w 0"2V w+;{)z =P&t2 +.F'" (c)

siendo P la densidad del cuerpo en eI punto COIlsiderado;las constantell de Lame IJ = 1}.;; A = ~; v eI
coeficiente de Poisson; E d mOdulo de dasticidact F;, F; ,F; funciooes proporcionales a las componentes
de las fuerzas de masa; I = ~s + ~Y +~.eI invariante lineal de deformaciOO; ~"',€II' Y~z deformaciones ax-
i1es especificas segun 105 ejes x, y, z respectivamente; V2(.) == ~ +~ +~ Yt coordenada temporal.

Admitiendo modos normales de vibracioo de frecuencia circular w es decir, admitiendo que F; = F; =
F; = 0 y que

u u(x,y,z,t)=u(x,y,z)coswt (a)
v v(x, y, z, t) = v(x, v, z) coswt (b)

W -- UJ(:t,y,z, i) = w(x, y, z)coswi (c)

y reemplazando en ( I) obtenemos:

JJ 2 AaI 2
"2V U + ;7j; + Pw U = 0 (a)



P. 2 >. af 2
-V V + -- + pw V = 0 (b)
2 lIoy

P. 2 >. 8f 2--V'w+--+pww=o. (C)2 1I8z

Es sencillo haIlar eI funcional energetico :F correspondiente a ( 3) que vale:

:F == :F[u, V, wJ = ~IIEx + Ey + F.%1I2+ ~(IIExIl2 + IIEyll2 + IIE%1I2)+ p.(Ih'"ll1l2 + 1I'Y1/%1!2
2

+lb%xIl2) - ~ Olull2 + IIvll2 + IIw1l2) (4)

au 8v
Ez = - (a); Ell = ..-ax uy

8'1.1. 8v
'YZlJ = 'YIIZ = By +'8$ (d);

8w
(b); E" = - (c);8z

av 8w
'YIIZ = 'Y"II = iJz + oy (e);

ow au
'Yu = 'Yx" = - + - (I).ax az

En ( 4) hemos introducidouna notaci6n del anaIisis funcional {S] donde si P = P(x, y, z) y Q = Q(x, y, z)
son dos funciones cuadrado integfables en eI dominio de inter~ D definimos

(P,Q) == f f f P(p, q,r)Q(p,q,r) dpdqdr(a); 11P1I2 == f f f p2(p,q,r)dpdqdr.(b) (6)

En este trabajo al ser :F simetrico Y definido positivo {S] las secuencias seran minimizantes. Las
series de Foorier para dominios prismaticos rectangulares {D : 0 ~ x ~ 1 , 0 ~ y ~ 1, 0 ~ z ~ I}
que podremos utilizar seran de la fmna L L L hf2f3 donde h. h. f3 son cualesquiera de las siguientes
combinaciones .

Q; == i7f; {3j == j7f; 'Yk == k7f

s; == sina;x; Sj == sin,BjY; Sk == sin'Ykz; Cj == COSQ;X; Cj ~ cos!3jY; Ck'= COS'YkZ.

Dichas series garantizan, como sabemos, la convergencia en la media de cuaJquier funci6n cuadrado
integrable. Sin embargo, en la metodologia propuesta en eI presente trabajo es necesario tener ademAs
convergencia uniforme de las denominadas funciones esenciales continuas, que en este problema son '1.1., V

Y w. A continuaci6n mostraremos sucintameDte c6mo se generan las series tridimensionales para una
funci6n continua.

Partiendo de una funci6n continua '{J = '{J(x, y, z) de tres variables parala cuaJ requiramos convergencia
unifonne en D podremos tomar Como secuencia aproximante alguno de 108 dOlIsiguientes desarrollos en
x. Existen otI'8Scombinaciones validas y posibles.

M
'f'M(X, y, z) = 'L:Bj(Y, z) sinaix + xBo(y, z) + bo(y, z); (a)

;

M
bAi(y, z) COSCl':iX+ Ao(y, z).;
; .



De ( Sa,b) bastart para tener COIlvergenciauniforme (par la Teona de Foorier), que:

B.(y, z) =2l '1'('1, Y, z) sin 0;'1 d17

Bo(y, z) = '1'(1, y, z) - '1'(0, y, z)~ 110(11, z) = '1'(0, II, z)

(9)

(10)

A.(y, z) =2l '1'(7], y, z) cosa.17 d17; Ao(y, z) = l '1'(7], y, z)d'l (11)

Tanto ( 8b) como ( Sa) COIlla funci6n soporte ----a:BO(lI, z) + bo(y,z)- dan (como puede f8cilmente
demostrarse) COIlvergencia unifonne para '1'. Ahora bien, si cOOquiera de las funciones de (y, z) inter-
vinientes en ( Sa,b) son desarroUadas anAlogamente en la variable y, y luego de igual manera las funciOlles
de z intervinientes en series de z fonnalmente iguales a ( 8) tendremos todas las combinaciooes posibles.
Vamos a trabajar fonnas modales de tipo traDsversa1 (tlexionales) en un prisma rectangular COIltimpanos
en x = 0,1 e y = 0, 1 (ver Figura 1) yentonces

donde se ban utilizado coordenadas adimensionalizadas.
z

(w)

Adem6s Clrigimos

w(x,y, z) = w(x, II, 1 - z); u(x, y, z) = -u(x, y,l- z); 1I(x, y, z) = -1I(x, y, 1 - z) (13)

con 10 coo las secuencias completas tridimmsiOllales de Fourier generadas como se explico aJ comenzar
esta secci6n y de convergencia uniforme para U, 11 Y w, se reducen a las siguientes:

L M N M N
ULNN(X,y,z) = EEEA;jtClSjCt + EEAOjtsjct(a)

• j t j t
LMN LN

VLNN(X,y,z) = EEEBijts.cjCt + EEBiQks;ct(b)
i i f; i k

L M N L M
WLMN(X,y,z) = EEEC;jts.SjSt + ELdijs;sj(c)

;it 'j



Las secuencias seleccionadas dan CODvergencia unifonne para u, v y W que se aswnen continuas pero para
algunas derivadas de las mismas 9610 tendremos convergencia en L2. Con esto bastard para demostrar la
convergen.cia bacia e1 valor exaeto de las frecuencias buscadas. Tendremos entonces, al menos,

II~~=II- IIOULMN - ~II~0 L, M, N --+ 00 (a)
8xm 8xm

I/~~~II- I/8V
LMN

_ -~II~0 L, M,N --+ 00 (b)
8xm 8$m

11~~:11- rWLMN
_ Ow II_ 0 L,M,N --+ 00 (c)

8xm 8xm

I~UI =:. IULMN - ul -+ 0
I~vl _ IVLMN - vi ~ 0
l~wl == IWLMN - wI --+ 0

L,M,N --+ 00 '<Ix,y,z

L,M, N --+ 00 Vx,y, z
L,M,N -+ ooVx,Y,z

Aunque no sera el caso, sOlo se requiere que las derivadas de u, v y W sean cuadrado integrables y no
necesariamen.te continuas.

Teorema 1 "Et jIlncionaJ F == F[u, v, w] es un extremo' entre :FLMN == F[ULMN, VLMN' WLMN] donde
ULMN, VLMN Y WLMN son secuencias' extTemantes".

Debe notarse que por ahora no necesitamos que u, v y w satisfagan e1 sistema ( 3).
DemOstracl6n: calculamos en. base a la definiciOn ( 4)

~j: == :FLMN - F = ~!II~1112 + 2(1, M)J + i!ll~Ex112 + 1I~€y1l2 + 1I~€x1l2
+2{E,,,,~(,,) + 2(€y. ~ElI) + 2(10", ~€z)l + ~[II~1'Xl/1I2 + 1I~1'"",'12 +
1I~1'y,,1I2+ 2(1'Xl/'~1'Xl/) + 2(')'""" ~1'xz)

pw2
+2(')'l/X' ~'Y1I"))- 2[II~uIl2+ lI~vlI2 + lI~wlI2
+2(u,~u)+2(v,~v)+2(w,~w)J (17)

_ (lLMN -- I) = (OlhMN + 8vL~.N. + 8WLMN) _ 1
. ax &y oZ

8ULMN
- (XLMN -- E", = ----a;- - 10",; etc.

8ULMN OvLMN
- 1'Xl/LMN - 1'Xl/= (-ay- + ----a;-) -,Xl/; etc.

Utilizando el teorema de la divergencia para integrar por partes y recordando la ley de Hooke para
materiales isotr6picos:



Corolario 1 Hemos demostrado que F es un extremo e~ FLMN pe1'O tambien intJica que :FLMN es un
extrema can lI1IQ adecuada eleccitnt de /as constantes de /as secuencias.

Teorema.2 "Para que :F sea un extremo ~ funciona/es FLMN siendo thMN, 1ILMN' WLMN secuencias
(no necesariamente extremantes) que satisjacen /as eventua/es C. de B. esenciaJes (es decir aquel/as que
no involucren a U, V Y w entonces /as junciones u,11y w ikben satisfacer el sistema diferencial ( 3). "

Demostraci6n: Calculemos r == :F[u + TJULMN' 11 + q1lLMN1 W + rWLMN] doode P, q Y r E n.Hallemos
6:F 0 sea

6:F:= orl . + orj + f!!:.1 = 0
op 1=0 oq q=O or r=O

o 10 que es 10 mismo que simultMeamente

of., of· 1 of.,- = 0 (a) ; -_0 = 0 (b) j - = 0 (c)
{}P p=o oq q=O Or r=O

Aplicando eI tecrema de la divergencia llegamos per ( 23a) a que debert cumplirse

{ [( OE", OJ) ~ (ih"'l/ o"/u) 2 ] }/J.-- + A- + - 0_" + -- + pw U I ULMN = 0ox ox 2 oy OZ

siendo I, m y n los cosenos directores de la ncnna1 ala superficie 11 que rodea el dominio. Amllogamente
se trabaja 0011 ( 24b y c)~ y que, como se ve, aceptando las ecuaciones de equilibrio ( 3) Y que las
secuencias satisfacen las eventuales condiciones de nulidad para U, v y W que hubiera, efectivamente se
demuestra eI Teorema 2.

4.1 Formade aplicacroD

Planteando la condici6n de extremo para :FLMN obtenemos

A(I,8ft,MN) + P.[(E",: 6€IOLMN) + (€111 6E:IILMN) + (€"" 6E:zLMN)]

+~J.llb"'l/'b"l"'l/LMN) + ("(FI1i"Il/ZLMN) + bu, h"""LMN)]

_pw2[(u, "ULJlIN) + (v, 6VLMN) + (w, 6WLMN)) = 0

no es mas que un seudo teorema de los Trabaj08 Virtuales aplicado a las 5eCUeuciasex:1remantes.



Aplicando (26) Yfactoreando, de acuerdo a (14) Li Ej Ek Mijk, Ei Ej Ek 6Bijk, Ei Ej Ek 6Cijk ,
Ej Lk 6Aojk, Li Lk fiBiok, E;Lj fidij obtenemos las 6 ecuaciones sigujentes:

a; aiPj am. "Ik ai(>' + 2G)( - A;;k) + >.(-, -Bijk - -C'k) + G[- -( -Cik:-
a2 ' ab ah" h a 1

"Ik 2ai 'Pj Pj Aij" aiBijk "-Ak + -d1k) +-(-- +--»)-n A"kh I' a 11 b b a CJ

p2 aip· P '''Ik "I" p.(>. + 2G)(...1...B··k)+ >.(-' A"k - -'-C'k) + G[--(...l.C··,,-
b2 I' ab I' bh'J h b IJ

"Ik 2Pj . ai PjAijk aiBij" ••
-B"k + -d··I,,) + -(-- + --)] - n B'Lh IJ b IJ a b a 'Jh

,"I~ )' (ao" Pj"lk [Pj (fJj "I"(>. + 2G)(-C"" - >. - >t..k + -B· ,,,)+ G- -C' 'k - -Bnh2 ., ah .n.jJ bh IJ b b IJ h'

2fJj ai aiCij" "I"Aij" 2ai ] "[ J+-b-:lij],.) + -(-- - -h- + -dijI,,) - n Cijk + 2dijI,.
a a a

no'
AOj,,[(r2.aJ + R2"1~) - oj = 0 (32)

2 22 n"BiOk[(ai+ R "I,,) - 0] = 0 (33)

donde no' == pw2 Y "I = ph, Despues de adimensionalizar utilizando los siguientes parAmettos,

D "=" 12(~~3v2); m = 12~0=.vv); n = {f;wa2
; K = 1 -v

2V
; r =~; R = *'

de las ecuaciones ( 32) Y( 33) Ypara Aoj" # 0, BiOi< # 0 Y eI resto de coeficientes nulos, puede obtenerse
respectivamenre,

Las formas mollales resultan (con i=1,2,3, ... ; j=1,2,3, ... ; k=impar), de acuerdo con ( 14) para las
frecuencias ( 34a)

A continuaciOn se exponen los resultados numericos de los parAmetros de frecuencia transversal n
obtenidos a traves del procedimiento descriptO en esta secciOn y su comparaciOn con los resultados
de la soIuciOn clasica del apUldiee como as! tambien con valores numericos del trabajo de Liew et aI.



[8] provenientes de la teorla de Mindlin. En las sumatorias intervinientes en la prescn1e propuesta se
coDsideraron un millen de ttrminos.

En la Tabla 1 se muestran 108valores para placas ouadradas (7' = a/b = 1) correspondicotes al primer
modo de vibracien (i = j = 1), para R = a/h = 1,10,25,45,250 siendo /I = 1/3. Ademas una placa
rectangular de relaciOn r = a/b = 2/3 es resueJ.ta para relaciooes R = a/h = 1,250 utilizando /I = 1/3
(Tabla 2). Como caso I1mite se presenta en la misma tabla una placa con r = a/b -+ 0 con relaciooes
R = a/h = 2.5,250. En Tabla 2 se balIan valores para i = 1,2 Y j = 1,2. Debe notarse que R -, 00

indica que se ttata de placas delgadas.

TIpo de R-aIh
soluciOn 1 10 25 45 250

Prescnte tmbajo 7.5466 19.0695 19.6266 19.7060 19.7887
ClAsica 7.5466 19.0694 19.6261 19.7040 19.7380

Tabla 1: Parametro de ftecueocia transversal n de una placa cuadrada. r = a/b = 1; 1/ = 1/3; i = j = 1.
Comparaci60 con soIucilJn clasica (Aptndice).

TIpo r=a/b=:2J3 r=a/b -+ 0 --
de R=:2.5 R~250 R-25 250

soiuciOo i=:l, j=:2 i=:2, j=I i=I, i=:1 i=2, j=1
Presente trabajo 17.6529 43.9098 7.9557 39.5245

f--'C1Uica--- ---- 43.8593 39:473817.6529 7.9557

Tabla 2: Plf1Unetto de frecuencia ttansveIsal n de una placa rectangular. r = a/b = 2/3,0; /I = 1/3.
ComparaciOn con solucien clAsica (Apaldice).

Las tabIas 3 Y4 muestnln Ja comparacien de resultados entre Ia propuesta del PI'eSalte trabajo y rflerencia
[IJ •.••• to con la teorla para placas gruesas de Mindlin con 1/ = 0.3, Y un factor de corte 0.823. En
Tabla 3 se reportan los valores del par8metro de frecuencia correspondientes a los 6 primeros modos de
vibraci60 de \Uta placa cuadrada con dos relaciaoes lado'altura (R = 0.5, 10). Como es 1000cosuponer,
108modos 2 y 3 corresponden a 19ual valor de frecuencia, como asl tambim 108modos 5 y 6. La Tabla
4 muestra 108valores de frecuencia correspondientes a placas reetangulares con dos relacimes de lad08
(r = 0.5,2/3).

R=aIh --,
Modo (ij) 0.5 10

Presen1e trabajo rema Mindlin [8] Presente trabajo Tema Min(llin [8]
1 (1,1) 17.5261 17.4307 -~.:.~!-.- . 19.0592

2,3 (1,2),(2,1) 38.4827 ~ ------- ---45~4495 --38.0769 45.6193
4 (2,2) 55.7872 55.0102 70.1042 69.7209

5,6 (1,3),(3,1 ) 66.9960 64.9617 85.4876 84.9329

Tabla 3: PaWneCro de frecuencia transversal nde tma placa cuadrada. r = a/b = 1; /I = 0.3 Comparacien
con teona de Mindlin.

El trabajo consiste primordialmeo.1e eo oompamr dos so1uciooes di.gamos euctas y coIr!iar JUS valores de .
frecuencias naturales para tm prisma "simplemente apoyado"con 108balIados per la teoria de Mindlin. La



r=aIb
Modo 0.5 2/3

(ij) Presente trabajo Teona Mindlin [8] (ij) Presente lIabajo Teona Mindlin [8]
1 (1,1) 12.07TI 12.0646 (1,1) 13.9118 13.8954
2 (1,2) 19.0901 19.0592 (1,2) 26.1917 26.1337
3 (1,3) 30.4235 30.3461 (2,1) 40.8747 40.7378
4 (2,1) 39.1917 39.0708 (1,3) 45.6194 45.4495
5 (2,2) (2,2) 52.1456 51.9269
6 (1,4) 45.6194 45.4495 (2,3) 70.1042 69.7208

Tabla 4: Parametro de frecuencia lIansversal n de una placa rectangular. R = a/h = 10; v = 0,3,
Comparaci6n coo teoria de Mindlin con factor de corte 0.823.

soIucioo exacta que se desarroIla en la parte principal de este lIlIbajo esta fundamentada en un nXtodo
variacional que en definitiva se.reduce al c'lculo de sumatorias en el sentido z, Cuanto menor es el espe-
sor h relativamente a a -R grandes-- mas termin08 deben sumarse para lograr una aproximacioo buena
academicamente hablando. No se incluye pero se verifica de una forma bastante simple, que en ellimite
para R -+ 00 las soIuciones euctas dun lugar a 108valores de ftecuencia de la teoria de Gennain-Lagrange.

Los autores estan extendiendo la metodologla a prismas con condiciones de bordearbitrarias donde ya no
existe la solucioo c1Asicay en cambio puede ser abordado con la metodologla aqui expuesta, No es motivo
de CIte trabajo, pero at eI disponer de 118soIuciones exactas per este metodo variacional es evidentemente
un modo de corregir factores de corte para la teona de Mindlin.
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de un cuerpo prismatieo, c1Asicaen eI sentido del nXtodo inverso de Saint·Venant. Mayores detalles
pueden encontrarse en [7].



Para resolver las ecuaciones gobernantes ( 3) del problema en estudio,se propooen las siguientes funciones
de x,y, z

Si ahora se proponen las siguientes funciones de z como soluci6n, sien.do F, G y H constantes aIbitrarias
yO autovalores,

A(z) = Fe/h; B(z) = GelJ
%; C(z) = HelJ

% (40)
las ecuaciones ( 39) se transforma en eI siguiente sistema en F, G Y H

[IPR2 - ki21f2 +dlF - ij7r2rkG + i1fkRfJH 0
-ij7r2rkF + {02R2 - kj21f2r2 + d]G -I-j7rkrR8H 0 (41)

i1fkROF + j1fkrRfJG - [fJ2R2(1 + k) + dJHO.

Planteando la nulidad del determinante de este sistema homogmeo se extraen seis ralces, aunque no todas
distintas, a saber:

d+k02
Al,3 -= ± (1 + k); A2,4 = ±vd; AS,6 = ±vd, (42)

donde A == fJa .. EI reemplazo de estas rafccs en. las expresiones ( 40) permite arribar a la soluci6n general
del problema. Finalmen.te deben imponerse las condiciones de borde para los pianos z = 0 y z = h, 0 sea
T%X = 0; T %'II = 0; a% = 0 en dichos pianos. Luego de varios pasos algebraicos se establece la ecuacioo
caracterlstica para los modos transversales de vibraci6n de un cuerpo prism4tico,

U tanhA1/R. V(I-Q2)(I-Q2/(l+k»
iT = 1 donde U = tanhA2/R' V = (1 ~ O.5Q2)2 J

con la cual pueden obtenerse 105 par6metros de frecueocia de vibracioo transversal n.


