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RESUMEN
En este trabajo se formula y presenta las matrices de rigidez y de masa para un
elemento finito de viga de n-nudos con curvatura en el plano. Este desarrollo se
basa en la teona de la viga de Timoshenko, utiliza funciones de forma Lagrangianas
y considera el enfoque de integraci6n numerica reducida, 10 que conduce a un
elemento de amplia aplicabilidad en estructuras curvas reticulares planas.
Utilizando un programa computaciohal original ad-hoc se ha estudiado y validado
el comportamiento del elemento aplicandolo a casos tipicos, de cuyos resultados se
incluye uno de los graficos representativos.

ABSTRACT
The stiffness and mass matrices of an n-node 2-D curved beam element are derived
an introduced in this paper. Lagrangian shape functions are used for its derivation.
The element is based upon the Timoshenko's beam theory, and the reduced
integration approach is considered. This leads to an element of a wide application
range within the 2-D curved framed structures. One representative result from the
validation of this element is also included.

El primer elemento finito de viga estaba bas ado en la teona de flexi6n de viga de Euler-Bemoulli
convencional, donde los efectos del esfuerzo cortante transversal pueden ser despreciados( I]. Las
ecuaciones que toman en consideraci6n la deformacion cortante tranversal e inercia rotacional
fueron dadas por Timoshenko (2,3 J, Y explicadas por Cowper (4].

Un enfoque simplificado para la derivaci6n de elementos de viga de Timoshenko fue dada por
Hinton & Owen (5], donde las secciones normales al eje neutro antes de la deformaci6n se asume
que permanecen rectas, pero no obligadamente normales. AI examinar el comportamiento de tal
elemento en vigas con diferente raz6n grosorllongitud se encontr6 que las vigas mas delgadas eran
sobre-rigidas. Se ha sugerido como f6rmula para superar este fen6meno, denominado bloqueo,
realizar una integraci6n numerica reducida.

EI analisis de estructuras curvas mediante elementos finitos presenta dificultades especiales a causa
de su geometna y el desarrollo de elementos finitos curvos eficientes ha sido objeto de un renovado
esfuerzo de investigaci6n (6, 10]

En este trabajo se presenta un enfoque altemativo para la formulaci6n de un elemento finito de viga
curvo. £ste es un elemento de n-nudos basado en la teoria de la viga de Timoshenko, en el cual se
considera la opci6n de integraci6n numerica reducida a fin de superar el efecto de bloqueo. Se
emplea funciones de forma Lagrangianas para definir la geometria v el campo de desplazamientos
del elemento. El enfoque utilizado conduce a un elemento de gran aplicabilidad en el analisis de
estructuras reticulares curvas de 2-D. Se incluye uno de los resultados representativos en una
aplicaci6n del elemento a una estructura curva.



Considerese un elemento de viga curvo de n-nudos. tal como el mostrado en la Figura 1. donde el eje
local 'x' es tangente al eje neutro de la viga, y esta se deforma en el plano global X-Y, tal como se ve
en la figura 2.
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La geometria del elemento puede describirse en terminos de un para metro intrinsico ~
definido en el dominio [0,1] por medio de las funciones de forma Lagrangianas. como sigue:
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EI campo de funciones de desplazamiento puede definirse tambien por medio de Ias expresiones
Lagrangianas, como sigue:

UO{~) = t u/ N.(~)
j =1 ]

y similarmente para v(~) y 6(~). En cuanto alas componentes de desplazamiento en cualquier punto
(x.y,z) dentro del elemento. se tiene que: 6(x)=dv(x)/dx+<j>(x), u(x,y.z)=-y6(x). v{x.y.z)=v(x) Y
w(x.y,z)=O.

Empleando Ias relaci6nes esfuerzo-deformaci6n, puede demosuarse que las componentes de
deformaci6n, en cualquier pun to. pueden expresarse como sigue:

donde, EO,,E\. V Ywson la deformaci6n normal debido a carga axial, deformaci6n normal debido a
flexi6n y defomlaci6n cortante respectivamente, y.
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y similarmente .a., y ll, donde, <jIN/dx=(dNVdWJ(~), ya que la longitud infinitesimal ds del
e1emento es dx=ds=J(~)ds. Ademas,
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Las componemes de esfuerzo en cualquier punto del e1emento curvo pueden expresarse como
a,=EE, .y 'w(x.\·.z)=Gyw(x,y.z). desde donde se tiene que:



donde, 0°, ' if, , son esfuerzos nonnales debido a carga axial y momento flextor respectivamente, y
'-",(x) el esfuerzo cortante medio en 'x' en tenninos de la defonnaci6n cortante media en ese punto
y el factor de fonna k dado por Cowper [4].

u = U + U + U
o b s

donde,
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donde A(x) es el area de la secci6n e I(x) es el momenta de inercia de la secci6n en el punto 'x' con
respecto al eje 'z'.

De las ecuaciones previas, y aplicando el teorema de energia potencial total, es posible demostrar
que la matriz de rigidez del elemnto de viga curvo de n-nudos puede expresarse como sigue:

IS. IS. + K + IS. (19)-b .
donde,
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Estas integrales pueden ser evaluadas numericamente por medio de la tecnica de cuadratura
Gaussiana [II], la cual, despues de modificarse la definici6n original del intervalo para adecuarlo al



definido para (. puede escribirse como sigue:

1

Jf(~)d~=t wif(ai)o i c::l

donde, m es el numero de puntos de cuadratura, Wi el coeficiente de peso y a, el panimetro derivado
de la expresion de cuadratura Gaussiana original. Asi las matrices componentes de rigidez pueden
ser reescritas de la siguiente forma:

t wiE A~: ~o J(a)
i =1

EI criterio de integraci6n reducida implica definir m menor que el numero de nudos del elemento.
Este enfoque es recomendado para obtener K.. en donde esta involucrado el efecto cortante.

Las componentes de velocidad en cualquier punto local (x.y,z) dentro del elemento pueden ser
definidas como sigue:

Po~ 10 tanto. las funciones de velocidad pueden definirse en terminos de las funciones Lagrangianas
de la siguiente forma:

LiO (C t) t Li jO ( t) Nj (~) (26)
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Asi, las componentes de velocidad pueden anotarse en terminos del vector de velocidad nodal.
como:

HI
N1 0 0 N2 0 0 Nn 0 0

0 N1 0 0 N2 0 0 Nn 0 5 (t)
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La energia cinetica del elemento se define como sigue:
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donde.
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La estructura curva representada en la
Figura 3 fue utilizada como uno de los
casos tipos de analisis estatico y dinamico
para prop6sitos de estudio y validaci6n del
elemento formulado. Para ello fue necesario
elaborar previamente un programa
computacional ad-doc en base a este
elemento. En este programa. se dej6 como
opci6n abierta al usuario la definici6n de
nudos por elemento.

La estruetura curva fue modelada con
diferentes magnitudes de carga y razones
diametro-Iongitud de viga. EI numero de
nudos se vari6 entre dos y cinco por
elemento. En el caso del analisis estatico la
informaci6n de referencia fue
proporcionada por la soluci6n analitica



conocida de esta estructura [12]. en tanto que en el annalisis dinamico se utiliz6 como informaci6n
comparativa aquellos resultados obtenidos empleando elementos finitos rectos y curvos de dos
nudos incluidos en paquetes computacionales comerciales.

Uno de los resultados representativos obtenidos se presenta en forma grafica en la Figura 4. el cual
corresponde al analisis estatico de desplazamientos de la estructura curva considerada .

0.2.•'t-.-,_+_+--+_+_1--+_+-_1- .•••
/

/,
I

/ I
I

I I
I

o.ClOl---+-+-t--t---!-;A-+-+--+--f
I /"v

L-V

En base a la teona de viga de Timoshenko. el uso de funciones de forma Lagrangianas y un
algoritmo apropiado. se ha derivado y presentado en este trabajo las matrices de rigidez y de masa
de un elememo finito de viga curvo de n-nudos de 20. Se ha considerado la opci6n de integraci6n
numerica reducida particularmente para obtener la componente de rigidez K. donde el efecto
cortante est<! involucrado. 10 cual minimiza su efecto distorsioname en vigas mas esbeltas. Asi,
este enfoque conduce a un elememo de mayor aplicabilidad en el campo de las estructuras curvas
reticulares planas al poder extenderse su uso tambien a aquellas con mayor raz6n de esbeltez.

Utilizando un lenguage computacional apropiado. por ejemplo FORTRAN. este elemento puede ser
codificado e incorporado como una opei6n adicional a la librena de elementos finitos de un
programa computacional de uso mas general. Opci6n que 10 capacitara para un analisis estatico y
dinamico del tipo de estrueturas senalado.

La definicion de nudos por elemento puede ser manejada como una alternativa abierta al usuario
del programa. a fin de aprovechar mejor el potencial multinodal de este elemento y as] facilitar y
hacer mas eficiente su usa en la modelacion y analisis de los casos.



Se obtuvieron resultados aceptables y consistentes a partir de una relaci6n de esbeltez
(espesorllogitud) igual 0 mayor a un 10%.
El enfoque de integraci6n reducida tiene una incidencia favorable en la precisi6n de los
resultados obtenidos, respecto de aquellos logrados sin tal opci6n.
El uso de mayor numero de nudos por elemento tambien tiene incidenciafavorable en la
precisi6n del resultado, pero principalmente mejora la eficiencia del proceso de
discretizaci6n del modelo a analizar.
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