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Se estudia el movllruento de un pendulo doble espacial. restringido en su
movimiento por una pared rigida. tal que pueden ocurrir choques. Se estudia la
influencia de la flexibilidad en la diOlimica del pendulo y se integra la ecuacion del
movimiento usando el algoritmo Hilbert-Hughes-Taylor.

One studies the motion of a spacial double pendulum that is constrained in his
motion by a rigid wall, such that shocks can occur. The influence of the flexibility
in the dynamics of the pendulum is studied. The time integration of the motion
equation is done through the Hilbert-Hughes- Taylor algorithm.

Modernamente la simulacion criteriosa de la dinamica de sistemas mecanicos se torna cada vez
mas importante. Un ejemplo es el caso de juntas con huelgos. donde los elementos pueden
chocar. El problema es modelar el choque entre las partes y entender la influencia de la
elasticidad en la diruintica. La flexibilidad de los elementos del sistema ha atraido la atenci6n de
los investigadores, ya que tiene aplicaci6n en sistemas tales como: rob6tica, satelites flexibles,
paneles solares, aspas de helic6pteros. antenas, etc.. En este trabajo se estudia el
comportamiento dinamico de un pendulo doble espacial, que puede chocar con el suelo, y que
esta formado por barras. Se discretizan las barras como vigas y se utiliza la tecnica de los
elementos finitos. Se utiliza el modulo MECANO [I] y, se simula el choque con un elemento
finito que permite el estudio dinamico de levas [2]. Se estudian los efectos de la flexibilidad en
la respuesta del sistema. La ecuacion del movimiento del pendulo se integra implicitamentc
usando el algoritmo HHT [3].



Parametrizacion de las rotaciones. Existen muchas formas de representar las rotaciones finitas.
Entre ellas se destacan: angulos de Euler, parametros de Euler, parlimetros de Rodriguez
(tambien llamados rotaciones semi-tangenciales 0 vector seudo rotacional), vector rotacion
conformal y vector rotacional. Los principales criterios en la seleccion de la forma de
representacion esta dada por: la cantidad de parametros independientes, significado fisico.
propiedades algebraicas y puntos de singularidad. El vector rotacional usa tres parlimetros
independientes y tiene una interpretacion fisica simple. Solo presenta singularidad en 21t, muy
facH de corregir computacionalmente. EI vector rotacional estli representado por: <I>=n<!> ,
donde n es el vector unitario en la direccion del eje de rotacion y 1<1>11= <!>. El operador
rotacion R es de la forma:

1 -<l>k = - - t"k <l>k2 IJ J

expandiendo en serie (I) se puede obtener (3) que es conocida como el mapeo exponencial de
las rotaciones.

Incrementos en las rotaciones. En el estudio de la dinlimica de multicuerpos es fundamental la
descripcion del movirniento incremental e infinitesimal. Se formulan las ecuaciones de la
dinlimica en funcion de las velocidades y aceleraciones, y se obtienen expresiones para el
trabajo virtual y para las restricciones al movirniento en funcion de los desplazamientos y las
rotaciones virtuales. Haciendo uso de la geometria diferencial, se puede obtener la relacion
entre los vectores incremento de la rotacion e en dos instantes cercanos A y B segun e(B) =
T(<I» e(A) donde la transformacion T(<I» es definida por:

T(<». ili'j +(1- ilr'mo>n-it'"'Jf~

asi se puede expresar Be = T(<I» B<I> y n = T(<I»ei> , donde Be es la variacion angular
material, n es la velocidad angular material, B<I> es la variacion del vector rotacional y ei> su
derivada en el tiempo. La aceleracion angular material A = T(<I»cb +T(<I»ei> , se obtiene
diferenciando n.

Medida de las deformaciones en vigas ellisticas. Las hipotesis de la teoria son: (a) La viga es
inicialmente recta, (b) Las secciones transversales permanecen planas despues de la
deformacion, (c) existe cizalle, (d) se considera la energia cinetica rotacional de las secciones



tranversales. La posicion de un punto P en una seccion de la viga. despues de la deformacion.
estli dada por la hip6tesis cinemlitica:

donde. s es un parlimetro que cuantifica la posicion de una seccion de la viga a 10 largo del eje
axial; Ic(s): posicion del eje axial de la viga: Xi con i=2,3 son las coordenadas materiales de P

en la seccion. Derivando (5) y sabiendo que t=RE,=> dt = dR E = dR RTt. donde t representa
ds ds ds

el triedro material y E el triedro espacial que definen la orientadon de una seccion, se obtiene:

donde k = ;RT Y K = RT~, definen la matriz anti-simetrica de curvatura espacial y

material. k y K estlin relacionados a los vectores k y K segun (2). Las componentes de K se
pueden interpretar como la deformacion por torsion y por flexion. La deformacion material E.
estli dada por:

donde r = RT(dxo / ds - tl ) define el vector deformacion de la linea centroidal y. sus
componentes se pueden interpretar como las deformaciones longitudinal y por cizaIlamiento.

Formulacion debil. Para obtener la formulacion variacional de la viga expresamos la ecuacion
de Ia energia. De (6) y (7) se obtienen las variaciones or y oK. EI trabajo virtual de las fuerzas
intemas 01tint. Es:

01tiDl. = J (NTor +MToK)ds
[O.LI

donde N=RTn es la fuerza axial intema y M=RTm es el momento de las fuerzas intemas y
n(s.t)= JPE1 = JT1ds ; m(s,t)= J(X-Xo)xT1ds. P(x) es el tensor de esfuerzos Piola-

n n (l

Lagrange, y T el vector esfuezos. EI trabajo de las fuerzas extemas 01texl.es:

01t••l. = J (oxo .n + oe .M)ds
[O,L]

con n(s,t) = Jbds+ J1;,dx; m(s,t)= JXxbdS+ JXx1;, ;yM=RTm e1momentoextemo
(l ro (l ro

aplicado. expresado en componentes materiales, b es el vector de cargas aplicadas por unidad
de superficie y 1;, es la carga aplicada por unidad de longitud. Para obtener la representacion
de las fuerzas de inercia se aplica el principio de Hamilton, La energia cinetiea estli dada por:



T=1/2(mx,,·x,,+0·JO) , con J=diag.(lI, 12. 13) el tensor de inercia. EI principio dc
Hamilton esta dado por:

12 12

J oTdt = - J (oxo ·xom+08 ·(JA +0 x JO»dt
IJ lJ

=> fuerzas de inercia material G;~er = [rnXo JA + 0 x JO) ; y el trabajo de las fuerzas de
inercia es:

Formulacion por elementos finitos. Los elementos tigidos son caracterizados por deformacion
nula y los flexibles son derivados de expresiones de trabajo virtual y de las leyes constitutivas
del material. Consideramos los elementos de la discretizacion basados en interpolaciones
Iincales para los desplazamientos y las rotaciones, dadas por:

donde Xci Y <J>i son los valores en los nodos para la posicion y las rotaciones. Nj(s) son las
funciones de interpolacion lineal, correspondientes al nodo i. La matriz de los gradientes de la
deformacion, que aparece en la ecuacion del movimiento sera:

{ }* es la parte anti simetrica de { } (2). oE = Boq. ET =[rT KT] es la matriz de

deformaciones; B se obtiene de las variaciones or y oK. Las restricciones cinematicas son
consideradas de la forma lp(q., q., t) = 0 ,e introducidas en el ecuacionamiento a traves de la
definicion de un conjunto de multiplicadores de Lagrange A. Cada elemento de la
discretizacion posee energia cinetica y de deformacion, tal que la energia interna total del
sistema y su energia cinetica se obtienen por la suma de los elementos individuales:
ltiDl = ~>.(q.) Y T = LT.(q.,q ••t). Para mejorar la aproximacion numerica del sistema de

ecuaciones obtenido, es posible usar el metoda Lagrangiano aurnentado, que incluye terminos
de penalidad en las restricciones, que refuerzan el caracter positivo defmido del funcional. Asi:

I,
oJ (T -It - kATlp- pipTIp)dt = 0

I,

con Olt •• l = -g •••.(q. q, t )oq ; Olt = Oltint. - Olt.", ; k es un factor de escalamiento sobre las
restricciones y p un termino de penalidad. Asi, las ecuaciones del movimiento quedan de la
forma:



En este trabajo se simula el choque por medio del contacto entre las partes de una leva Y su
seguidor. EI modulo MECANO dispone del elemento CAME, que permite simular el contacto
entre cuerpos, y de acuerdo a una adecuada eleccion de parametros, permite modelar cl
choque. Las hipotesis en fa descripcion cinematica del elementos CAME en el modelo de
elementos finitos son: (a) La leva y el seguidor tienen movimiento plano. El contacto se
produce en un punto 0 en una linea;(b) Las superficies de contacto son cilindricas y definidas
por "splines" cubicas; (c) Las superficies de contacto tienen movimiento relativo y pueden
seguir en contacto intermitente; (d) Fuenas de roce pueden existir en el contacto. La leva es
modelada como un cuerpo rigido con una superficie extema sobre la cual desliza eI seguidor 0

segunda leva. Las curvas de las superficies de contacto son pararnetrizadas usando
interpolaciones cubicas "spline".

A Y B son puntos materiales con sistemas de coordenadas locales {A,xl,Yd Y {B,xl'YI}' C Y
D son puntos en la superficie. La cinematica del sistema es descrita en funcion del vector
generalizado de grados de libertad qT = [xr C1lr x"2 x~ C1l~ xl; 11 C;], con 11Y c;

las coordenadas curvilineas en la definicion de las superficies de contacto. La leva Y seguidor
son conectados al sistema de multicuerpos en los nodos A YB. Las restricciones al movirniento
de este elemento son:

[If'1 If'2 If'3]=[ei eJ ej] [(xc -xA)-RA(C1l)r(11)]

[If'4 If's If'6]=[ei eJ en [(xo -xB)-RB(C1l)s(c;)]



donde 'PI 'P6 ' representan la relacion de las coordenadas de los puntos C y D sobre la
superficie de la leva, con las coordenadas de los puntos materiales A y B. 'P7 permite satisfacer
la condicion de que la normal de una superficie es perpendicular a la tangente de la otra. 'Pg
nos dice que el nodo D siempre esta sobre la normal de C. La condicion de no penetracion
entre leva y seguidor es impuesta a traves de la definicion del potencial seudo elastico
u = 1/2knp(q,.IJ1)q~.'J1 ;con knp(qrel.n) = kconl.' para qrel.n< 0 Y nulo para qrel.n ~ 0.;
q,eLn = "c .(xD - Xc) es el desplazamiento relativo normal. Se incluye amortiguamiento,

considerando la funcion de disipacion de Rayleigh ~ = 1/2Cnp(q,.'J1lCr.'J1' con cnp(qrel.n) =
cconl. ' para qrel.n < 0 Ynulo para qrel.n ~ O.Asi, la fuerza de contacto Fc es:
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T(t) '~
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Figura 2.(a) Momento aplicado a la barra 1. (b) Discretizacion para pendulo doble espacial
con choque con el suelo.

Se simula un pendulo doble espacial que puede chocar con el suelo. La figura 2, muestra e1
sistema en su configuracion inicial, con los diferentes parametros usados. Cada barra es
discretizada en 10 elementos de iguallongitud: la barra I esta compuesta por los nodos 2 al 12
y por los elementos de viga 2 al 11; 1abarra 2 esta compuesta por los nodos 13 al 23 y por los
elementos 13 al 22. Los elementos I y 12 son especiales y corresponden a la rotula (que
restringe al primer elemento de la barra I a moverse en el plano XY) y a la junta universal
respectivamente. La simulacion del choque se consigue com el elemento CAME, ubicando una



leva en el nodo 23 y la otra fija a 1.8 m. y que simula el suelo rigido. Los datos generales del
sistema son: mj = m2 = I kg.; Lj = L2 = 1m.; H = 1.8 m. (altura del suelo); densidad de 7800.
kglmJ

; seccion transversal de la viga s=ge-4 m2; momentos de inercia de la seccion: Ix=ly=
8.3e-8 m4; Iz= 4.15e-8 m4 ; mOdulo de Poisson v = 0.3.
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EI efecto de la fleXlbilidad es considerada variando el mOdulo de elasticidad del material. Se
estudian 3 casos: (a) Para barra rigida se usa un mOdulo de elasticidad E=2.leI5 N/m2

(nuestra rigidez es considerando 10000 veces mayor que la elasticidad del acero). (b) EI caso
Dexiblel considera E=2.lell (acero) y, (c) EI caso Dexible2. para un material con E=2.lelO
(la decima parte que el acero). En todos los casos se aplica el torque dirnimico (tipo funcion
delta) mostrado en la Figura 2 [4]. Se espera que las condiciones de choque sean analogas en
todos los casos. ya que se mantuvieron constantes los parametros "c" y "k" que cuantifican la
fuerza de contacto (17). Nos referiremos a ambas barras del pendulo de la forma:
barraI lbarra2. La Figura 3 muestra una animacion en planta y elevacion. para el caso
rigidalrigida. La figura 4 muestra la trayectoria de los extremos de la barra 1 y 2 (nodos 12 y
23 respectivamente), para el caso rigidalrigida, desde tres pIanos ortogonales. Los grlificos
superiores representan al nodo 12 y los inferiores al nodo 23. Las figuras 5 y 6 muestran los
mismos resultados para los casos flexible IIflexible I, Y flexible2/flexible2. Como podemos ver
el comportamiento dinlimico es bien distinto en los tres casos. Existe realmente una gran
influencia de la flexibilidad. Comparando el desplazamiento maximo del nodo 12 respecto al
plano X-Y, con la longitud de la barra. encontramos para los tres casos estudiados. los
siguientes valores:

rigidalrigida
flexible IlfleXlble I
flexible2lflexible2

= 0.0000009 m.
= 0.025 m.
= 0.08 m.

En el tercer caso, que corresponde a un material que tiene una elasticidad 10 veces menor que
la del acero, el efecto de la flexiblilidad ya es significativo. La figura 7, muestra la componente
X del vector rotacion, la velocidad vertical y la aceleracion vertical del nodo 23 para los casos
rigidalrigida (graficos superiores) y flexible2lflexible2 (graficos inferiores). La diferencia entre
ambos casos es notoria. ya que a mayor fleXlbilidad de los elementos los niveles vibratorios
seran mayores despues del choque.
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Figura 7. Componente X del vector rotacional, velocidad vertical y aceleraci6n vertical, para el
caso rigidalrigida (gnificos superiores) y flexible2lflexiblc2 (graticos infcriores). del nodo 23.
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