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Este trabalho descreve urn algoritmo que transforma malhas de elementos finitos de elementos
triangulares em malhas de elementos quadrihiteros. Esta conversilo e realizada pela remo,.ao se-
letiva de diagonais entre triangulos. A malha resultante sera constituida por elementos triangula-
res e quadrilateros. Os elementos desta malha mista silo entilo sulxlivididos resultando urna malha
constituida exclusivamente por elementos quadrilateros. Exemplos silo apresentados para
demonstrar que malhas de elementos quadrilateros de alta qualidade podem ser geradas pelo al-
goritmo apresentado.

This work describes an algorithm that transforms a finite element mesh containing triangular
elements into a quadrilateral element mesh. This conversion is made by removing the diagonals
between triangles in a seletive way. The resultant mesh will be constituted by triangular and
quadrilateral elements. Then the elements of this mi."ed mesh are sulxlividided resulting in a
mesh composed by quadrilateral elements. Examples are given to illustrate that high-quality
quadrilateral meshes can be generated by the present algorithm.

A discretiza,.ao de urn dominio desempenha urn importante papel no processo de analise pelo metodo
dos elementos finitos. Como conseqiiencia, varias tecnicas para gera,.ao automatica de malhas tern sido
propostas [1;2]. TriangulavQes de dominios pianos arbitClirios com elementos de qualidade muito boa
podem ser feitas com muita eficiencia pela tecnica do avan~ de fronte [3;4] ou empregando a triangula-
,.ao de Delaunay [5].

Por outro lado, a gera~ao de malhas nao estruturadas com elementos quadrihiteros nao esta ainda defi-
nida por tecnicas com sistematiza~ao geral, embora algumas iniciativas tern sido feitas [6;7].

Neste trabalho e descrito urn algoritmo baseado em conceitos puramente geometricos. Ele perrnite a
gera,.ao automatica de malhas nao estruturadas de elementos quadrilateros a partir de triangula~i5es
previamente obtidas. Esse algoritmo contempla tres fases. Na primeira fase, e formada wna malha
mista de triangulos e quadrihiteros pela remo,.ao de diagonais comuns a cada dois elementos
triangulares. Na segunda fase, os elementos desta malha mista sofrem subdivisiio em quadrilmeros. Na
terceira e ultima fase, a malha de quadrihiteros sofre urn processo iterativo de regulariza,.ao visando
otimizar a qualidade geral dos elementos.



o algoritmo trabalha com triangulacOes previamente obtidas sobre dominios pIanos. Na primeira fase, a
ideia basica consiste na gera<;:ao de urn elemento quadrilatero pela remo<;:ao de urn lado comum
("diagonal") a dois elementos triangulares. Para tanto e necessario, previamente ao processo de remo-
<;:ao,estabelecer urna analise sobre as diagonais presentes na malha, visto que a qualidade dos elementos
quadrilateros que serao formados e por extensao a qualidade da malha resultante, dependera do modo
como as diagonais serao removidas. As diagonais sac identificadas como sendo de contomo ao dominio
ou como de interior ao dominio. As primeiras sac assinaladas de modo que nao possam ser removidas.
A sequencia segundo a qual as diagonais intemas poderao ser removidas fica estabelecida pelo valor de
urn parametro 13a elas associado, que mede a qualidade do quadrilatero que podera ser gerado pela sua
rem09ao. Calculados os valores de 13de todas as diagonais intemas e ordenados de forma decrescente,
a diagonal tendo 0 maior valor de 13sera removida e urn elemento quadrilatero sera formado. Assim,
suponhamos que a linha AC sera removida como mostrado na Figura 1. Os triangulos ACD e ABC sac
identificados, eliminados da base de dados, enquanto 0 elemento quadrilatero gerado ABCD e
adicionado a base de dados. Os quatro lados do elemento quadrilatero AB, BC, CD, e DA sac
assinalados de modo que nao possam ser removidos na continua<;:ao do processo.

Figura 1 : Forrna<;:aode urn elemento quadrilatero pela rem09ao da diagonal
AC comurn aos elementos ABC e ACD.

o processo de remo<;:iiode diagonais segue ate que 0 valor do parametro 13das diagonais disponiveis
para remo<;:iioseja inferior a urn valor prescrito 11. Desta forma, partindo-se de uma dada malha de ele-
mentos triangulares, quanto menor for 0 valor de 11 tanto maior sera 0 nUrnero de quadrilateros
forrnados. Caso 11=1, nenhurna diagonal sera removida e nenhurn quadrilatero sera forrnado.

Este processo de remo<;:iiode diagonais gera, normalmente, urna malha mista com elementos triangula-
res e quadrilateros. Assim, na segunda fase faz-se uma subdivisao dos elementos com 0 objetivo de
obter-se apenas elementos quadrilateros. 0 esquema de subdivisao e mostrado na Figura 2.



A qualidade comparativa de elementos triangulares pode ser medida por urn pariimetro a. que baseia-se
na forma e tamanho do elemento [8), sendo genericamente dada por

r;; L'1 ABC
U = 4,,3 2 2 2 '

(AB) +(BC) +(CA)

onde LlABCe a area do triiingulo de vertices nos pontos A, B e C, sendo que AB, AC e BC sac

respectivamente os comprimentos de cada urn dos seus tres lados. A constante 4../3 e introduzida como
urn fator de normalizayao de modo que triiingulos equilateros terao urn valor maximo para 0.= I.

onde u, ;::>. Uz ;::>. U, ;::>. u. sac os valores do parametro a. para os quatro triiingulos que podem ser obti-

dos quando se seciona urn quadrilatero ABCD ao longo de suas duas diagonais, conforme ilustrado na
Figura 3.

o valor de P devera recair entre 0 e I para urn quadrilatero valido (convexo). 0 valor maximo ~=I, e
obtido para retiingulos, enquanto ~=o e obtido para quadrilateros degenerados em triiingulos, conforme
i1ustrado na Figura 4. Quanto maior 0 valor de ~, melhor a forma do quadrilatero, logo a formayiio de
quadrilateros e realizada preferencialmente pela remoyao de diagonais que tenham maiores valores de ~.



ENiEF 9° Congreso Sobre Metodos Numericos y sus Aplicaciones

Outra forma de aferir a qualidade de urn elemento quadrillitero pode ser feita examinando-se seus angu-
105 intemos. Segundo Zhu et al[6], a forma de urn elemento quadrilatero sera adequada se todos os seus
angulos intemos ficam entre os limites dados por

Os mesmos autores extendem estes limites afirmando que urn elemento que nao satisfaya tal criterio,
sera considerado nao satisfatorio se, e somente se, qualquer urn de seus angulos intemos nao execeder
os limites dados pela expressao (4). Nesta mesma dir~ao, Lo [8] afirma que se menos de 1% de todos
os elementos em uma mallia de quadrilateros nao satisfazem a condi~ao (3), a mallia pode ser
considerada de boa qualidade.

Todos os elementos cujos angulos nao satisfayam os criterios dados por (3) e (4) simultaneamente deve-
rao ser identificados como elementos com forte distor~ao, ficando por conta do analista a decisao de
considerar ou nao a mallia gerada como valida visto que a forma dos elementos tambem e afetada em
boa extensao pela geometria do dominio que esta sendo discretizado, e esta decisao nao pode basear-se
exclusivamente pelos criterios dados pelas equayOes (3) e (4).

Para estabelecer a qualidade global de uma mallia foi empregada a media geometrica [9] dos valores de
IX e 13 dos triangulos e quadrilateros presentes. Assim, para as triangulayOes, mallias de quadrilateros e

mallias mistas empregou-se os parametros Urn, 13m e Om dados respectivamente por

1

(NT )NTam = TIa; ,
1=1



I

(
NQ JNQ13m = D13i ,

1=1

Ii
/) = (13 NQ a NT)/(NQ+NT)
ill ill m '

onde NT e NQ siio respectivamente 0 nlimero de triangulos e quadrilateros presentes na maIha, e Ui e Pi
medem respectivamente a qualidade de cada elemento triangular e quadrillitero presente.

Obtidas as maIhas finais constituidas exclusivamente por quadrilateros, elas passaram por urn processo
denominado de regulariza~iio, que visou otimizar a qualidade dos elementos. Foram empregados dois
diferentes processos de regulariza~iio.

o primeiro denominado de regulariza~iio Centroidal [10] consiste em encontrar 0 centroide de cada
elemento conectado a urn no interior Pi. Apos encontrar cada uma destas posi~Oes centroidais, a nova

posi~iio (xc,Yc) para 0 no Pi fica determinada pelas expressOes

onde Ak e a area de cada elemento que envolve 0 no interior Pi, M e 0 nlimero de elementos em tomo do

no interior Pi e (Xck,Yc0 siio as coordenadas centroidais de cada elemento que envolve 0 no interior Pi,
dadas por

onde (Xj,Yi) correspondem as coordenadas de cada no do referido elemento quadrilatero.

o segundo processo de regulariza~iio, que denominaremos de regulariza~iio Laplaciana Modificada [6],
consiste em reposicionar cada no interior ao dominio para a posi~iio do centroide do poligono formado
pelos elementos que 0 envolvem, segundo as expressOes



1 M
xi =--:L(Xnj +Xnl +2Xnk),

4M n=1

onde (Xi,Yi) sao as novas coordenadas para 0 no interior Pi, M e 0 nillnero de elementos que envolve 0

no interior Pi, e os demais termos sao as coordenadas dos nos vizinhos como mostrado na Figura 5.

Ambos processos de regulariza9iio foram aplicados iterativamente quatro vezes sobre cada urna das

malhas finais de forma condicional, isto e, se Pi sao os parametros dados por (6) para os quadrilateros

que envolvem urn dado no interior, e i3;" os novos valores para 0 mesmo conjunto de quadrihiteros con-

siderando 0 deslocamento proposto, este somente e realizado se a condi9iio expressa abaixo for
satisfeita

Este reposicionamento condicional impede a eventual forma9ao de urn quadrilatero invalido (degenerado
a urn triangulo ou cOncavo)

Foram geradas duas malhas de elementos quadrilateros. As triangula90es de partida foram obtidas pelo
metodo do Avan90 de Fronte [II].

Nas Figura 6 e 7 sao mostradas as triangula90es de partida, as malhas mistas intermediarias e as
malhas finais, respectivamente, para os exemplos 1 e 2. Para ambos exemplos foi empregado urn valor
prescrito de 11 = 0,1, cuja escolha sera discutida na se9iio que segue.

As malhas finais representadas correspondem a regulariza9iio Centroidal, aquelas relativas a regulari-
za9ao Laplaciana Modificada nao estiio representadas por serem geometricamente muito semelhantes.



(a) Triangula~iio Inicial
NN = 361
NT=608

(b) Malha mista intermediaria.
NN= 361
NT= 56
NQ= 276

(c)Malha final de quadrilateros.
NN = 1388
NQ = 1272
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(a) Triangulay30 iniciaL
NN = 389
NT= 650

(b) Malha mista intermediaria,
NN= 389
NT=46
NQ =302

(c)Malha final de quadrilateros.
NN = 1475
NQ= 1346



A Tabela I apresenta urn surnario das caracteristicas das malhas iniciais, intermediarias e finais dos dois
exemplos. Nesta Tabela NN e 0 nUmero de nos, NT e 0 nUmero de elementos triangulares, NQ e 0 nu-
mero de elementos quadrilateros, NE e numero total de elementos, ,e TP e 0 tempo total de gera~ao das
malhas em segundos considerando a regulariza~o Centroidal.

Inicial
futermediaria
Final
'JIalluls do E:xemp/J12"

fuicial
futermediaria
Final 1475

(0) em microcompUlador PENTIUM 90 MHz.

302
1346

A Tabela II apresenta urn sumario da qualidade individual e global das malhas iniciais, intermediarias e
finais dos dois exemplos para os dois processos de regu1ariza~ao aplicados. Nesta tabela, Nl e 0

nUmero de elementos na malha final que nao satisfazem a condi~ao (3), N2 e 0 nUmero de elementos na

malha final que nao satisfazem a condi~o (4), am, 13m, Om, foram calculados respectivamente segundo
as expressOes de (5) a (7).

fuicial
futermediaria
Final
.~~. doExemplo 2

fuicial
IDtermediaria
Final

Foi apresentado urn algoritrno para gera~ao de malhas nao estruturadas de elementos quadrilateros a
partir de triangula~Oes. 0 algoritmo esta baseado em conceitos puramente geometricos de retirada de
diagonais e subdivisao de elementos. Para a otimiza~ao das malhas foram empregados dois metedos
diferentes, 0 ciaregulariza~ao Centroidal e 0 ciaregularizacao Laplaciana Modificada.
Observou-se que 0 segundo foi capaz de otimizar malhas com maior qualidade, 0 que pede ser consta-

tado comparando-se os respectivos valores para 13mpublicados na Tabela 2. Entretanto, 0 primeiro pro-
cesso de regulariza~ao gerou urn numero menor de elementos com forte grau de distor~o, que pede ser



constatado quando se compara DaTabela 2 os respectivos valores de N I.

A qualidade global das rnalhas foi bastante boa se considerarmos que Lee[12] afirrna que para
0,54~J3m<0,72a rnalha pode ser considerada de boa qualidade e, para J3m2:0,72ela sera de excelente
qualidade. Assim 0 procedimento exposto e urna alternativa rapida e eficiente para gera~ao automatica
de rnalhas030 estruturadas de elementos quadrilateros sobre dominios pianos quaisquer.

Iniuneros testes mostrararn que para 0, I0 :'> TJ:'> 0,20 obtem-se rnalhas de melhor qualidade e um Diunero
menor de quadrilateros na rnalha final que nao verificam a condi~o (3). Por outro lado, Lo[9] sugeriu
que fosse adotado TJ = 0,37 de modo que todos quadrilliteros formados na fase de rem~o de diagonais
verificassem a referida condi~o. Entretanto, cabe salientar que 0 referido autor DaOutilizeu 0 processo
de subdivisao aqui empregado.
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