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RESUMO
Este trabalho apresenta urn estimador de erros "a-posteriori" para aniilises de
elementos finitos em problemas ehisticos-estaticos lineares, e urn processo de
refinamento auto-adaptativo tipo h por no. Esse processo evita 0 problema da
geraciio de nos irregulares e esta sendo implementado no sistema GAEL!.

ABSTRACT
This paper presents an "a posteriori" error estimator for finite elements analysis in
linear elastic-static problems, and a h-method adaptive remeshing procedure that
works node by node. This procedure avoids the problem of irregular nodes
generation and it has been implemented into the GAEL! system.

Os processos adaptativos, alem de realizarem a anlilise normal de elementos finitos,
deterrninam a regiiio do dominio onde 0 modelamento nao e adequado e, apes isso, melhoram
o mesmo usando uma das estrategias (versiio r, p ou h). Geralmente, inicia-se a aniilise com
uma malha 0 mais uniforme possivel e calcula-se a soluCiio. Apos isso, estima-se 0 erro local,
enriquecendo a malha onde 0 erro for grande.

A versiio r simplesmente realoca a posiciio dos nos, a versiio p aumenta 0 grau dos polinomios
das funcoes de interpoiaciio e a versiio h, que sera utilizada neste trabalho, atua atraves da
subdivisiio dos elementos. A malha otima sera atingida quando 0 erro for igual em todos os
elementos, ou seja, quando houver uma distribuiCiio uniforme do erro de aproximaciio tendo
como limite superior a percentagem de erro especificada. 0 presente trabalho utiliza urn
estimador de erros proposto por [1] e [2] baseado na projeciio e suavizaciio do campo de
tensoes sobre todo 0 dominio da estrutura. Este estimador de erros esta implementado no
sistema GAEL! [3].



representam respectivamente as deforma~oes especificas e os deslocamentos nodais
aproximados e D e a matriz constitutiva elastica. Sendo cr a solu~lio exata de tensoes, 0 erro- -

Como a expresslio (1) e uma fun~lio de ponto, de dificil aplica~o pnitica, utiliza-se a norma de
energia do erro definida sobre 0 volume do elemento n

Para obter uma avalia~lio de cr, parte-se da expresslio cr' = CI> 0' onde uma componente de- - -
tenslio cr', em urn ponto qualquer no interior de urn elemento, relaciona-se com as mesmas
componentes de tenslio 0' nos diversos nos do elemento atraves da matriz linha defun~oes <I>.

Para obter 0' minimiza-se 0 funcional quadnitico 'X. = f. (a - cr'rdn para cada componente
- a

de tenslio 0- e cr', 0 que permite obter [fa <!>T <!> dQ ]~' = fn <!>T a dQ onde ~' e 0 vetor

incognita do problema, 0 qual olio depende de n. Integrando Ai = fa <!> T <!> dO e

I!: = fa <!>T 0- dQ por Gauss, pode-se obter cada conjunto de componentes ~' para os nos do

elemento. Denornina-se 0' de tensoes projetadas que dependem do elemento considerado.

Usando os nos do elemento como pontos de integra~lio, a matriz M dli origem Ii matriz

diagonal MD [4], enquanto R da origem Ii W. Essas matrizes permitem obter as matrizes- - -
QL QL

globais MT = 'LMD e RT = 'LRD onde QL e 0 numero de elementos constituintes da
- FI - - Fl-

estrutura. A solu~lio do sistema MT 0" = RT fornece as tensoes suavizadas globais 0" nos nos- ~ - -
do elemento. A partir de 0" pode-se obter, para cada elemento, os valores das componentes

de tenslio ~.. nos pontos de integra~lio de Gauss atraves de fun~oes de interpola~lio ep

utilizadas para calcular a matriz de rigidez do elemento. Assim, para cada componente em urn
NNE

certo ponto de integra~lio, cr" = 'LcjljOj" onde .pi slio os valores das fun~oes de interpola~lio
j=1

no ponto de integra~lio e NNE e 0 numero de nos por elemento. Apos isso, e possivel fazer
uma avali~lio da expresslio (1) nos pontos de integra~lio (PI) como

(e) = (cr" -0-)
!! PI - - PI



onde WpI eo peso e detJpI eo detenninante do Jacobiano. Seguindo 0 raciocinio utilizado na
norma de energia do erro obtem-se, ao substituir na expressao (4) 0 termo e" por a, uma

- -
avaliayao da norma de energia de tensao atraves da expressao

NPI

I/EI/a = r(aT
) D-'(cr) Wpl detJpl· Para obter uma melhor avaliayao da norma de

PI=l - PI - - PI .

energia de tensilo I/EI~, em nivel de elemento, pode-se combinar IIEI~ com a expressao (4)

chegando a IIElb = I/E112
.;+IIEII\ . Com isso, 0 erro relativo aproximado ~(%), em nivel de

elemento, sent

IIEI~
~= IIEIC x 100.

Existem varias estrategias de refinamento tipo b. Na estrategia utilizada neste trabalho, e
estabelecido urn criterio de precisao cujo objetivo e atingir uma determinada porcentagem de
erro relativo atraves da norma de energia. Para isso, utiliza-se as normas de energia globais. A
norma de energia do erro, correspondente a toda a estrutura, pode ser avaliada como

onde IIEII·, e calculado, para cada elemento i, pela (4). A norma global de tensao, obtida de.e.
QL

forma semelhante a expresslio (6) sera IIEt = LIIE11:.;'
;=1

Admitindo que 0 erro esteja igualmente distribuido entre todos os elementos, que e a condiylio
6tima [5], tem-se "Elk = IIEllje. = IIEllke. tal que Is; i ,j s; QL, onde i e j correspond em a dois
elementos distintos quaisquer e k simboliza urn valor constante do erro. Devido a isso, a

expresslio (6) pode ser reescrita como IIElfre. = QL.IIEII~e. eo erro relativo de toda a estrutura,
avaliado por uma expressilo anilloga a (5), fica

A [QL x IIEII~. ]112 100

TlT = IIEII~. + IIEII~:. x

Estabelecendo 1lr como 0 milximo erro relativo permitido para a estrutura, em porcentagem, 0

criterio a ser satisfeito sera ~T s; TlT' Adotando a igualdade, a expresslio (7) permite obter

IIEII. = (TiT)2 x \\E\\~.+\\E\\~••
k~ 100 QL



correspondente ao T\r especificado. Entiio se IIEI~e. > IIEllke.' com 1::;i ::;QL, 0 elemento i

deve sofrer refinamento. Fazendo p; = IIEII;e. ~IEllke. e sendo p igual a ordem do polinomio

empregado, 0 valor de p:/p pode ser interpret ado como

p~P::; 1 - niio ha necessidade de realizar refinamento;

1< p~P ::; 2 - ha necessidade de realizar um refinamento;
2,-1 < p~P ::; 2' - ha necessidade de rea1izar r refinamentos sucessivos.

Devido a existencia de elementos de dimensoes variadas, e interessante utilizar na expressiio
(8), em lugar de (JIQL), a relar;iio de volumes (V; /Vr) onde V; representa 0 volume do

elemento considerado e Vr 0 volume global. 0 valor limite IIEllke. passara a depender do

elemento e, para um elemento i, sera

Siio vaIidas todas as formulas vistas anteriormente, substituindo IIEilu. por IIEI~e.onde for 0

caso. 0 refinamento por elemento normalmente apresenta problemas de implementar;iio por
criar, dependendo do tipo de subdivisiio adotado, os chamados nos irregulares (ver figura 1).

A vantagem das subdivisoes acima e que elas conduzem a elementos com um minimo de
distorr;iio, niio importando 0 nivel de refinamento. Nota-se que os nos irregulares niio existem
nos elementos vizinhos ao elemento refinado. Por isso, usam-se tecnicas especiais que
permitem acopla-los ao restante da malha. Essas tecnicas, contudo, implicam modificar;oes no
algoritmo de solur;iio e apresentam dificuldades adicionais para 0 caso de elementos
quadraticos ou cubicos e em malhas constituidas de elementos de diversas forrnas ou tipos.

Embora seja possivel subdividir um elemento sem criar nos irregulares, refinamentos
sucessivos, levados a cabo sobre elementos oriundos do primeiro refinamento, tendem a gerar
elementos muito distorcidos. Esses elementos possuem angulos intemos cada vez mais
proximos de 180°, dando origem a erros cada vez mais acentuados. Por isso, sera adotada uma
tecnica intermediaria que niio cria nos irregulares e que tende a apresentar um menor indice de
distorr;iio nos elementos oriundos de refinamentos sucessivos. Esta tecnica opera realizando 0

refinamento ao redor de um no e niio diretamente dentro de um elemento.

E a estrategia utilizada neste trabalho. Para tal, procura-se caracterizar nos ao redor dos quais
sera realizado 0 refinamento. lnicialmente calcula-se, para cada elemento, a norma de energia
do erro e 0 valor limite de erro conforme as expressoes (4) e (9) respectivamente. Em seguida
realizam-se, para cada no, as medias dos quadrados da norma de energia e do limite de erro



dos elementos concorrentes no no N Sendo NLCN 0 numero de elementos concorrentes no no
2 1 ~N 1 ~N

N, tem-se liE liNe. = NLCN ~ IIEI~. e IIEI~ke. = NLCN ~ IIEI~ke.· Comparando essas

expressoes, haveni refinamento nos elementos que circundam 0 no N sempre que
IIEIiNe. > IIEIiNke•. As figuras 2 a 5 mostram a subdivislio adotada conforme 0 tipo de elemento

utilizado.

EB DIE @'fI)/'/1 .. -··:r~-7

As subdivisoes de elementos val em para malhas mistas com qualquer dos elementos acima
mostrados, tanto Iineares como quadraticos, contanto que cada elemento de origem a
elementos de mesma ordem e que nlio haja mistura de elementos de ordem diversa.

o processo de crialj:lio de nos e elementos e controlado atraves do arranjo NCONlR, que tern
uma posilj:liopara cada no. Este arranjo controla 0 processo ao longo das diversas etapas de
refinamento e utiliza a variavel NlVEL. Ao iniciar 0 processo, a variavel NlVEL e feita 1 e
todos os nos da malha original recebem 0 valor NIVEL no arranjo NCONlR. Para urn no que
tenha 0 valor em NCONlR=NlVEL e que necessite de refinamento IIEllm. > IIEII}''ke.' marca-se
este no com valor -I em NCONlR (no nlio sera mais refinado) e aos nos dos elementos ligados
a ele e atribuido, durante a etapa, 0 valor 0 para impedir refinamento ao redor destes nos na
etapa. Ao final da etapa, 0 valor de NCONTR, correspondente a estes nos, e reposto com
NIVEL. Aos novos nos, atribui-se 0 valor NlVEL +1 no arranjo NCONlR. 0 processo continua
por tantas etapas quantas forem necessarias para produzir refinamento ao redor dos nos com
NCONTR=NlVEL. Se, a partir de uma certa etapa, nlio existirem mais nos sem refino com
IIEIINe. > IIEIINke. ' NIVEL e incrementado de 1 e 0 processo recomelj:a para os novos nos. Nos
intermediarios de elementos quadniticos nlio slio considerados no processo acima.

Obs:. Nos exemplos a seguir, 11 (%) e Ti'r vem das expressoes (5) e (8) respectivamente.
Exemp/o I: Retlingulo vazado (fig. 6a) do qual se discretiza apenas urn quarto (regilio em L
hachurada) devido a dupla simetria geometrica e de carregamento(ver figuras 6 e 7),
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Figura 6 - Regiao em L. Estado plano de tensoes. Elementos quadrilliteros de 8 nos. 1lr = 1%
a) Retangulo vazado. b) Malha inicial, 106 nos, 27 elementos. c) Malha inicial, 11 (%). d) 1"
refinamento, 196 nos, 55 elementos, 11max = 5,6%. e) 3" refinamento, 400 nos, 119 elementos.
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Comparando 11 mliximo da figura 7 (2,6%) com 0 11 maximo da figura 6c (7,2%), nota-se que
houve urn abaixamento consideravel do erro relativo dos elementos. Ao realizar a 4' etapa de
refinamento, nlio se consegue abaixar 0 11 maximo. Isto mostra que a distorylio de alguns
elementos esta afetando os resultados e impossibilitando urn abaixamento maior do erro.
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Figura 8 - Viga simplesmente apoiada. Solido tridimensional. a) Desenho esquematico.
b) Malha inicial, 262 nos, 32 elementos. Elementos hexaedricos de 20 nos.
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Figura 11 - Viga simplesmente apoiada. a) 2" refinamento, 567 nos, 80 elementos.
b) 2" refinamento, Tensiio crx. c) 2" refinamento, Tj(%).



ENIEF 9° Congreso Sobre Metodos Numericos y sus Aplicaciones

o exemplo 2 (figuras 8, 9, 10 ell) conduz a urn resultado que permite atingir a percentagem
de erro especificada TlT = 5% em quase toda a estrutura. As (micas excecoes siio: 0 ponto de
aplicaciio da carga concentrada e os pontos de apoio. Os Yalores de tensiio (jx estiio proximos
da tensiio o"x maxima teorica de 1,25x lOs kN/m2,yisto que O"xmax:= 1,2x lOs kN/m2 em todas
as etapas de refinamento.

Obs:. 0 exemplo I (Regiiio em L) tambem foi analisado com uma malha de elementos
quadriiliteros de 4 nos e conseguiu-se atingir urn myel de erro de 5,4%. Esse myel de erro e
semelhante ao obtido pelo processo que cria os nos irregulares [4]. Para atingir esse myel de
erro, a quantidade de nos e elementos utilizados no refinamento por no e quase a metade
daquela necessaria no processo que cria os nos irregulares.

A estrategia de refinamento por no, por niio criar nos irregulares, e de facil implementaciio em
sistemas conyencionais de elementos fimtos. Ela pode ser aplicada em elementos bi e
tridimensionais lineares e quadraticos do tipo triangulo, quadrilatero, pentaedro ou hexaedro.

Ao realizar refinamentos sucessiyos dentro de uma mesma etapa, consegue-se atingir baixos
indices de erro mais rapidamente. Apesar da distorciio dos elementos, que aumenta nas
consecutiyas etapas de refinamento, 0 processo permite que se obtenha urn abaixamento do
myel de erro ate Yalores da ordem de 5%, exceto para pontos de aplicaciio de carga ou apoio.
Para mYeis de erro menores, corre-se 0 risco de a distorciio exagerada em alguns elementos
niio permitir 0 abaixamento do erro, embora isso niio seja uma regra.

De modo geral, 0 estimador de erros e 0 processo de refinamento utilizados mostraram-se
bastante eficientes, uma yez que 0 erro dirninui ate myeis razoayeis do ponto de vista de
engenharia. Caso se desejar erros ainda menores, pode-se imciar 0 processo com uma malha
mais fina.
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