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Las ecuaciones de Navier·Stokes para flujo incompresible se resueiven en el contexto del MEF utilizando
la formulaci6n presentada en [1,2], que es una adaptaci6n de la tecnica desarrollada por Hughes et ai.[3]
para flujo compresible conocida. como "operador generalizado de lineas de corriente". Esta nueva metodologia
permite el uso de polinomios interpolantes de igual orden para la descripci6n de las variables del problema:
velocidad y presion. Ademis, esta {ormulacion no neccsita de parametros adieionales elegidos pot el usuano. Se
incorpora tambien el tratamiento de superficies de separacion de medias de acucrdo a 1&metolodogia presentada
en [4]. Finalmente Ie presentan resultados numericos que muestran un comportamiento satisfa.ctono de las
metodologias desarrolladas. .

In the context of the Finite Element Method, the Navier-Stokes equations for incompressible flow are solved
using a methodology presented in [1,2]. This technique is the adaptted form of the generalized streamline
operator (GSO) presented by Hughes et al. [3J for compressible flows. This new methodology allows the
use of equal order interpolation for the unknowns of the problem: velocity and pressure. In this context, the
definition of the "upwinding tensor" does not require parameters defined ontside this model. Further, the
interface motion problem is taken into account by means of the methodology presented in [4]. Finally, this
formulation has been checked in several tests with satisfactory results.

En este trabajo se resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incompresible en
el marco del metodo de los elementos finitos utilizando una extension presentada en [1,2]
de la tecnica conocida como "operador generalizado de lineas de lineas de corriente" (GSO)
desarrollada por Hughes et ai. [3J para flujo compresible. El problema se resuelve en sus
variables primitivas, es decir, la velocidad y presion son las incognitas del mismo. En este
contexto,la novedad radica en como queda expresada la funcion de perturbacion en la funeion
de peso [1,2,3J. Esta funcion perturbaci6n se define como la ecuacion de ftujo a resolver
valorada por un "tensor de ponderacion" [1,2J.

La metodologia del GSO aplicada al caso incompresible como se desarrolla en [1,2] permite
el usa de polinomios de interpolacion de igual orden para discretizar las variables del problema



ya que involucra terminos del tipo de los us ados en formulaciones conocidas como "Galerkin-
cuadrados minimos" (GLS) 6,6,7,8). Gracias a este tipo de terminos, ademas, no se necesitan
tecnicas de penalizacion en presiones para ajustar la condicion de incompresibilidad. Este
contexto permite tambien que no sea necesario el uso de factores exteriores al modelo e
ingresados por el usuario desde fuera del codigo y a conveniencia.

En la Seccion 2 se describen brevemente las ecuaciones fundament ales del problema y su
forma debil, mientras que en la Seccion 3 se present a la forma en que se obtiene el "tensor de
ponderacion". En la Seccion 4 se reswnen la formulacion en elementos finitos y la estrategia
de resolucion adoptada.

El seguimiento del frente material movil se hace teniendo en cuenta su velocidad en cada
instante de calculo de acuerdo a un simple pero eficaz algoritmo present ado en [4]. La
superficie movil interfaz se identifica con una malla (ASM) de elementos lineales en el caso
2D y bidimensionales en el caso 3D completamente independiente de la malia de elementos
finitos utilizada en el calculo del fiujo. La normal a esta superficie identifica hacia uno y otro
lado los dos medios materiales presentes en el dominio. Se calcula la velocidad en los nodos
que definen esta malla arbitraria de superficie (ASM) con una simple interpolacion de dicho
campo en el elemento finito al que previamente se identifico pertenece el nodo.

En la Seccion 5 se hace una suscinta descripcion de est a forma de seguimiento del frente.

Por Ultimo, en la Seccion 6, se analizan problemas complejos con superficie de separacion
de medios con el fin de probar la capacidad de la metodologia desarroliada. Los resultados
correspondientes a la presente formulacion se comparan con otros obtenidos por diversos
autores, mostrando un muy buen ajuste cuantitativo y cualitativo con los mismos.

Las ecuaciones fundament ales son las muy bien conocidas ecuaciones de cantidad de
movimiento y de conservacion de la masa en las que se considera un fiuido Newtoniano y
condiciones de incompresibilidad. Estas ecuaciones pueden ser escritas como un sistema de
conveccion- difusion generalizado [1,2,S,10] de la forma:

donde n es un dOlninio arbitrario con contorno r y [0, T] es el intervalo de analisis; U
es el vector de incognitas, U = [UlJ U2, Us, U4] siendo UlJ U2, 'y Us las componentes del
vector velocidad y U4 = P es la presion; L es el gradiente espacial de las incognitas
definido como: Lmn =~; V es el operador gradiente Vi(') =~; A = Aimn es el tensor
generalizado de conveccion que para un valor fijo de n = ii se 10 escribe como: An = [Aimn];
K = Kiimn el tensor difusion generalizado que para un valor fijo de n = ii Y i = ; se 10
escribe como: K;n = [K;imn]; M es el tensor de masa generalizado y F el vector de fuerzas
especificas de masa (ver definiciones de An, K;n' My F en [1,2,3,10]) y los indices son
i = 1, .... , 1lva•• m = 1, .... , 1lva•• n = 1, .... , ndim Y i = 1, .... , ndim con ndim la dimension
del espacio y nvar el nlimero de ecuaciones a resolver (igual al nlimero de incognitas) que en
este caso es nvar = ndim + 1.

El problema formal consiste en hallar U que satisfaga el sistema (1), tal que:





autovectores de la matriz p,-norma del tensor de conveccion generalizado (el sistema Y).
Este tensor difusion se identifica como K y se define como sigue:

con 1 = 1, .. _,nvcr'

Luego, se calcula la matriz p,-norma de K como:

y se fuerza a que IKlp. sea diagonal en el sistema Y usando una tecnica convencional de
diagonalizacion (9). A los valores de esta diagonal se los llama Ak;.

Por Ultimo calculamos los coeficientes de "ponderacion" en cada direccion de Y como:

• T; = 0 si Ac; = 0 (12)

• (a;) si Ac; ;i 0 Y Ale; ;i 0 (13)Ti=~

siendo ( la funcion optima de difusividad numeric a definida por [9J: (a;) = coth(o;) - ail

y a; es el nUmero de Pec1et elemental: a; = ~.
""ok;

donde 5 es la funcion delta de Kronecker y el "tensor de ponderacion" que se usa en ec.(3)
se obtiene transformando esta Ultima expresion al sistema original:

Esta metodologia satisface las condiciones de diseiio formuladas por Hughes et al. [31. En
el presente trabajo se utilizo p, = Ipara el c&culo de las p,-normas que se necesitan.

En el contexto del metodo de elementos finitos [9J, el dominio espacial se discretiza mediante
una coleccion de elementos disjuntos y el campo continuo de las incognitas U es localmente
aproximado por funciones polinomicas en la manera convencional:

donde U h es la aproximacion del vector continuo de incognitas U, fJ es el vector de incognitas
nodales y iJh son las funciones de forma tradicionales en elementos finitos [91.

La forma variacional ec.(4) se escribe en forma semidiscreta de la forma:



R;: { iFh· R(Uh}dO + :E { P(iFh} . R(Uh}dO.+Jo e JOe

{ iFh' [(K: L(Uh» .n-H]& + { iFh' (Uh - UO)& = 0JrH Jr.
donde iFh es adoptada como la forma discreta de las funciones de prueba oF' de ec.(4) y R es
el vector residuo [9].

La discretizaci6n temporal de la ec.(18) se realiza por medio de un esquema implicito de
Euler [91.

Para resolver el sistema algebraico no lineal que resulta de ec.(18) se utiliza el conocido
metodo de Newton [9} en formaincremental-iterativa. El critero de convergencia del algoritmo
se basa en la norma vectorial en L2 del vector residuo.

La superficie que separa dos medios se identifica con una malla de superficie arbitraria
(ASM) [4}. Esta malla es independiente de la malla de elementos finitos fija en la que se
resuelve el problema de fiujo. Los dos medios a uno y otro lado de esta malla de superficie se
identifican segUn la normal unitaria a la misma y se asignan las propiedades correspondientes
a cada punta de integracion segUn en que 1000 de dicha superficie se encuentre el punto. Para
obtener la nueva posici6n de los nodos de la ASM se utiliza un esquema de aetualizaci6n
Lagrangiano tipico [4]:

en el cual li.t es el paso de tiempo, zi es la posici6n del nodo i de la ASM en el tiempo t" y
UASM, es la velocidad que Ie corresponde.

6.1. Movimiento de la superficie de separacion de dos liquidos por efeeto de la
gravedad

Este problema es analizado por Tezduyar et aI. [Ill. Dos liquidos con la misma viscosidad
dinamica I-' = 0.001 Y densidades distintas iguales a 1.0 y 2.0, ocupan un tanque cerrado de
0.8 X 0.6 (en unidades consistentes). La posicion inicial de la superficie entre ambos medios
tiene una inclinacion de 0.25 y una altura media de 0.3 como puede verse en la Figura 1 junto
ala discretizacion por elementos finitos de cuatro nodos usada para resolver el problema. EI
medio mas liviano esta sobre el pesado y la gravedad es 0.294. Se realiza un analisis transitorio
donde la posici6n inicial es la descripta y se la considera en reposo. El incremento de tiempo
para el analisis es 0.5. La velocidad normal a todas la caras del tanque se prescriben nulas
y las tangenciales solo se anulan en la cara superior e inferior. La presion toma valor nulo
en la esquina superior derecha. El seguimiento de la superficie libre se hace de acuerdo a la
forma ya comentada [4J. En la Figura 2 se grafica la posicion de la superficie de separacion de
medios en las caras laterales del tanque a 10 largo del tiempo mostrando muy buen acuerdo
con los resultados presentados por Tezduyar et al [11]. Las curvas de igual presion para
distintos tiempos pueden verse en la Figura 3 donde una vez mas aparece la similitud con los
resultados obtenidos en (11].

En la Figura 4 se muestran los resultados obtenidos con la presente metodologia en
comparacion con los que se obtienen mediante la formulaci6n presentada en [7,8]. Como
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puede verse, hay una mejora en el tratamiento de la condicion de de incompresibilidad del
sistema.

6.2. Movimiento de la superficie enter dos medios por efecto de una carga
cic1ica horizontal

Este problema es similar al present ado por Tezduyar et al.[ll] y por Huerta et al.c12]. Se
trata de un tanque parcialmente lleno por un fluido que esta inicialamente en reposo y ocupa
una seccion rectangular de 2.667 X 1.0 de densidad P2 = 1.0 y viscocidad IL2 = 0.002. El
resto del'tanque esta lleno de un fluido no viscoso (ILl = 0.0) y densidad PI = 1.0-6 tambiE!n
inicialmente en reposo. Esta sometido al efecto de la gravedad GJI = -1.0 y a una fuerza
horizontal ciclica por unidad de masa Go: = 0.01sin(0.978t). El dominio se discretiza en 2320
elementos bilineales. La geometria del problema y la malIa de elementos finitos utilizada se
muestran en la Figura 5. Se realiza un analisis transitorio con un paso de tiempo de 0.107
10 que significa 60 pasos por ciclo de carga. En la Figura 6 se present an las posiciones de la
superficie de separacion de ambos medios en diversos tiempos durante el ciclo diez de carga.
Este diagrama al igual que los presentados en [12] evidencian el "punto de encabalgadura"
propio del sistema por la presencia del termino convectivo y su correct a captacion. En la
Figura 7 se present a la historia de la posicion de los puntos de la superficie entre ambos
medios en contacto con los later ales del tanque. Este result ado muestra un comportamiento
muy similar a los presentados en [11] y [12J.

Se realizo ademas un analisis espectral de la respuesta. El diagrama de densidad espectral
se presenta en la Figura 8 donde se ve que ]a frecuencia de la salida es similar a la de la
fuerza ciclica impuesta (0.978/(2 11'». El diagrama no presenta otros picos por 10 que no hay
superposicon de otras frecuencias de oscilacion. Por otro lado se interpreta que la onda que
puede observarse en la media del diagrama se corresponde primeramente al efecto transitorio
del movimiento tendiendo luego a desaparecer 10 que se corresponde a una forma estacionaria
del mismo.

De los resultados numericos obtenidos puede decirse que la formulacion original de Hughes
et al. [3] adaptada para el caIculo de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles [1,2]
da resultados muy satisfactorios en las pruebas clasicas para este tipo de formulaciones. A
su vez, con la inclusion de un algoritmo simple [4] para el tratamiento de superficies de
separacion de medios, los ejemplos brindan resultados tambien favorables. Por 10 tanto, la
formulacion propuesta puede considerarse adecuada para el tratamiento de problemas de flujo
incompresible.

El primer autor agradece a J. J. Egozcue por la ayuda prestada en el analisis espectral
presentado en el segundo ejemplo.
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Figura 1: Movirniento de la superficie de separacion de dos medias par efectos de la gravedad

• a) Geomehia; b) Malia de elementos finitos.



Figura 2: Movimiento de la superficie de separaci6n de dos medios por efedos de la gravedad
- Historia de la superficie en los lados A y B del tanque. Lado A: - _ - - -
Tezduyar et a/.[lll; - Este trabajo. Lado B: - - - Tezduyar et a/Jlll; _
- Este trabajo. (Hr = (altura de la ola - 0.3)/0.3).

Figura 3: Movimiento de la superficie de separaci6n de dos medios par efectos de la gravedad
- Contorno de presiones.
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Figura 4: Movimiento de la superficie de separacion de dos medios por eCeetosde la gravedad
_ Historia de la superficie en los lados A y B del tanque. Lado A: - Este trabajo;
___ Cruchaga y Onate (7,8J. Lado B: - - - Este trabajo; - - - - - Cruchaga
y Onate [7,8]. (Hr = (altura de la ala - 0.3)/0.3).
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Figura 5: Movimienta de la superficie de separacion de dos medios por eCeetosde una carga
especifica horizontal ciclica - a) Geometria; b) Malla de elementos finitos.
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Figura 6: Movimiento de la superficie de separacion de dos medios pOIefedos de una cuga
especifica horizontal ciclica - Posicion de la superficie en distintos tiempos del ciclo
diez de carga.
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Figura 7: Movimiento de la superficie de separaci6n de dos medios por efectos de una
carga especifica horisontal ciclica - Historia de la superficie en los lados A y
B del tanque obtenidos en este trabajo. Lado A: Lado B:
(H, = (altura de la ola - 1.0)/1.0).

Figura 8: Movimiento de la superficie de separaci6n de dos medios por efectos de una carga
c$pccifkllo horizontll1 ciclica. • AnAlisis espectrll1.


