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RESUMEN

Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incompresible se resuelven en el contexto del MEF utilizando
la formulacién presentada en [1, 2], que es una adaptacién de la técnica desarrollada por Hughes et al.B¥
para flujo compresible conocida como "operador generalizado de lineas de corriente”. Esta nueva metodologia
permite el uso de polinomios interpolantes de igual orden para la descripcién de las variables del problema:
velocidad y presién. Ademis, esta formulacién no necesita de parimetros adicionales elegidos por el usuario. Se
incorpora también el tratamiento de supcrficies de separacién de medios de acucrdo a la metolodogia presentada
en [4] Finalmente se presentan resultados numéricos que muestran un comportamiento satisfactorio de las
metodologias desarrolladas. )

ABSTRACT

In the context of the Finite Element Method, the Navier-Stokes equations for incompressible flow are solved
using a methodology presented in (1, 2]. This technique is the adaptted form of the gencralized streamline
operator (GSO) presented by Hughes et al. B for compressible flows. This new methodology allows the
use of equal order interpolation for the unknowns of the problem: velocity and pressure. In this context, the
definition of the "upwinding tensor® does not require paramecters defined outside this model. Further, the
interface motion problem is taken into account by means of the methodology presented in [4] Finally, this
formulation has been checked in several tests with satisfactory results.

1. INTRODUCCION

En este trabajo se resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incompresible en
el marco del método de los elementos finitos utilizando una extensién presentada en [1,2]
de Ia técnica conocida como "operador generalizado de lneas de lineas de corriente” (GS0)
desarrollada por Hughes et of. (3 para flujo compresible. El problema se resuelve en sus
variables primitivas, es decir, la velocidad ¥ presidn son las incégnitas del mismo. En este
contexto, la novedad radica en cémo queda expresada la funcién de perturbacién en la funcién
de peso 1123 Esta funcién perturbacién se define como la ecuacién de flujo a resolver
valorada por un "tensor de ponderacién” (1.2,

La metodologia del GSO aplicada al caso incompresible como se desarrolla en [1,2] permite
el uso de polinomios de interpolacién de igual orden para discretizar las variables del problema
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ya que involucra términos del tipo de los usados en formulaciones conocidas como ”Galerkin-
cuadrados minimos” (GLS) 5678, Gracias a este tipo de términos, ademas, no se necesitan
técnicas de penalizacién en presiones para ajustar la condicién de incompresibilidad. Este
contexto permite también que no sea necesario el uso de factores exteriores al modelo e
ingresados por el usuario desde fuera del cédigo y a conveniencia.

En la Seccidén 2 se describen brevemente las ecuaciones fundamentales del problema y su
forma débil, mientras que en la Seccién 3 se presenta la forma en que se obtiene el "tensor de
ponderacién”. En la Seccién 4 se resumen la formulacién en elementos finitos y la estrategia
de resolucién adoptada.

El seguimiento del frente material mévil se hace teniendo en cuenta su velocidad en cada
instante de cdlculo de acuerdo a un simple pero eficaz algoritmo presentado en [4).
superficie mévil interfaz se identifica con una malla (ASM) de elementos lineales en el caso
2D y bidimensionales en el caso 3D completamente independiente de la malla de elementos
finitos utilizada en el cdlculo del flujo. La normal a esta superficie identifica hacia uno y otro
lado los dos medios materiales presentes en el dominio. Se calcula la velocidad en los nodos
que definen esta malla arbitraria de superficie (ASM) con una simple interpolacién de dicho
campo en el elemento finito al que previamente se identificé pertenece el nodo.

En la Seccién 5 se hace una suscinta descripcién de esta forma de seguimiento del frente.

Por iltimo, en la Seccién 6, se analizan problemas complejos con superficie de separacién
de medios con el fin de probar la capacidad de la metodologia desarrollada. Los resultados
correspondientes a la presente formulacién se comparan con otros obtenidos por diversos
autores, mostrando un muy buen ajuste cuantitativo y cualitativo con los mismos.

2. ECUACIONES FUNDAMENTALES Y SU FORMA DEBIL

Las ecuaciones fundamentales son las muy bien conocidas ecuaciones de cantidad de
movimiento y de conservacién de la masa en las que se considera un fluido Newtoniano y
condiciones de incompresibilidad. Estas ecuaciones pueden ser escritas como un sistema de
conveccién- difusién generalizado 12319 de la forma:

M-U+A:L-V-(K:LY=F Q x [0,T] e3)

donde € es un dominio arbitrario con contorno I' y [0,7] es el intervalo de analisis; U
es el vector de incégnitas, U [u1, uz, us, u4] siendo u;, uz, ¥ uz las componentes del
vector velocidad y u4 = p es lapresién; L esel grad.\ente espacml de las incégnitas
definido como: Lyn = a w2; V es el operador gradiente V;(-) = 82, A = Aimn es el tensor
generalizado de conveccién que para un valor fijo de n = 7 se lo escribe como: A; = [Am.ﬁ],
K = Kjimn el tensor difusién generalizado que para un valor fijode n = ay j = j se lo
escribe como: Kj; = [K3ima); M es el tensor de masa generalizado y F el vector de fuerzas
especificas de masa (ver definiciones de Aj, K33, M y F en {1,2,3,10]) y los indices son
i=1, e, M=1 Ny, =1,y faim ¥ J = 1,00, Ngim CON Ngim la dimensién
del espacio y ny,, el nimero de ecuaciones a resolver (igual al niimero de incdgnitas) que en
este caso es Nyqr = Ndim + 1.

El problema formal consiste en hallar U que satisfaga el sistema (1), tal que:
R(O)=M -U+A:L-V-(K:L)-F=0 inQ x [0,7) (2)

junto a condiciones de borde apropiadas [1:2:6.78],
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autovectores de la matriz p,-norma del tensor de conveccién generalizado (el sistema Y').
Este tensor difusién se identifica como K ¥ se define como sigue:

K = (K] = Rjimn = Y,-qf{qu,,Y,;l (10)

conl=1,..,n,,.

Luego, se calcula la matriz p,-norma de K como:
_ _ a1
B lp, = {D ) 1R jmlPe} s (11)
F) n

y se fuerza a que |K|,, sea diagonal en el sistema Y usando una técnica convencional de
diagonalizacién 9], A los valores de esta diagonal se los llama Ay, .

Por dltimo caleulamos los coeficientes de "ponderacién” en cada direceién de Y como:
. =0 st Ay =0 (12)

()
Xe:

si A, #O0y Ay #0 (13)

. T =
siendo ¢ la funcién éptima de difusividad numérica definida por B ¢ (i) = coth(a;) ~ o;?
¥ a; es el niimero de Péclet elemental: a; = ;—:l

. ™=

1. .
o si A #£O0y A =0 (14)

El "tensor de ponderacién” en el sistema Y se expresa entonces como:
TY = TY;; = §uTrbi; (15)

donde § es la funcién delta de Kronecker y el "tensor de ponderacién” que se usa en ec.(3)
se obtiene transformando esta tltima expresién al sistema original:

=Y .71y.Y ! ] (16)

Esta metodologia satisface las condiciones de disefio formuladas por Hughes et al. 8, En
el presente trabajo se utilizé p. = 1 para el cilculo de las P«-nOrmas que se necesitan.

4. FORMULACION EN ELEMENTOS FINITOS

En el contexto del método de elementos finitos , el dominio espacial se discretiza mediante
una coleccién de elementos disjuntos y el campo continuo de las incégnitas U es localmente
aproximado por funciones polinémicas en la manera convencional:

UxUy=3%,0 )

donde U, es a aproximacién del vector continuo de incégnitas U, U es el vector de incégnitas
nodales y &, son las funciones de forma tradicionales en elementos finitos ).

La forma variacional ec.(4) se escribe en forma semidiscreta de la forma:
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RE/n§,,-R(U,')dQ+;/m P(%,) -R(U,)d0,+

/ §}.-[(K:L(Uh))-n—ﬂldr+/ §1.'(Uh—U°)dF=O (18)
T r.

donde $j es adoptada como la forma discreta de las funciones de prueba ¥ de ec.(4) y B es
el vector residuo (9,

La discretizacién temporal de la ec.(18) se realiza por medio de un esquema implicito de
Euler [9],

Para resolver el sisterna algebraico no lineal que resulta de ec.(18) se utiliza el conocido
método de Newton (9 en forma incremental-iterativa. El critero de convergencia del algoritmo
se basa en la norma vectorial en Ly del vector residuo.

5. TRATAMIENTO DE LAS SUPERFICIES MOVILES

La superficie que separa dos medios se identifica con una malla de superficie arbitraria
(ASM) [, Esta malla es independiente de la malla de elementos finitos fija en la que se
resuelve el problema de flujo. Los dos medios a uno ¥ otro lado de esta malla de superficie se

Lagrangiano tipico [4:

z:-"“ =z} + "’:;}W.- At (19)
en el cual At es el paso de tiempo, 2 es la posicién del nodo i de la ASM en el tiempo ¢, y
uasa; es la velocidad que le corresponde.

6. EJEMPLOS NUMERICOS

6.1. Movimiento de la superficie de separacién de dos liquidos por efecto de la
gravedad

Este problema es analizado por Tezduyar et al. [11]. Dos liquidos con la misma viscosidad
dindmica & = 0.001 y densidades distintas iguales 2 1.0 y 2.0, ocupan un tanque cerrado de
0.8 x 0.6 (en unidades consistentes). La posicién inicial de 1a superficie entre ambos medios
tiene una inclinacién de 0.25 ¥ una altura media de 0.3 como puede verse en la Figura 1 junto
& la discretizacién por elementos finitos de cuatro nodos usada para resolver el problema. El
medio m4s liviano est4 sobre el pesado y la gravedad es 0.294. Se realiza un andlisis transitorio
donde la posicién inicial es la descripta y se la considera en reposo. El incremento de tiempo

en la esquina superior derecha. El seguimiento de la superficie libre se hace de acuerdo a la
forma ya comentada 4!, Ep Ia Figura 2 se grafica la posicién de la superficie de separacién de

con los resultados presentados por Tezduyar et al [, Las curvas de igual presién para
distintos tiempos pueden verse en la Figura 3 donde una vez mis aparece la similitud con los
resultados obtenidos en (11],

En la Figura 4 se muestran los resultados obtenidos con la presente metodologia en
comparacién con los que se obtienen mediante la formulacién presentada en [7,8]. Como
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puede verse, hay una mejora en el tratamiento de la condicién de de incompresibilidad del
sistema.

6.2, Movimiento de la superficie enter dos medios por efecto de una carga
ciclica horizontal

Este problema es similar al presentado por Tezduyar et al.[11] ¥ por Huerta et al.12], Se
trata de un tanque parcialmente lleno por un fluido que est4 inicialamente en Ieposo y ocupa
una seccién rectangular de 2.667 x 1.0 de densidad pz = 1.0 y viscocidad g, = 0.002. El
resto del 'ta.nque esta lleno de un fluido no viscoso (#1 = 0.0) y densidad p1 = 1.0~ también
inicialmente en reposo. Est4 sometido al efecto de la gravedad G, = ~1.0 y a una fuerza
horizontal ciclica por unidad de masa G, = 0.015in(0.978¢). El dominio se discretiza en 2320
elementos bilineales. La geometria del problema y la malla de elementos finitos utilizada se
muestran en la Figura 5. Se realiza un andlisis transitorio con un paso de tiempo de 0.107
lo que significa 60 pasos por ciclo de carga. En la Figura 6 se presentan las posiciones de la
superficie de separacién de ambos medios en diversos tiempos durante el ciclo diez de carga.
Este diagrama al igual que los presentados en [12] evidencian el "punto de encabalgadura”
propio del sistema por la presencia del término convectivo ¥ su correcta captacién. En la
Figura 7 se presenta la historia de la posicién de los puntos de la superficie entre ambos
medios en contacto con los laterales del tanque. Este resultado muestra un comportamiento
muy similar a los presentados en (11} y [12].

Se realizd ademés un andlisis espectral de la respuesta. El diagrama de densidad espectral
se presenta en la Figura 8 donde se ve que la frecuencia de la salida es similar a la de la
fuerza ciclica impuesta (0.978/(2 7)). El diagrama no presenta otros picos por lo que no hay
superposicén de otras frecuencias de oscilacién. Por otro lado se interpreta que la onda que
puede observarse en la media del diagrama se corresponde primeramente al efecto transitorio
del movimiento tendiendo luego a desaparecer lo que se corresponde a una forma estacionaria
del mismo.

CONCLUSIONES

De los resultados numéricos obtenidos puede decirse que la formulacién original de Hughes
et al. [% adaptada para el cilculo de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles [1.2]
da resultados muy satisfactorios en las pruebas cldsicas para este tipo de formulaciones. A
su vez, con la inclusién de un algoritmo simple [4 para el tratamiento de superficies de
separacién de medios, los ejemplos brindan resultados también favorables. Por lo tanto, la
formulacién propuesta puede considerarse adecuada para el tratamiento de problemas de flujo
incompresible.
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Figura 1: Movimiento de la superficie de separacién de dos medios por efectos de la gravedad
- a) Geometria; b) Malla de elementos finitos.
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[X 10. 20. 0. 40. 0. 60. 0. 50. 90. 100. to. 120.
time

Figura 2: Movimiento de la superficie de separacién de dos medios por efectos de la gravedad
- Historia de la superficie en los lados A y B del tanque. Lado A: ~— - - - —
Tezduyar et al(11; — Este trabajo. Lado B: — - — Tezduyar et all1l); - ..
- Este trabajo. (H, = (altura de la ola —0.3)/0.3).

Step 18

Step 30 Step 36

Figura 3: Movimiento de la superficie de separacién de dos medios por efectos de la gravedad
- Contorno de presiones.
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Figura 4:

Figura 5:

Figura 6:

Movimiento de la superficie de separacién de dos medios por efectos de la gravedad
- Historia de la superficie en los lados A y B del tanque. Lado A: — Este trabajo;

— - — Cruchaga y Ofiate ["8], Lado B: - -- Este trabajo; —- - - — Cruchaga
y Ofiate 8], (g, = (altura de la ola —0.3)/0.3).
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Movimiento de la superficie de separacién de dos medios por efectos de una carga
especifica horizontal ciclica - a) Geometria; b) Malla de elementos finitos.
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Movimiento de la superficie de separacién de dos medios pot efectos de una carga
especifica horizontal ciclica - Posicién de la superficie en distintos tiempos del ciclo
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Figura 7: Movimiento de la superficie de separacién de dos medios por efectos de una
carga especifica horizontal ciclica - Historia de la superficic en los lados A y
B del tanque obtenidos en este trabajo. Lade A: -— . Lado B: - - - - .
(H, = (altura de la ola — 1.0)/1.0).
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Figura 8: Movimiento de la superficie de separacién de dos medios por efectos de una carga
especifica horizontal ciclica - Andlisis espectral.




