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RESUMEN
Se presenta una soluci6n en diferencias finitas del problema conjugado de convecci6n
forzada y conducci6n de calor en el interior de tubos circulares con inyecci6n 0

sustracci6n del fluido a traves de la pared porosa del tubo. El objetivo del trabajo es
determinar como influye el angulo de ingreso del fluido a traves de la pared sobre el
transporte de energfa y las tensiones de corte en la superficie interfacial s6Iido-liquido.
Adicionalmente se hace un analisis de la manera mas eficiente de incorporar en el
algoritmo numerico diferentes tipos de condiciones de borde en terminos de la vorticidad
y de la funci6n de corriente.

ABSTRACT
This paper presents a finite difference solution to the heat conduction-forced convection
conjugate problem inside circular pipes with radial injection or suction through the porous
pipe walls. The main objective of this work is to calculate the effect of the fluid inlet
angle through the permeable wall on the energy transport and on the wall shear stresses
in the liquid-solid interface. Aditionally. an analysis to find an eficient way to
incorporate in the numerical algorithm different types of boundary conditions in terms of
the stream function and on the vorticity is developed.

La inyecci6n 0 la sustracci6n del fluido a traves de una pared porosa se usa con frecuencia en varios
dispositivos energeticos con el prop6sito de organizar e intensificar diferentes procesos de transporte
de energfa y de masa. Por ejemplo, la inyecci6n del fluido se aplica con eficiencia para estabilizar las
llamas dentro de las camaras de un motor de aviaci6n, para proteger las paredes y estabilizar el arco
electrico de un plasmotron, para resguardar las paredes de un ducto de la influencia destructiva de los
flujos termica 0 qufmicamente agresivos [I]. Adicionalmente, es el mecanisme inherente de la
transferencia del calor latente dentro de un tubo de calor [2]. La inyecci6n 0 la sustracci6n del fluido
a traves de la pared porosa hace muy particular la parte hidrodinamica del problema: la estructura del
flujo cambia contfnuamente a 10 largo del canal; por consiguiente, en el sistema no habra ning(in flujo
hidrodinamicamente estabilizado. Raithby [3] estudi6 numericamente el efecto del numero de Reynolds
radial sobre los numeros de Nusselt en la superficie interfacial para dos casos, temperaturas 0 flujos
de calor impuestos en la superficie exterior del tubo. Faghri [4] generaliz6 el modele matematico
propuesto por Raithby incorporando los terminos responsables de conductividad termica axial en la
pared y examin6 numericamente el efecto de la conductividad termica y del espesor de las paredes del
ducto en los numero de Nusselt y en las temperaturas a 10 largo de la superticie interfacial s6lidu-
lfquido tanto para el caso de la inyecci6n como para la sustracci6n del fluido a traves de la pared en
la direcci6n normal. Moraga et al. [5] tuvieron por objetivo el estudio del mismo problema (Faghri
et al [4]) pero analizando el efecto de diferentes angulos de ingreso del fluido a traves de la pared
porosa en los numero de Nusselt con la temperatura uniforme y permanente impuesta sobre la
superticie exterior del tubu.



ENiEF 9° Congreso Sobre Metodos Numericos y sus Aplicaciones

En el presente trabajo se analizan diferentes angulos de ingreso 0 de sustracci6n del tluido a traves de
la pared porosa y su intluencia sobre la transferencia local de calor y las tensiones de corte en la
superficie interfacial solido-Iiquido con un flujo constante de calor distribuido uniformemente en la
superticie exterior del tubo: tambien se estudia el efecto del numero de Peelet en los numeros de
Nusselt locales para diferentes pertiles de velocidad de ingreso del fluido.
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Figura I: Esquema del modelo fisico para la transferencia de calor en la secci6n longitudinal de un
ducto con inyeccion del fluido.

La geometria del ducto se presenta en la figura 1. La superficie exterior del canal esta expuesta a un
flujo permanente y uniforme de calor qo. EI fluido ingresa al ducto teniendo un perfil uniforme de
velocidad W" y de temperatura T,. EI ingreso radial del fluido a traves de la pared porosa se realiza

en la superficie interior de la pared con velocidad Vi sencp . EI modele matematico que gobierna

el problema en estudio en la forma adimensional es el siguiente:

aw +v'r~(~)+u.aw =~[~(..!~ (r-W))+ i)2W]at ar r az Re ar r ar az2

W-_l~_ a(l aW)- r az2 ar r ar

W y w son las funciones de corriente y de vorticidad respectivamente, T( y T, son las

temperaturas dentro del fluido y del solido.



EI sistema fut: adimensionado en base alas transformaciones siguientes:

I Z U v t'we T-TeI*=--, Z*=--, U*=-, V*=-, t*=--, T*=----- (7)
2Ii 2Ii we We 2Ii (qoIi/kf)

la longitud de la superficie de ingreso del fluido (L/2rJ; la termodifusividad termica de la pared a=
a/a,;

la longitud total dd canal (L12rJ; d espesor adimensional de la pared porosa d = (I 0 - Ii) /2 Ii;

v. = 2Rei , el angulo q> es can que el fluido ingresa al canal y se mide respecto ala direcci6n, Re

horizontal y t:n contra dt: la marcha de las manecillas del reloj encontriindose en d intervalo

O;;q>;;2lt



la atenci6n en el estudio de los efectos que tienen el angulo ljl de ingreso del fluido y el numero
de Peelet en los numeros de Nusselt

•. (z) =-.l( aU) sobre la superficie interfacial, donde T,(Z) es la
Re ar pO,S

En el trabajo presente el espacio geometrico presentado en la figura 1 se discretiza con la malla
variable siguiente:

• '12M Z L(i-1) '=1 2 Krj+1=rj+urj,]= , , ... , ; i= [1,1-0.05(i-1)]160'~ , , ... , ,

que es no uniforme tanto en la direcci6n axial como en la direcci6n radial. El tiempo tambien se
discretiza:

El I d I· fu" d' I . f(ljli,rj, tn) =f1j ,va or e cua qUlera nClOn lscreta de modelo se deslgna en la forma

Introduciendo en el modelo el tiempo ficticio •. ,la ecuaci6n de Poisson(2) del sistema se reduce a
la del tipo parab61ico siguiente:

De esta manera las cuatro ecuaciones del modelo ahora son del mismo tipo, parab6lico y por
consiguiente se les puede aplicar a sus soluciones el mismo metodo y algoritmo de calculo. En este
trabajo se usa el esquema implicito basado en el metodo de direcciones alternadas (ADI)[6] cuya
interpretaci6n particular al problema considerado aqui se comenta en [7].

EI tiempo ticticio T optimo respecto del tiempo adimensional en el trabajo fue encontrado
experimemado numericamente y resulto ser (tJ.r 15/20) , Del plameamiento del problema se ve
que en las condiciones de borde falta la informacion respecto a la funci6n de vorticidad en las paredes.
Por otro lado. en las mismas fronteras se da la informacion de 10necesario respecto a la funcion de
corriente, Por consiguiente. en cada pared la funcion de vorticidad se encuentra para cada instante de
tiempo en la forma aproximada en base alas ecuaciones (I) y (2) incorporando ademas en el algoritmo



un cicio iterativo interno respecto al tiempo. Los calculos en este caso para un instante de tiempo se
construyen de la manera siguiente. Inicialmente por el metodo ADI se resuelve la ecuaci6n (I) con
las condiciones de borde de primera clase para la funci6n de vorticidad (sus valores para la iteraci6n
actual se toman de la iteraci6n anterior). Despues iterativamente se resuelve con el mismo metoda de
ADI la ecuaci6n (2) encontrando como el resultado el campo de la funci6n de corriente. EI proceso
iterativo se detiene cuando se cumple el criterio siguiente:

donde s es el numero de iteraci6n. El numero de iteraciones necesarias para construir el campo de la
funci6n de corriente para cada instante de tiempo disminuye rapidamente de 25 a 30 para los primeros
instantes de tiempo hasta 2-4 para la mayoria de los pasos posteriores en el tiempo. En cada instante
de tiempo el campo de la funci6n de corriente construido se corrige despues en todos los nodos que
se encuentran a un paso de las fronteras superior e inferior del dominio en la direcci6n radial para
cumplir con la condici6n de inyecci6n del fluido en las paredes y con las condiciones de simetria para
r=O. Esto se puede hacer, por ejemplo, en base a las f6rmulas siguientes:

Como resultado, en los mismos nodos ya no se cumple la ecuaci6n (2); por consiguiente, es preciso
redefinir ahi los valores de vorticidad a traves de la ecuaci6n de Poisson. En la etapa 'final de este
cicio iterativo se determina la funci6n de vorticidad en las paredes. Sus valores .se despejan de la
ecuaci6n (1) escrita en diferencias finitas para los mismos nodos mencionados arriba. Los valores

finales de vorticidad en las paredes son los siguientes: w~?=w~?'a; +W~j (1-a;) , donde

i= 1,2, ... ,K,j =M; a es un parametro de relajaci6n que influye considerablemente sobre la velocidad
de convergencia del proceso iterativo y en este trabajo tenia un valor igual a 0,5. Ademas, el cicio
iterativo "p" es el exterior para el cicio iterativo "s". Los calculos de la funci6n de vorticidad se
terminan tambien al cumplir con la ecuaci6n semejante a (9). Despues de encontrar los campos de
vorticidad y de la funci6n de corriente, se calculan las velocidades u y v derivando numericamente la
funci6n de corriente; para esto se usan las diferencias finitas centrales. E1 siguiente paso es encontrar
el campo de temperaturas resolviendo en base al mismo metodo AD! las ecuaciones (3) y (4) del
modelo. Todos los calculos en el programa se terminaban despues de cumplir las condiciones

I (rpD+l_rpD) / rpDI,:;10-4 , donde n es el numero del instante de tiempo y rp= (1jI, W, T, w) .

En este algoritmo se usa la notaci6n de los terminos convectivos "en contra del flujo" del fluido 17]
10 que junto con la forma implfcita del esquema asegura la estabilidad numerica incondicional de la
misma y la convergencia de su soluci6n. Sin embargo, antes de empezar a resolver el modelo para
algunas combinaciones de los parametros que gobiernan el problema es preciso estudiar la convergencia
del esquema para las mallas con diferentes numeros de nodos con el objetivo de encontrar una malla
que permita encontrar la soluci6n del problema en diferencias finitas con un minimo numero de nodos
pero con la precision requerida.

Con este objetivo se ha realizado una serie de ensayos en base a los cuales se escogi6 la malla no
uniforme 21x19 para los tlujos que cumplen las condiciones Re,:; 103, .1. ,:; 0,1,
L,:; 20,0.01 ,:;PI':; 10 , -S,:;Rei,:;2 .



Para d~t~rminar ~I rango de confianza del algoritmo numerico construido s~ han r~alizad() ad~mas
varios test d~ control para comparar las solucion~s numericas con las analfticas conocidas ~n la
lit~ratura para algunos casos especiales mas simples y tambien con los resultados experimentales y
numericos de otros autores. Por ejemplo, comparando nuestros resultados numericos con los
resultados analfticos y experimentales c1asicos [8] que proporcionan la informaci6n respecto al perfil
parab61ico d~ velocidad dentro de un tubo circular y los numeros de Nusselt en el caso de la
temp~ratura 0 del f1ujo de calor impuestos en la pared se encontr6 la desviaci6n maxima entre los
resultados del orden de 3 %. Reproducimos ademas los numeros de Nusselt y los perfiles de
temp~ratura interfacial construidos por Faghri et al. [4J para los casos de inyeccion 0 sustraccion de
fluido en los rang os siguiemes de panlmetros:

1 s; K s; 5000 ; 0.01 s; 11 s; 0.1 ; - 3 s; Rei s; 1 ;ladesviaci6nmaximaencontrada

fue del orden de 6%.

Por consiguiente, se puede concluir que nuestro algoritmo, construido en los intervalos mencionados
de los parametros adimensionales que gobiernan el problema y con la geometrfa presentada en la
figura 1, da resultados comparables por su precisi6n con los experimentales y con los analfticos
encontrados en la literatura.

Es preciso d~stacar qu~ la longitud del canal ~n el trabajo fue ~Iegida como L > L, para poder escribir
las condicion~s d~ borde en la secci6n de salida del tubo en dond~ se suponen que los perfiles d~
v~locidad y d~ temp~ratura son desarrollados.

La originalidad de este trabajo se basa en la incorporaci6n en el modelo matematico (Faghri et al[4])
del angulo rp que da la posibilidad de estudiar el transporte local de energfa termica en la superficie
interfacial s6lido-lfquido con diferentes angulos de ingreso 0 salida del f1uido a traves de la pared
porosa. Con este objetivo el Angulo rp varia en el trabajo en el intervalo 45 ° ~ rp ~ 315 ° y el numero
de Peclet se encuentra en el intervalo 10 ~ Pe ~ 1000. Los resultados obtenidos se presentan en las
figuras 2 y 3.
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Figura 2. Efecto del angulo de ingreso del f1uido ~n las tensiones de corte locales. Re= 100. R~; =2:
l-rp= 45°. 2-90, 3-135. 4-225. 5-270, 6-315.



La figura 2 manifiesta que el caso de inyecci6n de f1uido (curvas 4-6) es notoriamente diferente del
caso de sustracci6n del f1uido (curvas 1-3) segun las tensiones locales de corte. Particularmente, se
ve que para la sustracci6n del f1uido a traves de la pared porosa, 0 < rp < 180° con 105 angulos rp
mayores se produce en el sistema la disminuci6n paulatina de las tensiones de corte en toda la
superficie interfacial. Por ejemplo, al au men tar rp desde 45° a 135° se observa que T disminuye
aproximadamente tres veces en la secci6n Z=5,O. Tambien es caracteristico que independientemente
del valor del angulQ de sustracci6n rp las tensiones de corte decrecen paulatinamente en la direcci6n
Z. Por el contrario. en el caso de inyecci6n de f1uido, 180° < rp < 360°. al mayor angulo rp Ie
corresponden siempre mayores valores de las tensiones de corte en la misma superficie. Ademas. en
este ultimo caso las tres curvas tienen sus valores mfnimos cerca de la secci6n ubicada en Z = 1,0.
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Figura 3. Efecto del angulo de ingreso del f1uido en 105 numeros de Nusselt locales para diferentes
numeros de Peclet: l-rp=45°, 2-90,3-135,4-225,5-270,6-315. '



Seg(ln la tigura 3 el efecto del angulo de ingreso 0 de sustracci6n del f1uido a traves de la pared
depende notoriamente del numero de Peelet, el cual en estos casos fue considerado igual 10, 100 Y
1000 10 que da los numeros de Prandtl en este estudio iguales a 0, I, 1,0 y 10. Particularmente,
mientras el numero de Peelet es mayor se observan mayores diferencias en los numeros de Nusselt
entre el caso de sustracci6n de f1uido(0° < <p < 1800, curvas 1-3) y el de inyecci6n del mismo (180°
< <p < 360°, curvas 4-6). Ademas, se nota que mayores desplazamientos en la direcci6n del eje Nu
sufren las curvas que corresponden a la sustracci6n del f1uido (curvas 1-3). Mientras mayor es el
numero de Peclet mas altas son las posiciones de las curvas. En el caso de inyecci6n de tluido con
el crecimiento del numero de Peclet los numeros de Nusselt bajan en toda la superficie pero no en la
forma tan fuerte como en el caso de sustracci6n del f1uido.

Por consiguiente, se coneluye que tanto el numero de Peelet como la filtraci6n del f1uido a traves de
la pared porosa pueden alterar considerablemente los numeros de Nusselt en la superfice interfacial 10
que puede usarse en la practica para acelerar, detener u organizar de la manera requerida el transporte
local de energia termica en la misma superficie. Este efecto puede ser de mucho interes practico en
el caso de tubos de calor, donde se producen simultaneamente los fen6menos de inyecci6n y de succi6n
en las regiones del evaporador y del condensador del dispositivo.
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