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RESUMEN

Se presenta una formulacién elastopléstica para el andlisis de liminas delgadas
metalicas. La funcién de fluencia est4 definida en términos de esfuerzos inte-
grados en el espesor y se consideran endurecimientos isétropo y cinematico.
Con el objetivo de poder considerar grandes deformaciones se utilizan ten-
siones de Kirchhoff y deformaciones de Almansi. Se presentan algunos ejemp-
los numéricos en 2 y 3 dimensiones con el objeto de mostrar la calidad de los
resultados obtenidos.

ABSTRACT
An elasto-plastic formulation for the analysis of thin metallic sheet is pre-
sented. Yield surface is entirely defined in terms of stress resultants. Both
isotropic and kinematic hardening are considered. In order to deal with large
strains, Kirchhoff stress and Almansi strain tensors are used. Some examples
in two and three dimensions are presented to show the improvements of the
formulation.

INTRODUCCION

La utilizacién de elementos finitos basados en aproximaciones a teorfas de ldminas, en
contraposicion a los obtenidos usando la aproximacién de “sélido degenerado”[1], resulta
conveniente cuando se pretende analizar el comportamiento de l4minas delgadas. Dicha
conveniencia radica en que no es necesario integrar la relacién constitutiva en el espesor de
la lmina con el consiguiente ahorro computacional. En contrapartida no es accesible la
utilizacién de modelos elastoplasticos generales. Esta restriccion se ve aliviada en el caso
de ldminas metalicas delgadas donde resulta suficiente utilizar un modelo de plasticidad
de von-Mises (con endurecimiento isétropo y cinematico) basada en un comportamiento
hipereldstico de las componentes elasticas. Dentro del rango de deformaciones moderadas
( £ < 0.15 ) es suficiente considerar una funcién de fluencia en términos de scgundas
tensiones de Piola-Kirchhoff. Para deformaciones mayores resulta necesario describir la
encrgia en términos de las tensiones de Kirchhoff. Para ello se calculan las deformaciones
eldsticas predictoras de Green-Lagrange y partir de estas se evaluan las de Almansi via
push-forward. Las tensiones de Kirchhoff se evaldan a partir de las deformaciones de
Almansi suponiendo una relacién lineal entre ambos. Una vez satisfecha la condicién de
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fluencia (se usa el algoritmo de retorno radial) se recalculan los valores de tensiones de
Piola-Kirchhoff via pull-back y las deformaciones plasticas de Green-Lagrange asociadas.
En este trabajo se presentan aproximaciones en problemas 2-D y 3-D usando elemen-
tos basados en la teoria de liminas de Simo. Se adopta la hipétesis de aditividad de
deformaciones elasticas y plasticas. Se presentan ejemplos de procesos de conformado
de l4minas delgadas metalicas, donde queda en evidencia la mejora introducida por la
presente formulacién.

TEORIA DE LAMINAS UTILIZADA

La aproximacién al comportamiento de liminas utilizada se inscribe dentro de las teorias
de ldminas (en contraste con la denominada aproximacién de sélido degenerado [1]), en
cuanto a que estéd formulada en términos de deformaciones generalizadas y esfuerzos.
En los apartados siguientes se presenta un resumen de los conceptos csenciales de la
formulacién, para més detalles se recomienda consultar las referencias.[2-6]

Descripcién cinemdtica de la ldmina

Cualquier configuracién de la ldmina en R® queda definida en términos de:

i) Superficie media de la lamina, definida por una transformacién ¢ : 4 — R3?

ii) El campo director, definido por la transformacién d : 4 — R3.

Dicho campo define en cada punto de la superficie mediala direccién y longitud de la fibra
que se mantiene recta independientemente de la deformacién (la normal a la superficie
media en las teorfas de ldminas clésicas). El campo director puede descomponerse en:

d=At (1)
donde t es un vector de longitud unitaria (t €5?) y A es la longitud o relacién entre la

longitud actual de la fibra y la longitud inicial de la misma.

El dominio .A C R? se supone compacto con contorno suave A y puntos caracterizados
por (€1,¢?) C A. Llamaremos 8,4 C dAy 8gA C OA las partes de JA donde estin
prescritos ¢ y d respectivamente. S? es la esfera de radio unitario. Si suponemos A =1
en todo el proceso, ello implica la inextensibilidad del campo director.

Con esta notacién, usando una hipétesis de Kirchhoff generalizada, toda configuracién de
la ldmina se describe por

S={xeR¥Yx=p+EM , Ee[-h/2,+h/2]} (2)

donde [—hk/2,+h/2] define el espesor de la limina. Agregaremos un supraindice 0" a las
variables geométricas asociadas con la configuracién de referencia S°.

Usando una base estandar {ej,e,,e3} en R podemos escribir
p= gpiei Pra = <pfae,- t = tle; 3)

donde hemos introducido la notacién ( )i = %1.
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Figura 1: Ilustracion de la geometria que define la cinematica del modelo de la lamina

Tanto en la superficie media deformada como la indeformada, es posible definir un sistema
coordenado convectivo de la forma

{pard} ={anas} vy {0t = {a],a]}

El gradiente de deformacidn relativo F resulta
F = [Xq y Xr2, x’3] [x?l ] x?p x93]_l = [81 1 825 83] [S?y 83» gg]_l 1
= [5011 + éad'h P2 + {3d’2, d] [‘PPI + §3d917 ‘1092 + éad?p dO] (4)
= [0+, a+Edn, d] [ad+ €49, ad+ £y, 0]

El tensor de deformaciones de Green-Lagrange E =} [FTF - 1] resulta como muy buena

aproximacion en el caso de liminas delgadas (despreciando términos asociados a (£3)

an—a}y ap—a n—-" by — b b2 =83, 0
E=z|an—a) an-a) 12-7 [+&| bn—8; bn—b} 0 (5)

Nn-7" m-1n M-l 0 0 o
donde
Qa3 = aqg * ag
7a=(P'a'd
bap = pra - dig (6)
A =d-d

Notar que a,p es la primera forma fundamental de la superficie media y que byg se
convierte en la segunda forma fundamental si d coincide con la normal unitaria (director

inextensible) a la superficie media.

Las medidas de deformacidn generalizadas son entonces (suponiendo A = 1):
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a) deformaciones membranales de la superficie media de la limina
&n 1 an — a,
E(d)) = €99 = - a3 — a‘z’z (7)
212 2(asz — af,)

b) deformaciones de corte transversal

s =[3]=[37%) ®

c) cambios de curvatura de la superficie media

X11 i ~ b?x
X(®) =] x22 | = bz — 3, 9
2x12 2(byz — bY;)
Luego en forma tensorial
E =¢,0a® ®a% + 6, (a™ @ a® +a® @ %) + Ex4p % @ 2% (10)

recordando la definicidn del tensor de Almansi e =% (1 - F‘TF‘I) resulta

e=c,a°Q@a’ +§, (a°®a3+a3®a")+£3xag a® @ af (11)
notar que sus componentes referidas a la base convectiva actual son las mismas que las
del de Green-Lagrange respecto a la base original

Las medidas de la superficie media en las configuraciones original y actual son respecti-
vamente

dp® = j°de* d¢? dp = jd¢'d¢? (12)
con
;0 = (a? X ag) . to = det Vxlsa:o 3 = (a:l X a:2) -t =det Vx°]53=o (13)
también definiremos »
J=37/7° = det Flgs_g = det F (14)
Variaciones admisibles
Sea
C:={®:=(p,t): A€ R? — R® x 5} (15)

el espacio de transformaciones y ® € C la configuracion presente. Supongamos ademds
que e — ®, € C sea la curva de configuraciones con origen en &, esto es @, le=o= ®. Por
definicién el campo tangente a una curva de este tipo en € = 0 se denomina una variacién
admisible. Asf

ToC = {80 := (8,6t) : A — R® x T,5% /6 ls,.4=0 y 6t |s,.4= 0} (16)

donde
T:S*:={weR®/w-t=0} (17)
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es el espacio tangente a S?. Debido a esta dltima condicién 6t puede escribirse como

6 = A 8T

3x1) (3x2) (2x1) (18)
Siendo Ajy3 la matriz ortogonal que transforma el vector e; del sistema coordenado global
a la posicién actual de t, y Asy, es las dos primeras columnas de A. Resulta de mucha

utilidad definir
ft=80xt (19)

cumpliendose
60-t=0 (20)
Definicién de esfuerzos integrados en el espesor

A partir de la expresién de la potencia desarrollada por las tensiones en la teoria tridi-
mensional en funcién del segundo tensor de Piola-Kirchhoff y de las deformaciones de
Green-Lagrange, reemplazando la ec.(10), integrando en el espesor se pueden definir es-
fuerzos conjugados a las deformaciones definidas en (7,8 y 9) que cumplen las funciones
del segundo tensor de P-K.

W: = f0S:EdV°
= [ [P Laga + e + MBbg,] dp (21)

= fzf:Lue+q: L6+ 1n: L,x]du

Definiendo una funcién de energia interna i y usando la desigualdad de Clausius-Duhem
en la forma usual se obtiene

. o . oy . _ O
Ba o __ =Y Ba —
Oe5a T TP, " T Poxsa (22)

p==| pjd§ (23)

En forma similar a las deformaciones, los esfuerzos integrados en el espesor pueden es-
cribirse en forma tensorial referidos a la geometria original (2do P-K)

N=J (r”z"’" a) @a + q"("‘ag)

(24)
M =Jm? al @ a4
o referido a la configuracién deformada (tensor de tensiones de Kirchhoff)
Jh =] (r’z“” a, @ag+ qaaa) =FNF
(25)

Jm=Jn" a,@a;=FMF
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ECUACIONES CONSTITUTIVAS LOCALES

Respuesta tensional hipereldstica
Por razones de simplicidad supondremos una respuesta hipereldstica lineal del material

entre el tensor de tensiones de Kirchhoff y el tensor de deformaciones de Almansi, de tal
forma que las ecuaciones constitutivas resultan

nt 1 v 0 &,
jﬁ = j a2 = (lf—hy?)‘ v 1 0 5—52 = Ce*
Al e [l 2,

J §® = G hx(6x — 62) (26)

mt! 3 1 v 0 Xi1 2
Jim=J| m? =E—h-2— v 1 0 % | =Eege
| 12— v || oy, | 12
donde 4 es el espesor de la lamina, E y G son los mSdulos eldsticos longitudinal y de corte
respectivamente, v es la relacién de Poisson, y x = 2 . Las deformaciones y esfuerzos
indicados con una barra corresponden a las componentes de los tensores de Almansi
y Kirchhoff referidos a un sistema convectivo (&1, 8z, t) de métrica unitaria sobre la

superficie media (Gop = 8, - 85 = Sag  aqui 6ag es el delta de Kronecker)

En (26) hemos supuesto descomposicién aditiva del tensor de deformaciones en una parte
eldstica (que denotaremos con un indice €) y una parte plastica (indice p).

Condicién de fluencia, regla de flujo y ley de endurecimiento

Se utiliza el modelo de plasticidad propuesto en la Ref.[5] que esta expresado en términos
de los esfuerzos resultantes r. El modelo es equivalente al de von-Mises (basado en la
energia de corte), admite endurecimiento isotrépico no lineal y cinemdtico lineal, y la ley
de flujo es asociada. La superficie de fluencia esta formada por dos superficies suaves
definidas por:

Bu(r—p) = fulr—p) - “:’<o p=12 (27)

donde f, es la energia. de distorsién (por unidad de superficie de la ldimina) normalizada
respecto a IC 2h y puede escribirse como

=(r-p)T A, (r~p) (28)

siendo « la tensién de fluencia uniaxial, €? la deformacidn plastica efectiva, p la tension
de retorno y

r= j[,’—lll =22 ,ﬁ12 ﬁln,ﬁl?z, le’ql,qZ] (29)
sz sign(p) 5 g
nf 2V3 nomo 1 -1/2 0
Yy = sigl) p lp 0 P=|-1/2 1 0 (30)
2
2/3ngmo my 1 0 0 3
0 0 =1
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donde
I =1 Koh? _ Koh

sign(p) = { 1 p=2 } ng = Koh mg= y q = 7 (31)

Para la integracién de la ecuacién constitutiva se utiliza el algoritmo de retorno radial
que en el caso mas general conduce a un sistema no lineal de dos ecuaciones con dos
inodgnitas que debe resolverse en forma iterativa. Los detalles del mismo pueden verse en
la Ref.[5]. Una vez integrada la ecuacién constitutiva se evalian el 2do. tensor de P-K y
la componente plastica del tensor de G-L.

FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS UTILIZADA

El modelo constitutivo indicado se ha implementado en elementos de limina en dos y
tres dimensiones. En el primer caso se usaron elementos de 2 y 3 nodos, y en el se-
gundo, cuadriliteros de 4 nodos y tridngulos de 6 nodos {7}, ambos isoparamétricos. Para
evitar el bloqueo por cortante se ha utilizado integracién reducida para los elementos
bidimensionales y un método de deformaciones impuestas basado en un funcional del tipo
Hu-Washizu para los tridimensionales [8]. Se ha trabajado sobre un hidro-cédigo (analisis
dinamico con integracion explicita de las ecuaciones de equilibrio) y un programa para
analisis estatico.

RESULTADOS NUMERICOS

En este apartado se presentan algunos resultados obtenidos con los elementos finitos
descritos en los apartados anteriores.

Estiramiento de una ldmina plana con un punzén cilindrico

Este cjemplo (ver Fig.2) fue propuesto por los Prof. Lee et al de Ohio State University [9]
y ha sido utilizado por miltiples autores con el fin de comparar diferentes formulaciones.

Se han usado 14 elementos para la discretizacién de la mitad de la lamina segin la dis-
posicién propuesta por los autores del problema. En la Fig. 3 se ha graficado la fuerza
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Test de OSU, deformacidn plana
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Figura 3: Estiramiento de una ldmina plana con un punzén cilindrico

total sobre el punzén en funcién del avance del mismo. Los resultados presentados corre-
sponden a un elemento finito de sélido bidimensional [10] (cuadrilitero de cuatro nudos
usado para comparacién) y a la formulacién aqui discutida implementada en un elemento
en 2 dimensiones (elemento lineal de 2 nodos) y en 3 dimensiones (cuadrilatero de 4 no-
dos). La fuerza sobre el punzén presenta un pico mas alld de los 30mm de desplazamiento
del mismo que no serfa posible detectar en caso de utilizar una relacién lineal entre 2das.
tensiones de Piola Kirchhoff y las componentes elasticas del tensor de Green-Lagrange.
La correlacién entre los resultados obtenidos con las formulaciones de sélidos y laminas
es segliin puede verse, muy buena.

Estiramiento de una lamina circular con un punzén hemisférico

La geometria es la misma que en el caso anterior, sélo que aqui corresponde a un caso
axilsimétrico. La discretizacién por elementos finitos es también igual al caso anterior para
las formulaciones en 2 dimensiones, para las ldminas en 3 dimensiones se han utilizado 75
elementos cuadrildteros (4 nodos) sobre un cuarto de la geometria y también 25 elementos
triangulares (6 nodos) sobre un octavo de la limina. Se ha supuesto un coeficiente de
friccién g = 0,15 entre la ldmina y los dtiles.

En la Fig.4.a se muestra la fuerza sobre el punzén en funcién del desplazamiento del
mismo. Como en el caso anterior aparece un pico (no tan marcado) en la resistencia de
la ldmina. Aquf se ha comparado ademds con resultados obtenidos con otra formulacidn

de sélido [11].

En la Fig.4.b se presentan los perfiles de deformacidn plastica efectiva para dos valores
de avance del punzén. Puede observarse una muy buena correlacién entre los elementos
de solido y los de ldmina tanto en 2D como en 3D.

Es importante notar que en el caso de usar una relacién lineal entre 2das. tensiones
de Piola Kirchhoff y deformaciones de Green Lagrange la resistencia de la lamina es
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monotonamente creciente. Ademds en los perfiles de deformacién plistica efectiva no
aparece cl importante desplazamiento de las maximas deformaciones pldsticas hacia la
periferia (efecto de la friccién).

CONCLUSIONES

En el analisis elasto-pléstico de ldminas, para el caso de deformaciones pldsticas moderadas
es suficiente trabajar con 2das. tensiones de Piola-Kirchhoff como una funcién lineal de las
deformaciones de Green-Lagrange. Para deformaciones grandes resulta necesario utilizar
una relacién (lineal) entre esfuerzos de Kirchhoff y las componentes elasticas del tensor
de Ahnansi, para poder captar, por ej., fenémenos tales como la localizacién. En el
caso de laminas tales tensores (para tener sentido fisico claro) deben referirse a una base
convectiva de métrica unitaria en la configuracién deformada.

Los resultados obtenidos para los casos presentados de estiramiento con grandes defor-
maciones de laminas metdlicas, muestran una muy buena comparacién con elementos de
sélidos confiables. De esta forma la formulacidn presentada parece ser adecuada para el
tratamiento de embuticién y estampado de liminas con deformaciones grandes.
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Figura 4: Estiramiento de una ldmina circular con un punzén hemisférico




