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RESUMEN
Se presenta una formulacion elastoplastica para el analisis de laminas delgadas
metalicas. La funcion de fluencia esta definida en terminos de esfuerzos inte-
grados en el espesor y se consideran endurecimientos isotropo y cinelmitico.
Con el objetivo de poder considerar grandes deformaciones se utilizan ten-
siones de Kirchhoff y deformaciones de Almansi. Se presentan algunos ejemp-
los numericos en 2 y 3 dimensiones con el objeto de mostrar la calidad de los
resultados obtenidos.

ABSTRACT
An elasto-plastic formulation for the analysis of thin metallic sheet is pre-
sented. Yield surface is entirely defined in terms of stress resultants. Both
isotropic and kinematic hardening are considered. In order to deal with large
strains, Kirchhoff stress and Almansi strain tensors are used. Some examples
in two and three dimensions are presented to show the improvements of the
formulation.

La utilizacion de elementos finitos basados en aproximaciones a teorias de laminas, en
contraposicion a los obtenidos usando la aproximacion de "solido degenerado" [1], resulta
conveniente cuando se pretende analizar el comportamiento de laminas delgadas. Dicha
conveniencia radica en que no es necesario integrar la relacion constitutiva en el espesor de
la lamina con el consiguiente ahorro computacional. En contrapartida no es accesible la
utilizacion de modelos elastoplasticos generales. Esta restriccion se ve aliviada en el casu
de laminas metalicas delgadas donde result a suficiente utilizar un modelo de plasticidad
de von-Mises (con endurecimiento isotropo y cinematico) basada en un comportamiento
hipl'relastico dl' las componentes elasticas. Dentro del rango de deformaciones moderadas
( E < 0.1.'> ) es suficiente considerar una fllncion de fluencia en terminos de segundas
tensiones de Piola-Kirchhoff. Para deformaciones mayores resulta necesario describir la
energia en terminos de las tensiones de Kirchhoff. Para ello se calculan las deformaciones
elasticas predictoras de Green-Lagrange y partir de estas se evaluan las de Almansi via
push-forward. Las tensiones de Kirchhoff se evahian a partir de las deformaciones de
Almansi suponiendo una relacion lineal entre ambos. Vna vez satisfecha la condicion de



f1uencia (se usa el algoritmo de retorno radial) se recalculan los valores de tensiones de
Piola-Kirchhoff via pull-back y las deformaciones plasticas de Green-Lagrange asociadas.
En cstc trabajo se present an aproximaciones en problemas 2-D y 3-D usando elemen-
tos basados en la teorla de laminas de Simo. Se adopt a la hip6tesis de aditividad de
deformaciones elasticas y plasticas. Se present an ejemplos de procesos de conformado
de laminas delgadas metalicas, donde queda en evidencia la mejora introducida por la
presente formulacion.

La aproximaciOn al comportamiento de laminas utilizada se inscribe dentro de las teorlas
de laminas (en contraste con la denominada aproximacion de s61ido degenerado [1]), en
cuanto a que esta formulada en terminos de deformaciones genera.Iizadas y esfuerzos.
En los apartados siguientes se presenta un resumen de los conceptos csenciales de la
formulaciOn, para mas detalles se recomienda consul tar las referencias.[2-6J

Descripci6n cinematica de la lamina

Cualquier configuraci6n de la lamina en R3 queda definida en terminos de:

i) Superficie media de la lamina, definida por una transformacion ep : A ---> R3

ii) EI campo director, definido por la transformaci6n d: A --+ R3.

Dicho campo define en cada punto de la superficie media la direccion y longitud de la fibra
que se mantiene recta independientemente de la deformacion (la normal a la superficie
media en las teorlas de laminas c1asicas). El campo director puede descomponerse en:

donde t es un vector de longitud unitaria (t ES2) Y ,\ es la longitud 0 relacion entre la
longitud actual de la fibra y la longitud inicial de la misma.

El dominio A C R2 se supone compacta con contorno suave vA y puntos caracterizados
por (e,e) c A. Llamaremos v",A c vA y vdA c vA las partes de vA donde estan
prescritos ep y d respectivamente. 52 es la esfera de radio unitario. Si suponemos ,\ = 1
en todo el proceso, ello implica la inextensibilidad del campo director.

Con esta notaci6n, usando una hipOtesis de Kirchhoff generalizada, toda configuraci6n de
la lamina se describe por

donde [-h/2, +h/2] define eI espesor de la lamina. Agregaremos un suprafndice '0' a las
variables geometricas asociadas con la configuraci6n de referencia So.
Usando una base estandar {ell e2, e3} en R3 podemos escribir
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Tanto en la superficie media deformada como la indeform ada, es posible definir un sistema
coordenado convectivo de la forma

F = [X'I,X'2,X'3][X?I,X?2,X?3rl= [gt,g2,g3] [g~,gg,ggrl
= [ep'l+ ed'b ep'2 + ed'2' dj [ep?l + ed?I' 'f'?2 + ed?2' dOr

l
(4)

= [al+ed.t, a2 + ed'2' dj [a~+ et?I' ag + et?2' toj-I

El tensor de deformaciones de Green-Lagrange E =! [FTF - 1J resulta como muy buena

aproximacion en el caso de laminas delgadas (despreciando terminos asociados a <e)2

ao{3 = ao· a{3

/0 = 'f"o' d
bo{3 = ep'o . d'{3

,\2 = d. d

Notar que ao{3 es la primera forma fundamental de la superficie media y que b",{3 se
convierte en la segunda forma fundamental si d coincide con la normal unitaria (director
inextensible) ala superficie media.

Las medidas de deformacion generalizadas son entonces (suponiendo ,\ = 1):



recordando la definicion del tensor de Almansi e =~ (1 - F-TF-l) resulta

e =E:al3 aa 121 a13 + ba (aa 121 a3 + a3 121 aa) + eXal3 aa 121 a13

notar que sus componentes referidas a la base convectiva actual son las mismas que las
del de Green-Lagrange respecto a la base original

Las medidas de la superficie media en las configuraciones original y actual son respecti-
vamente

JO = (a~ x a~) . to = det Vxl{3=0

tambien definiremos

Variaeiones admisibles
Sea

el espacio de transformaciones y ~ E C la configuracion presente. Supongamos ademas
que E: -+ ~. E C sea la curva de configuraciones con origen en ~, esto es 4>. I.=o=~. Por
definicion el campo tangente a una curva de este tipo en E: = 0 se denomina una variacion
admisible. As!



lit
(3 x 1)

A bT
(3 x 2) (2 x 1)

Siendo A3x3la matriz ortogonal que transforma el vector e3 del sistema coordenado global
a la posicion actual de t, y A3X2 es las dos primeras column as de A. Resulta de mucha
Iltilidad definir

Definicion de esfuerzos integrados en el espesor

A partir de la expresion de la potencia desarrollada por las tensiones en la teoria tridi-
mensional en funcion del segundo tensor de Piola-Kirchhoff y de las deformaciones de
Green-Lagrange, reemplazando la ec.(lO), integrando en el espesor se pueden definir es-
fuerzos conjugados alas deformaciones definidas en (7,8 y 9) que cumplen las funciones
del segundo tensor de P-K.

Definiendo una fUIlcion de energia interna t/; y usando la desigualdad de Clausius-Duhem
en la forma usual se obtiene

_a _at/;
q = Paba

En forma similar alas deformaciones, los esfuerzos integrados en el espesor pueden es-
cribirse en forma tensorial referidos a la geometria original (2do P-K)



Respuesta tensional hiperehistica

Por razones de simplicidad supondremos una respuesta hiperelastica lineal del material
entre el tensor de tensiones de Kirchhoff y el tensor de deformaciones de Almansi, de tal
forma que las ecuaciones constitutivas resultan

[
nil] [1 v 0]

Jfi = J ~~~ = (1 ~hV2) v 1 I~V

J fit = J [ :~~] = E h
3

[~~ ~ ] [ ~~~ ]
m12 12(1 - v2

) l;V 2xh

donde h es el espesor de la Ia.mina, E y G son 105 modulos elasticos longitudinal y de corte
respectivamente, v es la relacion de Poisson, y It = ~. Las deformaciones y esfuerzos
indicados con una barra corresponden a las componentes de 105 tensores de Almansi
y Kirchhoff referidos a un sistema convectivo (81, 82, t) de metrica unitaria sobre la
superficie media (ii<>1J = it" ·81J = o<>1J aqui o<>1J es e1 delta de Kronecker)

En (26) hemos supuesto descomposicion aditiva del tensor de deformaciones en una parte
elastica (que denotaremos con un indice e) y una parte plastica (Jndice pl.
Condicion de ftuencia, regia de ftujo y ley de endurecimiento

Se utiliza el modelo de plasticidad propuesto en la Ref.[5] que esta expresado en terminos
de los esfuerzos resultantes r. EI modelo es equivalente al de von-Mises (basado en la
energ(a de corte), admite endurecimiento isotropico no lineal y cinematico lineal, y la ley
de f1ujo es asociada. La superficie de f1uencia esta. formada por dos superficies suaves
definidas por:

1t2( eP)
~,.(r - p) = I,.(r - p) - -2- ~ 0 J-l = 1,2 (27)

Ito

donde I,. es la energia de distorsion (por unidad de superficie de la lamina) normalizada
respecto a ~It~h y puede escribirse como

siendo K la tension de fluencia uniaxial, eP la deformacion plastica efectiva, p la tension
de retorno y

r= J[nll, n22, n12, 71111,71122,71112, ql, q2] (29)

~p sign(J-l) p
0

nij 2/3norno p=[+ -1/2 :]A,. =
sign(J-l) p ~p 0 1 (30)

2/3norno rnij
~1

0
0 0 q5



· () { I ,,= 1 }
My" Jl = _I ,,= 2

Para.la integracion de la ecuacion constitutiva se utiliza el algoritmo de retorno radial
que en el caso mas general conduce a un sistema no lineal de dos ecuaciones con dos
incOgnitas que debe resolverse en forma iterativa. Los detalles del mismo pueden verse en
la Ref.[5]. Una vez integrada la ecuacion constitutiva se evahian el 2do. tensor de P-K y
la componente pl<\stica del tensor de G-L.

El modelo constitutivo indicado se ha implementado en elementos de lamina en dos y
tres dimensiones. En el primer caso se usaron elementos de 2 y 3 nodos, y en el se-
gundo, cuadrilateros de 4 nodos y triangulos de 6 nodos [7J, ambos isoparamctricos. Para
evitar el bloqueo por cortante se ha utilizado integracion reducida para los elementos
bidimensionales y un metodo de deformaciones impuestas basado en un funcional del tipo
Hu-Washizu para los tridimensionales [8]. Se ha trabajado sobre un hidro-codigo (analisis
dinamico con integracion explicita de las ecuaciones de equilibrio) y un pro/!;rama para
analisis cstat.ico.

En este apartado se presentan algunos resultados obtenidos con los elementos finitos
descritos en los apartados anteriores.

Estiramiento de una lamina plana con un punz6n eilindrico
Este cjemplo (ver Fig.2) fue propuesto por los Prof. Lee et al de Ohio State University [9]
y ha sido ut.ilizado por multiples autores con el fin de comparar diferentes formulaciones.

Se han usado 14 elementos para la discretizacion de la mitad de la lamina segun la dis-
posicion propucsta por los autores del problema. En la Fig. :I Be ha /!;raficado la fllerza
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total sobre el punzon en funcion del avance del mismo. Los resultados present ados corre-
sponden a un elemento finito de solido bidimensional [10] (cuadrilatero de cuatro nudos
usado para comparacion) y a la formulacion aqui discutida implement ada en un elemento
en 2 dimensiones (elemento lineal de 2 nodos) y en 3 dimensiones (cuadrilatero de 4 no-
dos). La fuerza sobre el punzon presenta un pico mas alia de los 30mm de desplazamiento
del mismo que no sena posible detectar en caso de utilizar una relacion lineal entre 2das.
tensiones de Piola Kirchhoff y las componentes elasticas del tensor de Green-Lagrange.
La correlacion entre los resultados obtenidos con las formulaciones de solidos y laminas
es segun puede verse, muy buena.

Estiramiento de una lamina circular con un punz6n hemisferico

La geometna es la misma que en el caso anterior, solo que aqul corresponde a un caso
axilsimetrico. La discretizacion por elementos finitos es tambien igual al caso anterior para
las formulaciones en 2 dimensiones, para las laminas en 3 dimensiones se han utilizado 75
elementos cuadrihi.teros (4 nodos) sobre un cuarto de la geometna y tambien 25 elementos
triangulares (6 nodos) sobre un octavo de la lamina. Se ha supuesto un coeficiente de
friccion p. = 0,15 entre la lamina y los utiles.

En la Fig.4.a se muestra la fuerza sobre el punzon en funcion del desplazamiento del
mismo. Como en el caso anterior aparece un pico (no tan marcado) en la resistencia de
la lamina. Aqui se ha comparado ademas con resultados obtenidos con otra formulacion
de solido [11].

En la Fig.4.h se presentall los perfiles de deformacion plastica efectiva para dos valores
de avallce del punzoll. Puede observarse una muy buena correlacion entre los elementos
de solido y los de lamina tanto en 2D como en 3D.
Es importante notar que en el caso de usar una relacion lineal entre 2das. tensiones
de Piola Kirchhoff y deformaciones de Green Lagrange la resistencia de la lamina es



monotonamente creciente. Ademas en los perfiles de deformacion plastica efectiva no
aparece cl importallte desplazamiento de las maximas deformaciones plasticas hacia la
peri feria (efecto de la friccion).

En el anaJisis elasto-plastico de laminas, para el caso de deformaciones plasticas moderadas
es suficiente trabajar con 2das. tensiones de Piola-Kirchhoff como una funcion lineal de las
deformaciones de Green-Lagrange. Para deformaciones grandes resulta necesario utilizar
una relacion (lineal) entre esfuerzos de Kirchhoff y las componentes elasticas del tensor
de Ahnansi, para poder captar, por ej., fenomenos tales como la localizacion. En el
caso de laminas tales tensores (para tener sentido fisico claro) deben referirse a una base
convectiva de Imitrica unitaria en la configuracion deformada.

Los resultados obtenidos para los casos presentados de estiramiento con grandes defor-
maciones de laminas metalicas, muestran una muy buena comparacion con elementos de
solidos confiables. De esta forma la formulacion presentada parece ser adecuada para el
tratamiento de embuticion y estampado de laminas con deformaciones grandes.
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