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RESUMO
o presente trabalho apresenta urn algoritmo capaz de evitar os problemas de
distorylio de malhas de elementos finitos (EF) que ocorrem normalmente quando
se analisam problemas com grandes deformayoes empregando uma descriylio
Lagrangeana-Atualizada (LA) em grandes deformayoes, onde 0 movimento da
malha esta ligado ao movimento da materia. Neste trabalho, 0 movimento de
ambos e desacoplado atraves do uso de uma formulaylio Lagrangeana-Euleriana
(LE). A contribuiyao deste trabalho consiste em apresentar uma extenslio tri-
dimensional (3D) desta formulaylio aplicada a urn caso de conformayao mecanica.

ABSTRACT
In the present work an algorithm to avoid mesh distortion in finite element (FE)
analyses of large deformation problems is presented. These distortion problems
usually occur when using Updated-Lagrangian (UL) formulations, where the mesh
flows together with the material. In this work, mesh and material displacements are
uncoupled by using a Lagrangian-Eulerian (LE) formulation. The presentation of a
three-dimensional (3D) extension of this formulation applied to a metal-forming
case is the new contribuition in this work.

o uso de elementos finitos para modelar problemas de conformaylio mecaruca esbarra
normalmente na dificuldade de controlar a deformaylio da malha. Isto ocorre porque neste tipo
de problema silo usualmente empregados formulayOes do tipo LA, onde a malha fica "colada"
a materia, acompanhando a deformayao da mesma. 0 uso deste tipo de formulayao e
necessario para que a malha possa acompanhar 0 movimento dos contomos da peya, quando
estes mudam ao longo do processo de conformayao. Nestes casos e praticamente inviavel 0
uso de uma formulaylio Euleriana pura, na qual a malha fica fixa no espayo. Para contomar 0

problema, ha alguns anos comeyou a aplicar-se as formulayoes do tipo LE (ver por exemplo
(1-3]), nas quais a descri~ao e LA nos contomos e Euleriana no interior da peya. Desta
maneira desacopla-se os movimentos da malha e da materia, amenizando-se a distoryao da
malha.



Neste trabalho seril generalizada a fonnula~ao LE proposta por Ponthot (ver [3]), aplicada
para casos 3D. Esta fonnula~o e resumidamente descrita na proxima s~ao, enquanto que as
particularidades da implementa~ao computacional em 3D sio relatadas nas ~oes seguintes.
Na ultima ~ao do trabalho, urn exemplo simples de confo~o meciinica 3D empregando a
fonnula~o LE e apresentado e comparado com a c1i1ssicafonnul~ao LA.

Na fonnula~io LE proposta por Ponthot [3], os nos dos elementos finitos sofrern, numa dada
itera~ao, deslocamentos (dv) que estao desacoplados do movimento da materia (du), como
pode-se ver na figura 1.

Figura 1: a) deslocamento du material do no e deslocamento dv da malha. b) Movimento
desacoplado materia/malha.

Assim se dv = 0, a malha estil fixa no espa~o, resultando uma fonnula~ao do tipo Euleriana
pura. Jil se dv = du, entao a malha fica fixa na materia recaindo-se numa fonnula~ao LA.
Tambem e possivel deixar a malha com urn movimento totalmente independente da materia.
Neste caso porem, para uma dada ite~ao, as equa"oes de equilibrio obtidas pelo metodo dos
residuos ponderados possuirio duas vezes mais incognitas (dv e du ou 6 incognitas por no)
que equa~oes (3 por no), confonne indica a equa~ao (1):

onde, K, e a matriz de rigidez tangente com rela"ao ao movimento da materia; K, e a matriz de
rigidez tangente com re1a~ao ao movimento da malha ere 0 vetor residuo.

Para solucionar este problema, Ponthot elimina as incognitas dv na equa"io (1), atraves de urn
controle da deforma~ao da malha. Em outras palavras, dv passa a ter seu valor imposto para
que a malha tenha sua distor"ao minimizada, deixando de ser uma incognita em (1).

o operador LE expresso pela equa"ao (1) e ainda particionado: primeiramente aplica-se urn
operador lagrangeano (atualizado), ficando a malha presa Ii materia. Vma vez completada esta
etapa, 0 passo LE e completado criando-se uma nova malha, diferente daquela obtida na etapa
lagrangeana (detennina-se entao dv). Finalmente, os dados sio transportados da malha antiga
para a malha nova.



Esta forma de trabalhar (divisiio do operador LE) facilita 0 caIculo da matriz tangente do
problema, que e feita como na formul~iio LA, sem a necessidade da avali~o de termos
convectivos ligados a velocidade relativa malha/materia e ao gradiente de tensoes.

o algoritmo e aplicado em cada passo de tempo do processo incremental de SOIUl,:iio.0
metodo pode ser visto tambem como uma aplica'.:iio automatica, em cada passo de tempo, de
urn metodo de remalhamento do tipo "r", no qual existe uma realoca'.:iio dos nos da malha, sem
altera'.:iio do nlimero de elementos ou das fun'.:oes de interpola'.:iio dos mesmos.

Nas proximas ~es indicamos como e definida a nova malha e como e feita a transferencia de
dados, ja particularizando para 0 caso 3D.

Existem diversos tipos de algoritmos que permitem gerar automaticamente malhas de EF em
domini os 2D. Estes algoritmos podem ser empregados no procedimento descrito acima para
que se definaentiio uma malha nova e indeformada no interior do corpo.

Contudo, as possibilidades de gera'.:iio automatica slio hem mais restritas em casos 3D. Para
evitar processos de remalharnento complexos e de custos computacionais (tempo de
processamento) elevados, no presente algoritmo os nos seriio simplesmente realocados no
centro de gravidade dos nos que rodeiam 0 mesmo. Este proc.edimento de remalhamento
normaImente fomece bons resultados, conseguindo manter a malha com aspecto indeformado.
Na figura (2) abaixo slio classificados os nos que podem sofrem realoca~o:
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Na figura acima, e apresentado urn corpo gerado com EF hexaedricos lineares. Urn no pode
ser entao de aresta (a), de face (t) ou interno (i), conforme indica a figura. 0 vetor posi'Vao de
urn no na nova malha (x) sera dada por:

onde Xi e 0 vetor posi'Vao de urn dos nos que circunda 0 no em questao. Para identificar 0 tipo
de no (interno, de face ou de aresta), 0 programa faz uso da informa'Vao sobre 0 numero de
elementos que compartilham este no (8, 4 e 2 elementos, respeetivamente). Se 0 no e interno,
todos os nos que fazem parte dos 8 elementos serao empregados na equ~o (2), sendo n=26.
Se 0 no e de face, apenas 8 nos dos 4 elementos serao empregados, (n=8). Finalmente se 0 no
e de aresta entao somente 2 nos dos 2 elementos serao empregados na equ~o (2) (n=2).

No entanto, 0 uso direto deste processo de realoca'Vao nas superficies livres do corpo pode
levar a considenlvel perda de massa do corpo e consequente distor'Vao dos resultados. Para
evitar estes problemas 0 algoritmo assume automaticarnente,estas regioes como sendo LA
puras, nao sofrendo portanto realoca'Vao nodal (dv = du). Superficies de contato tambem sao
assumidas como sendo LA. Isto e necessario para evitar que a realoca'Vao nodal mude 0 valor
das for'Vasde contato.

a) Nao exige a previa defini'Vao de regioes ou polos por parte do usuano do programa. Assim
nenhuma informa'Vao adicional precisa ser fornecida ao programa, a1em das necessarias a uma
formula'Vao c1lissica LA.

b) Como a realoca'Vao e feita em cada passe de tempo, e 0 mesmo e usualmente pequeno em
processos a1tamente nao Iineares como conforma'Vao medinica, a nova malha estara sempre
muito proxima da malha antiga. Este fato facilita a transferencia de dados de uma malha a
outra, como sera visto na se'Vaoseguinte.

c) Nao sao criados novos nos ou elementos, de forma que nao existe a1tera'Vaodo tamanho do
sistema com rela'Vao ao originalmente concebido.

A principal desvantagem do metoda e permitir a transforma'Vao em pentaedros dos elementos
localizados em cantos da pefVadiscretizada, conforme sera visto no exemplo a seguir. Alem
disto, a aplica'Vao do presente metoda esta limitada a malhas onde os EF respeitam as
condi'Voes descritas na defini'Vao do n na equa'Viio (2). Em outras palavras, se a gera~iio e feita
de forma nao estruturada, por exemplo, nao existe garantia que - para urn no de face - 0
numero de elementos que 0 compartilham seja 4, nem que n=8. Porem esta limita~ao pode ser
eliminada facilmente, tornando 0 metodo aplicavel a malhas 3D quaisquer.

Uma vez terminada a etapa LA, sao conhecidas as tensoes nos pontos de Gauss da malha
ligada a materia.



Para detenninar 0 equilibrio na nova malha (ver a figura 3), e tambem necessario conhecer as
tensoes nos pontos de Gauss nesta malha. Portanto, uma transferencia de dados da malha LA
para a malha nova deve ser realizada. Classicamente esta transferencia tern duas etapas:

I. Obten~iio das terisoes nos nos da malha antiga atraves de urn processo de suaviza~o.
2. Interpola~iio para os pontos de Gauss da nova malha. Conforme ressaltado na se~iio
precedente, a diferen~a de posi~iio da malha LA para a nova malha siio muito pequenas. Isto
traz as seguintes consequencias: primeiro, os pontos de Gauss da malha nova viio pertencer
aos mesmos elementos a que pertenciam na malha antiga (portanto niio e necessario pesquisar
em qual elemento da malha antiga 0 ponto de Gauss esta localizado, opera~iio muito cara
computacionalmente); segundo, como as distancias entre malhas e pequena, a interpola~iio
pode ser feita atraves de urn desenvolvimento em serie de Taylor das tensoes, limitada a
primeira ordem (ver Ponthot [3]). Este desenvolvimento em serie pode ser escrito como:

onde erN e uma componente de tensiio no ponto de Gauss da malha nova; erA e a mesma
componente no ponto de Gauss da malha antiga; d e 0 vetor com origem no antigo ponto de

Gauss e com extremidade no novo; V'er eo correspondente gradiente ( Ocr , Ocr , Ocr ).
&0'&



e <I>~~e a derivada das fun~oes de interpola~iio do EF no no I, com rela~iio a uma coordenada

do dominio reduzido (no caso ;) e CT) e a tensiio no no I, obtida no item 1.

Para 0 cillculo das demais grandezas da equa~iio (4), deve-se inverter a matriz jacobiana (que
relaciona 0 dominio real ou fisico ao dominio reduzido), que e fomecida abaixo:

&: ex &:
- - -0; 0" 0(

J= 0' 0' 0'
0; 0" 0(
& & &
- -0; 0" a;

Passo 1: Etapa LA pura, com determina~iio de K1 e duo
Passo 2: Determina~ao das tensoes nos nos da malha (suaviza~iio).
Passo 3: Definil;Ro da nova malha e consequente determina~Ro de dv.
Passo 4: Verifica~ao do equilibrio na malha nova. Se equilibrio e verificado, fim do passo
incremental. Caso contriuio, transferencia de dados conforme equa~ao (3).



o objetivo desta seIYaoe fazer uma comparaIYao de resultados da formulaIYao LE/3D aqui
proposta, com a formula'Yiio chissica LA/3D, a nivel de distorIYiio da malha. 0 exemplo
escolhido consiste na compressiio, por duas matrizes rigidas, de uma barra de seIYiioretangular
(l0x20 mm) e comprimento 60 mm. Estas matrizes reduzem 0 comprimento da barra para 34
mm (43 % de reduIYao). Apenas uma quarta parte do corpo foi modelada, atraves do uso de
elementos finitos hexaooricos lineares de 8 nos, conforme indica a figura 4,

E (modulo de elasticidade) = 200 KN/mm2

u••c (tensao de escoamento) = 0.7 KN/mm2

H (modulo de endurecimento linear) = 0.3 KN/mm2

Para levar em conta 0 contato e atrito das matrizes rigidas com 0 corpo, foi empregado 0
metodo da penalidade (para mais detalhes do algoritmo de contato empregado, ver [4]). Urn
coeficiente de atrito de 0.3 foi utilizado. Nas figuras 5 e 6 as deformadas e tensoes de yon
Mises obtidas para os casos LA e LE silo comparadas.

Pode-se observar que para mais altos niveis de deformaIYiio, os elementos do caso LE tern
dimensoes mais uniformes, impedindo a formaIYao de elementos cuja distorIYao e deformaIYiio
poderiam inviabilizar a amilise de EF. Porem 0 metodo nilo impede a formaIYiiode elementos
distorcidos (na verdade degenerados em .pentaedros) que aparecem quando os nos da
superficie lateral do corpo entram em contato com a matriz. 0 tipo de remalhamento escolhido
niio consegue evitar este problema.



Figura 5: a,b) deformalj:iio de 13%, casos LA e LE, respectivamente
c,d) deformalj:iio de 43%, casos LA e LE, respectivamente



Figura 6: a) Tens5es de von Mises para 0 caso LA (ahove = 8,5-1-15x/(/ );
b) Tens5es de von Mises para 0 caso LE (above = 8,537-1 x 1rY)



Neste trabalho, foi apresentado uma formula~ao que permite reduzir os problemas causados
pelo acoplamento do movimento da malha de EF/3D com 0 movimento da materia, que ocorre
em formula~oes do tipo LA. Este tipo de algoritmo tern fundamental importancia para a
realiza~ao de simula~ao de processos, tais como conforma~ao meciinica, nos quais existem
deforma~oes significativas dos corpos em analise. 0 algoritmo e bastante simples, de facil
implementa~ao computacional e de baixo custo em termos de tempo de computa~ao (0
aumento de tempo de computa~o em rela~ao a solu~o LA e em tomo de 15%). A1em disto
nao requer do uSUlirio do programa, informa~s adicionais com rela~ao aquelas necessiuias a
uma solu~ao do tipo LA. 0 algoritmo sofre de algumas limita~s quanto ao tipo de malha 3D
ao qual pode ser aplicado. Estas limita~es podem ser contomadas, 0 que sera abordado em
publica~oes futuras. 0 tipo de remalhamento adotado (centro de gravidade) porem, nao e
capaz de evitar elementos degenerados em pentaedros em cantos onde existe contato.
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