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RESUMEN

Cantidad de investigadores han invertido su tiempo en el disefio de modelos matematicos
que simulen el comportamiento dinamico de los cojinetes hidrodinamicos. En la mayoria
de los casos se ha utilizado un modelo lineal de coeficientes constantes que han sido
comparados con resultados experimentales, pero hasta el presente no se ha logrado una
similitud satisfactoria. En este trabajo se presentan los resultados de un ajuste lineal
realizado con el método de los minimos cuadrados de la respuesta transitoria de un sistema
cojinete-muiién para distintas condiciones de operacién. Una comparacion entre éstos
resultados y la respuesta a un modelo analitico lineal (o bien método de la perturbacion
alrededor de la posicién de equilibrio), permiten establecer un rango para el cual el
cojinete se comporta linealmente.

ABSTRACT

Many researchers have invested their time in creating mathematical models that simulate
the dynamic behavior of hydrodynamic journal bearings. In most of the cases a linear
model for constant dynamic coefficients have been used. Resent comparisons between the
theoretically and experimentally obtained coefficients have not shown the expected
agreement. This research present the result of a linear adjustment, of the transient
response of the journal-bearing system, perform with the minimum square method. A
comparison between this results and the results obtained with an linear analytical methods
(i.e. Method of the perturbation about the equilibrium position), permit the establishment
of a range were the bearing behave linearly.

INTRODUCCION

Un problema fundamental en el anilisis de cojinetes hidrodinamicos es la determinacion de los
coeficientes de rigidez y amortiguacién para establecer su comportamiento dindmico y su estabilidad.
Muchos autores se refieren a esto como el problema de identificacion del cojinete ([1],[2]). En los
ultimos afios se ha invertido un gran esfuerzo en cerrar la brecha entre los resultados experimentales y
los modelos matematicos, pero resultados recientes todavia muestran diferencias considerables, que para
algunas condiciones de funcionamiento sobrepasan el 100% de disparidad. Un ajuste lineal por
minimos cuadrados de las fuerzas externas e inerciales, proporcionales a la respuesta transitoria en
posicion y velocidad, permite determinar un rango de validez del modelo lineal analitico utilizado en la
actualidad por la mayoria de los programas computacionales de analisis de cojinetes.

Las ecuaciones de movimiento que rigen el comportamiento de un cojinete son altamente no-lineales e
isotrépicas. Las fuerzas generadas en la pelicula de aceite son gobernadas por la ecuacion de Reynolds,
que se debe resolver conjuntamente con la ecuacion de la energia para incluir los efectos térmicos en el
comportamiento dinamico del cojinete. Si bien la ecuacidon de Reynolds es lineal en términos de la
preston es allamente no lineal con respecto al espesor variable de la pelicula de aceite. Las fuerzas
hidrodinamicas generadas en la pelicula de aceite son obtenidas por integracion de la presion.

En la actualidad las fuerzas hidrodinamicas son tratadas como fuerzas linealizadas alrededor de la
posicion de equilibrio del cojinete de manera que estas son proporcionales al desplazamiento y la
velocidad del mufion. Las constantes de proporcionalidad son los denominados coeficientes de rigidez y
de amortiguacion.
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Con el objetivo de mejorar los resultados se han obtimizado los modelos analiticos, los cambios mas
resaltantes son los realizados por Lund et. al [3], Knight y Barrett [4] y Branagan [5]} que introdujo un
analisis térmico por conveccion y conduccion en las tres direcciones coordenadas, efectos de turbulencia,
efectos de deformacion, etc. Por otra parte también se ha invertido un inmenso esfuerzo en disminuir el
error experimental en el calculo de los coeficientes ([6],{7]).

A pesar de que en los ltimos afios se ha realizado un gran avance en la identificacion de los cojinetes
resultados recientes muestran todavia una diferencia considerable entre la respuesta analitica y la
experimental. La mayoria de los trabajos se han realizado en el dominio de la frecuencia [8], lo cual
implica una suposicion de linealidad a priori y no se pueden tomar en cuenta los efectos no lineales.
Resultados reportados por Tonnesen [9], muestran que vibraciones de grandes amplitudes alrededor de
la posicion de equilibrio no son predecibles con un modelo lineal, especialmente a altos valores de
excentricidad. En la universidad de Liverpool la identificacion del cojinetes se ha venido realizando
utilizando técnicas en el dominio del tiempo. Stanway [10] demostro con una serie de experimentos que
el método de los minimos cuadrados es adecuado para la medicion de los cuatro términos de
amortiguacion "squeeze” para respuestas a excitacion sincronica. Stanway no ha presentado un analisis
para coeficientes de rigidez y amortiguacién de cojinetes de multiples Iébulos. Investigadores como
Hattori [11] han estudiado el comportamiento no lineal de los cojinetes cortos por medio de 1a solucion
de la ecuacién de movimiento. Hattori llego a la conclusién de que las no-linealidades de 1a pelicula de
lubricante tienen una influencia considerable sobre los coeficientes constantes. En este documento él no
llego a establecer un rango para el cual el método lineal pueda ser utilizado.

Por medio de la solucién de 1a ecuacién de movimiento de un cojinete finito en el dominio del tiempo,
que en este documento se denominard modelo transitorio, se simulé matematicamente un banco de
pruebas para 1a medicion de los coeficientes de cojinetes de multiples 16bulos [12].  Asi se logré obtener
coeficientes medidos "experimentalmente” de una forma exacta y compararlos con los coeficientes
obtenidos con los métodos analiticos de perturbacion alrededor de la posicion de equilibrio (modelo
analitico lineal). Los resultados de esta investigacion mostraron una influencia importante de los efectos
no-lineales con un comportamiento algo caético y dificil de parametrizar. El método, utilizado en la
actualidad por los experimentalistas, para determinar los coeficientes a partir de la respuesta transitoria
requiere de dos respuestas orbitales a excitaciones arménicas y la transformacién de esta respuesta al
dominio de la frecuencia [13]. Al utilizar dos 6rbitas se hace imposible un analisis independiente de las
caracteristicas de la respuesta a un grupo de excitaciones dindmicas y condiciones de operacién
determinadas.

Con el objetivo de hallar un rango para el cual el modelo lineal sea valido se ha desarrollada un
algoritmo de ajuste de minimos cuadrados con coeficientes constantes que permite el analisis de cada
respuesta orbital.

FORMULACION

Parametros

Los parametros utilizados en la formulacion del cojinete hidrodinamico son:

* Tipo de cojinete: Numero de I6bulos, factor de precarga m, factor offset.

* Geometria del cojinete: Longitud L, diametro D, holgura de los 16bulos c,.

o Condiciones de operacion: Carga estatica W, Velocidad de rotacién N, Viscosidad u .

2
¢ Fuerzas Dinamicas: magnitud f, = ( fi+ f,,zy) y direccion de aplicacion a = atan( Sop ! fm)

donde: L= frucos(wi-9.) v f,{)=1, cos(wt - ¢7,)
Niimeros adimensionales que describen el problema de cojinetes hidrodinamicos son:
¢ Nimero de Sommerfeld: So= uN_LD_[ij
w c
14
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o Carga estatica: W= w/(m.cp.wz)
c
» Holgura adimensional del iébulo: 3’
. . L
¢ Longitud axial: —
D

e Fuerzas Dinamicas: F, = f I(m.cp.a)z) .y direccion de aplicacién o

Ecuaciones para los cojinetes

Se consideran las ecuaciones de movimiento de un cojinete hidrodindmico como un sistema de dos
grados de libertad:

mi= fu(onn i)+ () mi= g (nna i)+ 1,00 (1)

Se adimensionalizan las fuerzas dinamicas y externas de la misma manera que la carga estatica, de
manera que se puede escribir 1a Ec. (1) en forma adimensional de la siguiente forma:

_?:[FH,(X,Y,X,Y)+F,(r)] , f:[FHy(X,Y,X,Y)+Fy(t)] (2)
La fuerzas generadas en la pelicula de aceite se calculan resolviendo la ecuacién de Reynolds

(Ec. ( 3)) para la presién, conjuntamente con la ecuacion de la energia (Ec. ( 4 )) por el método de
elemento finito.

1 4 ,aP] a(jap) oh 8h
— ||+ LR = euwll + 12020 3
RZaa( 20) " Z\" 5z) T CHeae t 1M )
3 2 253 3
T _| (ﬁ) , po'R /,m[th_ i ﬁ] (4)
56 124R\ 58 h 2 124R 36

La presion se integra sobre el area del cojinete y se obtienen las fuerzas hidrodinamicas:
Fue = —jj'P(a,z)Rcosodadz , fuy = —I P(8,2)Rsin6d dz (5)

El analisis lineal se realiza por medio de la perturbacion de la posicién y la velocidad del centro del
mufién alrededor de la posicién de equilibrio. Como resultado se obtienen cuatro coeficientes de

amortiguacion y cuatro coeficientes de rigidez de manera que las fuerzas hidrodindmicas lineales se
pueden expresar como:

Ta(oying) = —kox —kyy - ek - o)

.. . ) (6)
Sy (% 3%, 9) = ~kx ~ky,y —c, % —c,¥
" donde los coeficientes se definen como:
: a 17 17 a
knzmﬁ’ kxyz_ﬁ’ kﬁ=~ﬂ, kyv=-ﬂ
Ix dy Ix . cy (7)
¢ :_5fnx c =_ﬁfo ¢ =_‘9ny ¢ =_ﬁfH.v
= % Y ey T éx T 8y
Adimensionalmente estos se pueden expresar, en forma reducida, como se indica a continuacion:
c c 0
Ky =k, L C,=c, 2~ (8)

UAN T i~ Ty
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Simulacién Experimental

Para obtener las orbitas del modelo transitorio se tomé como base la geometria del banco de pruebas
disefiado por Flack et. al. [8]. Este mecanismo es inverso a la configuracién normal de una maquina.
En su disefio el muiion esta fijo a un eje de rotacion y el cojinete es capaz de trasladarse pero no rotar, de
manera que las fuerzas estaticas y dinamicas son mas sencillas de aplicar y de medir. Las condiciones
estiticas de operacion, descritas por la posicion del mufion dentro del cojinete y el niimero de
Sommerfeld, son alcanzadas variando la velocidad de rotacidn y la carga estatica. Los coeficientes
dinamicos se hallaran para cada posicion de equilibrio estatico con la medicion de la respuesta dinamica
orbital alrededor de la posicién de equilibrio estatico resultado de la excitacién armonica al cojinete.

Método de los minimos cuadrados

Este método se basa en minimizar el cuadrado de suma (S) de las diferencias entre una funcién y =f (x)
dada para un conjunto de p valores del vector x, y una funcidn de aproximacién Y = F(x,C),
dependiente de los parametros C adicionalmente, es decir;
P
2
S= Ze, Z Y,-y,) = Y [F(x,,0)-y] (9)
i=1 i=] i=l

Si el ajuste es lineal la funcién de aproximacién Y = F(x,C) se define como:
Y =F(x,C)=Cx (10)

La matriz C estd formada por los n parametros constantes Cx que se escogen tales que la funcién
vectorial “F” se aproxime lo mejor posible a la funcién “f’, para todos los valores de x; , con i=1,23..p.
El valor de § en la Ec. (9) sera el minimo posible cuando se cumpla simultaneamente las siguientes
ecuaciones normales:

P
Zcx’ M:o (1
por oC,

Para la aplicacién de este método al modelo de cojinetes hidrodinamicos los elementos de 1a Ec ( 10)
toman los valores:

X

y F- Ko Ky Cu G,
Bl=| 5l - bl:f@{@—i} ’[C]{K” k. ¢ C;:{ (13
i»

b4 Eod

Introduciendo Ec. ( 11) en la Ec. ( 10), desarrollando los términos y reordenando se llega al siguiente
sistema de ecuaciones

ACT =B (13)

donde las componentes de las matrices A y B se definen como

P
Aj,‘=Z(xjxk)‘_- , Bj,=zp:(xjy,)'_ (14)

i=l i=t

Es necesario destacar que el ajuste propuesto aqui se destina para estimar los coeficientes la Ec. (8)
tratando de acercar la funcion de aproximacion al operador diferencial lineal que aplica al problema
estudiado. Esto es equivalente a decir que con el método descrito se estan ajustando directamente las
fuerza globales (Fuerzas Externas + Fuerzas [nerciales), sin prestar atencion al ajuste de la respuesta
ofrecidaen.Y'e ¥’ por la ecuacion diferencial lineal ya integrada, con la respuesta experimental original.
Fijese que en el ajuste se ha empleado como variables independientes aquellas que pertenecen al espacio
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de fase del problema (e.i. X, ¥ X, ). Como variables dependientes se ha empleado las fuerzas globales
i F,-X,F -7

Este es un problema de ajuste totalmente distinto al de ajustar con los coeficientes lineales las respuestas
XeY del espacio de configuracion, puesto que para este caso el método de ajuste obligatoriamente debe
ser de tipo no lineal y la funcién de aproximacion se convierte en un procedimiento de integracién de la

ecuacion diferencial para todo instante. Todo este algoritmo es mucho mas complejo que el descrito en
este trabajo, por lo cual se ha dejado para estudios futuros.

Evaluacién del ajuste
Para determinar que tan bueno ha sido el ajuste se han utilizado varios parametros que se describen a
continuacion.

Desviacién estandar y la desviacion estandar con respecto a la media de la variable dependiente:

o=\S/(p-n) , = ySu!{P-1) (15)

donde S esta dado por la Ec. (8), Yy, §,, se calcula de la siguiente manera:

4 r
Sn=20m=v) e y,=Dyip (16)
i=1

i i=1

Otro parametro importante es el coeficientes de correlacion r que indica la fraccion de la desviacién
estandar del peor ajuste (ajuste con respecto a la media y, ), que ha sido disminuida empleando una
mejor funcién de aproximacion:

r=(o‘,,,—o')/o',,, 17
Estos pardmetros nos indican si un ajuste lineal es adecuado para la data proporcionada pero no
necesariamente indica la similitud entre los coeficientes ajustados y los coeficientes calculados por el
método de la perturbacion alrededor de la posicion de equilibrio. Por esta razén se ha utilizado otro

parametro de evaluacién que se denomina, para este documento, diferencia entre coeficientes y
representa la relacion, en base a la unidad, entre los coeficientes calculados por ambos métodos:

AC, = (c,; —C,.;.’)/c,; (18)

donde:  Cf = coeficiente calculado con el método de perturbacion
C;; = coeficiente ajustado con el método de minimos cuadrados

La norma de estos valores se utiliza para encontrar una diferencia global entre los métodos y se calcula:

AC=

c-co|/ljc?]  donde o= (19

RESULTADOS

Los resultados presentados en este documento corresponden a un cojinete axial de dos I6bulos mostrado
en la Figura I, cuyas caracteristicas se presentan en la Tabla 1, y las condiciones de operacién se
presentan en la Tabia 2.

Dentro los parametros adimensionales presentados en la seccién 2.1 se han mantenido constantes los que
describen la geometria del cojinete (L'D, ¢,/D) y se variaron el nimero de Sommerfeld y las fuerzas
dinamicas tanto en magnitud como en direccién de aplicacion. Se realizd el analisis para tres nimeros
de Sommerfeld calculados variando la fuerza estatica.
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Tabla I: Caracteristicas del cojinete

Tipo de Cojinete Dos Iobulos Excitacién
Arco de 16bulos 150° Cojinete Dinémica
Fy

Canal 30°

Angulo de
Precarga m 0.0 Aplicacion
Factor de desfasaje 0.5
Holgura nom. ¢, nem 103pum
LD 0.5

Diametro del mufion D 70mm

Material del cojinete Babbitt

Carga Estética

Figura 1. Cojinete axial de dos 16bulos
Tabla II: Condiciones de operacion

Orientacion Carga sobre el Idbulo

Este cojinete fue el utilizado por

Kostrzewsky [13] para obtener ocho

Densidad del aceite p  0.846 coeficientes  constantes de forma
experimental. El método utilizado en este

Vel. de Rot. N 1125 rpm. caso fue un método en el dominio de la

Carga estatica W 0.1-7.0 (20-100 Ib) frecuencia que requiere dos respuestas
orbitales linealizadas.

Lubricante IS0 33 (nom.)

Cargas dinamicas F, 0-0.1  (0-20 Ib)
Angulo de aplicacion & 0-360 ©

Frec. de excitacion o  Sincronica

Carga estatica vertical de 80 Ib.

Para un numero de So=0.2813, con una carga estatica adimensional de #=6.85 (80lb) se realizaron
pruebas aplicando fuerzas sinusoidales sincronicas de diferentes valores adimensionales (0.04-1.6) en
direcciones variables de 0 a 360°. Al aumentar la magnitud de la fuerza se incrementa el tamafio de la
orbita a medida que ésta.se deforma (ver Figura 2). Al variar el angulo de aplicacion de la fuerza
dinamica las drbitas varian en forma y tamafio considerablemente como se observa en la Figura 3.

Tabla III .Resultados de analisis estatico (método de perturbacion)
So=0.2813 7 = 6.85 e/cp=6287 $=42.86

K, =16852 K,=01620 C,=16687 C, =-19360

K

xx
(x =—37317 K, =3.38195 C,, =-19224 C, =6.7141

El tamafio (semi-eje mayor) de las orbitas obtenidas con el analisis transitorio se presenta en la Figura 4.
Esta grafica muestra como, para la misma magnitud de fuerza pero para distintos angulos de aplicacion,
el tamafio de 1a drbita varia considerablemente. La Figura 5 muestra la relacion entre el eje mayor y el
eje menor de las orbitas lo que indica cuan esbelta son las respuestas orbitales. Observando estas
graficas se puede destacar que las Orbitas de menor tamafio son las orbitas menos esbeltas y las orbitas
que presentan mayor tamafio son las que presentan una mayor relacion entre el semi-eje menor b, y el
semi-eje mayor a.
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Las respuestas orbitales obtenidas se ajustaron con el método de minimos cuadrados, el resultado de este
andlisis son ocho coeficientes lineales que son comparados con los coeficientes obtenidos por analisis de
perturbacién mostrados en la Tabla 3. La Figura 6 muestra la norma de la diferencia de los coeficientes
calculada segin la Ec. ( 19).

aos T T T T

.01+

0CHR

0 02!— =
1 L 1 ) ‘1
008 = ;( Tos 0.02 cor 00 001 -6.02
Figura 2. Respuesta orbital a fuerzas aplicadas Figura 3. Respuesta orbital a fuerzas de igual
horizontalmente magnitud aplicadas a entre 0° y 180°
30196
EJ 0222
£ 0248
0276
Semi-eje g g;%
5
?aycr 0.1 Relaci6n ggg;
e fas bfa O® 28 0409
orbitas ogg ? oy BB 0435
.6 R 0452
0.08 o8 ] o . 0489
L3
04 -2 Magnitud
o0e 93 § H/ :: deal?
902 02 .98
. (R O.28 Fuerza
0.20 .
Dingmica 200 0.12 Dinémica
40 240 480 o
4 Angulo 4 20 60 o
€ Aplicacion e Aplicacién
) . ) Figura 5. Relacion (b/a) entre el semi-eje menor
Figura 4. Eje mayor de 1a respuesta orbital (b) y el semi-eje mayor (a)
La norma de la diferencia entre los
coeficientes  obtenidos por  una
perturbacion y los ajustados muestra que,
Norma para fuerzas dinamicas aplicadas en
::;:?‘f 1 angulos cercanos a la horizontal, el
05 - . .
Coef. 0.3 sistema se convierte en una sistema

altamente no lineal. Por el contrario
cuando las fuerzas de excitacion
dinamica se aplican a en una direccion
paralela a la fuerza estatica las orbitas
generadas son mas pequefias (ver Figura
300 T«: 80 120 o - 4) y los- coeficientes ajustados se
Angulo ge Aphicacion asemejan a los calculados por

perturbacion lineal (ver Figura 6).
Figura 6. Norma de la diferencia entre los coeficientes ~ LXiSte una relacion importante entre la
forma de la orbita y su comportamiento
lineal: una comparacién entre las Figura

B
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3, 4y 6 muestra que las 6rbitas de mayor tamafio y mas esbeltas son las érbitas que producen una mayor
diferencia entre los coeficientes ajustados y los calculados por perturbacién.

Cargas estiticas verticales de 20lb y 137 Ib .

Para niimeros de Sommerfeld So=1.1252y S0=0.1643, con cargas estaticas adimensionales de W=1,71
(201b) y W=11.73 (1371b) respectivamente se realizaron pruebas aplicando fuerzas sinusoidales
sincronicas de diferentes valores adimensionales (0.04-0.44) en direcciones variables de 0 a 90°. Los
resultados obtenidos fueron bastante similares a los obtenidos para una carga vertical de W= 6.85.

3 0104
7 0151
0198
0245
0232
0339

Semi-eje Relacion 0.396
Mayor 0035 ba O 0433
e =
0.028 os
ol ox . fos  mmoan
0.0t | 0.3 | jf o-a= Magnitud
0.04 02 ; ] 02 dela
©.008 oy ¥ Fuerza
oo e %2 Dindmica
Angulo d:o % a0 ° Angulo 4 I
Aplicacion Aplicacion

Figura 7. Eje mayor de la respuesta orbital

para un So=0.1643 Figura 8. Relacion (b/a) entre el semi-gje menor

(b) y el semi-eje mayor (a) para un So=0.1643

Las Figuras 7, 8 y 9 muestran los resultados
para un numero de S0=0.1643. En la
Figura 7 se observa que el semi-eje mayor
de las orbitas aumenta al aumentar la

f:%";_’ de ‘ excitaciéon dinamica y es altamente
entre los | dependiente del angulo de aplicacion de
Coef. ©8 ésta. Al igual que para el caso anterior las
0. | . orbitas de mayor tamafio son también las

o4 2\ fagritud mas esbgltas (ver Figura 8)._ La norma de la

0z <+ 020 g 1g diferencia entre los coeficientes obtenidos

i. ‘ © i J o Fuerza con el ajuste y por el método de

poto g Dwémica perturbacion de la posicion de equilibrio se

de pplicacién  ° muestran en la Figura 9. Como se observa

. . . para estas condiciones de operacion también
Figura 9. Norma de la diferencia entre los existe un valle, cuando Ia fuerza dindmica

coeficientes para un So=0.1643 es aplicada paralela a la fuerza estatica,
donde el sistema se comporta linealmente
para grandes amplitudes de fuerza dinamica
de excitacion.

CONCLUSIONES
Con un modelo matematico de un banco de pruebas de cojinetes hidrodindmicos se generan una

respuesta transitoria a excitaciones arménicas, con lo cual es posible simular el procedimiento
experimental para el calculo de coeficientes dinamicos de cojinetes. Para el calculo de los coeficientes
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se ha disefiado un método de ajuste por minimos cuadrados. Se analizé un cojinete de dos lébulos
axiales con el cual se pudo concluir:

1. El método de ajuste de la respuesta en el dominio del tiempo, por minimos cuadrados, tiene la
ventaja que permite analizar cada respuesta orbital por separado al contrario de los métodos en el
dominio de la frecuencia donde se requieren dos 6rbitas para el analisis de los coeficientes,

2. El método de minimos cuadrados es ventajoso respecto al método de la perturbacion ¥a que permite
establecer un rango para el cual un modelo lineal es adecuado en ciertas condiciones de operacion del
cojinete.

3. Al aplicar fuerzas de magnitud muy pequefia (/¥ = 0.04), en cualquier direccion, a un cojinete axial
de dos 16bulos los coeficientes ajustados a la respuesta transitoria coinciden con los coeficientes
calculados por el método de perturbacion.

4. La forma de la respuesta orbital del muiién dentro del cojinete varia considerablemente cuando se
varia el angulo de aplicacion de la fuerza dindmica de excitacion, lo cual influye en el
comportamiento lineal del cojinete.

5. 8i las fuerzas dinamicas son aplicadas en la misma direccién que la fuerza estatica las orbitas
generadas son relativamente pequefias y redondeadas. Al contrario si la fuerzas son aplicadas
perpendicularmente a Ia fuerza estatica las érbitas aumenta en tamatio Y son mas esbeltas.

6. Para un nimero de Sommerfeld So=0.2813 el semi-gje mayor de las orbitas (adimensional respecto a
la holgura) debe ser menor que 0.02 (cantidad adimensional) para que la norma de la diferencia
entre los coeficientes ajustados y los calculados por perturbacion sea menor que el 20%. En el caso
de un nimero de S0=0.1643 el semi-eje mayor no debe ser mayor 0.01.

7. A medida que las 6rbitas aumentan en tamaiio y se hacen mas esbeltas 1a norma de la diferencia
entre los coeficientes ajustados y los calculados por perturbacién se hace mayor, lo que implica un
comportamiento no lineal del cojinete.
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