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RESUMEN
El problema directo en Magnetotelurica consiste en modelar los campos electromagneti-
cos naturales a partir de un modelo de conductividad terrestre. Se presenta una formu-
lacion por descomposicion de dominio del problema directo bidimensional que conduce
naturalmente a un algoritmo iterativo cuya solucion se aproxima por un metodo de
elementos finitos. Este procedimiento permite aproximar en forma simultanea las tres
componentes del campo electromagnetico secundario y es especialmente adecuado para
su implementacion en computadoras de arquitectura en paralelo.

ABSTRACT
The forward problem in Magnetotelluric consists of modelling the natural electromag-
netic fields starting from a earth conductivity model. We present a domain decompo-
sition formulation of the bidimentional forward problem wich leads in a natural way
to an iterative algorithm whose solution is approximated by a finite element method.
This procedure allows to approximate simultaneously the three secondary electromag-
netic field components and it is specially adecuate to implement in parallel architecture
computers.

El Metodo Magnetotehirico consiste en realizar mediciones de los campos electricos y magneticos
naturales sobre una region particular de 130 superficie terrestre y extraer de ellos modelos de
conductividad electrica. A partir de estos modelos puede inferirse informacion del subsuelo
mediante relaciones entre 130 conductividad electrica y las propiedades fisicas de las rocas tales
como composicion, textura, porosidad y contenido de fluidos.
Las variaciones temporales de las corrientes ionosfericas generan una onda electromagnetica que
se propaga con leve atenuacion hasta alcanzar 130 superficie terrestre. La mayor parte de 130 energia
de 130 onda se refleja en 130 interface tierra-aire y solo una pequeiia parte se propaga verticalmente
en el subsuelo induciendo en 130 corteza corrientes electricas denominadas corrientes teluricas.
La amplitud, fase y relaciones direccionales entre los campos electricos y magneticos medidos
en superficie dependeran de 130 distribucion de conductividad electrica del subsuelo.

El objetivo de este trabajo es presentar un metodo iterativo de descomposici6n de dominio para
modelado magnetotehirico bidimensional. Este procedimiento present a un interes particular



resolver al mismo tiempo tanto el campo e1l1ctricocomo el magnetico. Ademas, este metodo es
especialmente adecuado para su implementacion en computadoras de arquitectura en paralelo.

El modelo terrestre elegido es bidimensional, representable por un modelo unidimensional con
una inhomogeneidad bidimensional tal como puede observarse en la figura 1.

flo
aire
0'0 _~ 0

1
0'0 ~ 0

O'(x,z) = O'p(z)
O'p(z) + O'.(x, z)

en flo (aire),

en flp (tierra 1-0),

en fl, (dentro de la inhomogeneidad).

El dominio total fl es la union de 105 tres subdominios: flo, flp y fl,. Se denotara con afl al
borde del dominio fl y con fp a la interface tierra-aire. La funcion O',(x,z) es la anomalia de la
conductividad electrica, y se define como la diferencia entre la conductividad total 0'( x, z) y la
correspondiente a un modelo terrestre unidimensional de conductividad O'p(z).
Para simplificar el analisis de la induccion electromagnetica en un modelo terrestre bidimen-
sional se resuelve el campo electrico incidente en dos componentes: Eoy en la direccion de
simetria (along strike) y Eox perpendicular ala direccion de simetria (across strike). La com-
ponente Eox excita el modo transverso magnetico (TM) caracterizado por las componentes de
campo electromagnetico (Ex, E., Hy) mientras que Eoy induce las componentes (Ey, Hx, H.),
excitando el modo transverso eIectrico (TE). En este trabajo se analizara solamente el modo
TEj el procedimiento para el modo TM es an3.logo.

Para conocer 105 campos electromagneticos inducidos en el modelo se aplican las ecuaciones
de Maxwel junto con las correspondientes condiciones de borde para la interface entre medios
de propiedades electromagneticas distintas. Dado que en Magnetotehirica las corrientes de
desplazamiento son despreciables y que para la mayoria de las rocas la permeabilidad magnetica
puede considerarse constante e igual a la permeabilidad magnetica del vacio /Lo, las ecuaciones
de Maxwell armonicas en el tiempo toman la forma:

i) "il X H = O'E,
ii) "i1 x E = -iw/LoH,



donde se asume una dependeneia temporal de la forma eiwt de 105 campos complejos E y H.

Al reemplazar las componentes del campo electromagnetico para el modo TE en (1) se obtienen
las siguientes ecuaciones escalares:

.) 8H", 8Hz ( )
t -a;- - a;- = CT x,z Ey,

..) 8Ey • Hu a;- = -twJlo .,

... ) 8Ey • H
nt a;- = twJlo ""

EI problema directo se formulo en terrninos del campo secundario siguiendo la idea de Coggon [1].
El campo total se considera compuesto por una componente primaria, que puede ser calculada
analiticamente, y una componente secundaria que se define como la difereneia entre 105 campos
primario y total. Esta formulacion aumenta la exactitud de 105 resultados cuando la componente
secundaria es mucho menor que la total.

EI campo secundario U se define por la formula

siendo Eyp( z) el campo eIectrico primario correspondiente a un modelo terrestre unidimensional
de conductividad CTp(Z) cuya expresion analitica es conocida.

Para formular el problema diferencial se eligio un dominio rectangular n 10 suficientemente
grande como para que el campo secundario sea despreciable fuera de el y en particular sobre su
borde 8n. Resulta entonces el siguiente problema inhomogeneo con condieion de borde para el
campo secundario:

i)V'2u-iau=! enn,
ii) U = 0 sobre 8n,

donde por simplicidad se ha expresado a(x,z) = WJloCT(X,Z) Y !(x,z) = iWJlOCT.(x,z)Eyp(z).
EI campo magnetico secundario se define en forma aml.loga a (4):

siendo H:x:p(z) el campo magnetico primario correspondiente a un modelo terrestre unidimen-
sional de conductividad CTp(Z) cuya expresion analitica tambien es conocida.

Teniendo en cuenta las expresiones de 105 campos secundarios (4) y (6), las ecuaciones (2.ii,iii)
toman la siguiente forma:

.) 8u .
t 8x = -tWJloV.,

..) 8u .
n 8z = tWJloV",.

De estas manera se completa la formulacion del problema bidimensional en terminos del campo
secundario.



La idea del metodo de descomposicion de dominio consiste en transformar el problema diferencial
original (5) en un problema equivalente formulado sobre una particion de n. Este procedimiento
conduce naturalmente a 130 formulacion a nivel diferencial de un algoritmo iterativo que se re-
suelve en forma aproximada utilizando un metodo de elementos finitos. Aplicaciones de la
tecnica de descomposicion de dominio a problemas de modelado de f1ujosen medios porosos y
propagacion de ondas en medios disipativos pueden encontrarse en [2], [3], [4]Y [5].
Consideremos una particion no solapada del dominio n que por simplicidad se supondra rec-
tangular:

n = L:: njk; njk n n1m = 0 j,k,ll,m'
j,k=l

Denotaremos por 8njk al borde del subdominio njk, que descomponemos en la forma:

8njk = U fjk'
8=L,R,T,B

siendo rYk'rf., rjk' rfk los bordes izquierdo, derecho, superior e inferior de njk, respectiva-
mente, segun se ilustra en la figura 2. El simbolo Vjk denota la normal exterior unitaria en
fjk'

0-------,
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! !
i Vj,k i
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i) Ujk = UjOkO en fjk' (8)
") 8Ujk 8UjOkO 0

fjk'n --+---= en
8Vjk 8VjOkO

donde:

j*=j-l, kO = k, en r1k; (9)
j*=j+l, kO = k, en rfk;
'0 ' kO = k - 1, r~kjJ = J, en

j* = j, ko = k + 1, en rjk'



Las condiciones de consistencia (8,i,ii) se reemplazan por la siguiente condicion de borde del
tipo de Robin:

f}Ujk '{3' f}Uj-k- '{3' (10)-f} + I jkUjk = --f}-- + I jkUj-k-,
Vjk Vj-k-

siendo {3Jk una constante real y positiva,

Luego una formulacion equivalente del problema (5) por un metodo de descomposicion de do-
minio puede establecerse como sigue: encontrar Ujk tal que

En (6] se demuestra que el problema local (5) tiene solucion unica y que las formulaciones (5) y
(11) son equivalentes,

Introduciendo los multiplicadores de Lagrange ((7],[8]):

>'\ ~ - QUjk en rh (interiores), s ~ L, H, T, B,
J' f}Vjk'

i) V'2Ujk - iaUjk = I, en !ljk, (13)
ii) Ujk = 0, en f}!l (borde exterior),

iii) - >'jk + i{3jkUjk = >'j:k- + i{3jkUj-k-, en fjk (bordes interiores),

s' = H para s = L,
s' = L para s = H,
s' = T para s = B,
s' = B para s = T,

Luego una formulacion debil del problema (13) puede establecerse del siguiente modo: encontrar
(Ujk' >. jk) tales que:

i) (V'Ujk, V'CP)Oj, + i(aUjk,cp)Oj' + L < >'jk'CP >r;, = (I,CP)Oj"
,=L,R,T,B

ii) - >'jk + i{3JkUjk = >.J:k- + i{3jkUj-k-, en fjk (bordes interiores).

EI conjunto de funciones de pruebas admisibles para el problema se denota 1la(!ljk) donde el
supraindice 1 indica que tanto las funciones como sus derivadas de primer orden son de cuadrado
integrable en !ljk y el subindice 0 que cP es nula si f}!l n f}!ljk # 0, Es import ante notar que la
condici6n de borde Ujk = 0 sobre f}!l n f}!ljk, ha sido impuesta en forma luerte forzando a las
funciones de prueba cp(x, z) a anularse sobre el borde exterior,

Si tenemos en cuenta que los subindices j', k', s' corresponden a los subdominios contiguos al
!ljk la formulacion (14) sugiere naturalmente el siguiente algoritmd iterativo: a partir de valores
iniciales arbitrarios (U~k' >'jkO)se calculan (uit\ >'jkn+1) como sigue:

i) (V'uit\ V'CP)Oj, + i(auit\ cp)Oj, + L < >'jkn+1
, cP >r;. = (I, cp)Oj"

.=L,R,T,B

") ",n+l '{3' n+l [,,-,n + '{3' n] r' (b d . . )II "jk = I jkUjk - "j-k- I jkUj-k-' en jk or es mterlOres '

cP E 1lA(!ljk),
(15)



Estas ultimas expresiones representan un numero infinito de ecuaciones. EI siguiente paso sera
definir un metodo de elementos finitos para aproximar la solucion de (15).

Para simplificar la descripcion del procedimiento numerico se tratara solo el caso en que la
particion de n asociada al espacio de elementos finitos coincide con la elegida para la formulacion
del metodo de descomposicion de dominio.
Sea yh un espacio bilineal de elementos finitos contenido en 1tb(n):

yh = { 'P E CO(n): cp/njk E pu(njk),cp == 0 en an, 1 ~ j ~ nr, 1 ~ k ~ nz},

donde Pu (njk) denota la restriccion a njk de los polinomios de grade no mayor que uno en
cada variable.
Los espacios locales de elementos finitos se definen por:

i) yA = yh /njk,

ii) WA = U P1(rjk),
.=L,R,B,T

siendo Pr(fh) la restriccion a fjk de los polinomios de grade no mayor que uno en una variable.
EI procedimiento iterativo de elementos finitos por descomposicion de dominio se define como
el analogo discreto de (15), es decir, a partir de valores iniciales arbitrarios (u7i.°, A7tO) E
Yh Wh I I (h,n+l \ h,.,n+l) d' t I .jk X jk' se ca cu an ujk , Ajk me Ian e as ecuaclOnes:

') (V' h,n+l V' ) '( h,n+l) '" Ah",n+l (/ ) yh~ ujk , cp OJ' + ~aUjk , cp OJ' + L.J < jk ,cp >r;. = ,cp OJ'' cp E jk,
.=L,R,T,B (16)

ii) A7i.·,n+l = ifJ}kU7t+1 - [A7;~:,n + ifJ}kU7;~.], en rjk (bordes interiores).

Para ilustrar resultados numericos se eligio un modelo de dos capas con un prisma vertical de
alta conductividad con respecto al medio que 10 rodea cuya geometria se muestra en la figura 3.
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jUt = 0.01 (ohm' m)-t

u(x,z) = U2 = 0.05 (ohm' m)-t
U3 = 0.5 (ohm. m)-t

capa 1,
capa 2,

prisma.

El procedimiento iterativo por descomposicion de dominio (16) aproxima directamente el campo
electrico secundario u. Las componentes de campo magnetico secundario Vr Y Vz se obtienen a
partir de las ecuaciones (7.i, ii) utilizando los valores de los multlplicadores de Lagrange para
aproximar ~~ Y ~~. De esta manera el metodo iterativo por descomposicion de dominio permite
aproximar las tres componentes de campo secundario (u, Vr, vz) en forma simultanea. Las figuras
4 Y 5 muestran, respectivamente, el campo electrico secundario u y la componente Vr del campo
magnetico secundario en to do el dominio n para una frecuencia de 1 Hz.

o
-0.05

-0.1



La figura 6 muestra las curvas de resistividad aparente en superficie para distintas frecuencias.
Estas curvas son las que usualmente se utilizan para interpretacion. La resistividad aparente
Py:z: se obtiene a partir de la siguiente formula:

1.7$

'.7 ------- -_ .......•----,.-;-;----

...•
~ US

1"
~ 1.5

r 'AS

Figura 6 : CurYasde resistividad aparente (z = 0).

Con el fin de comparar y validar resultados se resolvio el problema diferencial (5) utilizando
un metodo de diferencias finitas. Las soluciones alcanzadas por ambos metodos se ajustan
perfectamente segun puede observarse en la figura 7 para una malla de 32 por 32.
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Con el fin de hacer mas eficiente el algoritmo iterativo (16) se implementaron las siguien-
tes alternativas.

a. Relajaei6n de la soluei6n
La relajacion de la solucion consiste en reemplazar u~k"+l por Hu~k"+l + u~k") y >'~k"n+l por
H>'~k··n+l + >'~k"n) luego de cada iteracion. Esta sencilla modificacion reduce sensiblemente el
numero de iteraciones, especialmente para lograr errores relativos pequenos.

b. Esquema iterativo red-black
Cada iteracion consiste en el ca.J.culode la solucion en todos 105 subdominios de n. Para. ca.lcu-
lar la solucion en un subdominio cua.lquierafljk, usamos "informacion" que corresponde a 105
subdominios contiguos mediante la condicion de Robin impuesta entre ellos. La idea de este
esquema es usar "informacion" actualizada para acelerar la convergencia.



Dsubdominios red

• subdominios black

Cada iteracion se realiza de la siguiente manera:
i) Se resuelve el sistema en los subdominios red usando la solucion y los multiplicadores de

Lagrange de los subdominios contiguos black como condiciones de borde.
ii) Se actualizan los multiplicadores de Lagrange para todos los subdominios red.

ill) Se realizan los dos pasos anteriores en los subdominios black, usando la solucion y los
multiplicadores de Lagrange de los red calculados en i) y ii) como condicion de borde.

iv) Se relaja la solucion segUnse explico anteriormente.
Es posible ademas disminuir el tiempo de maquina segun el modo en que este esquema red-
black es implementado. De acuerdo con el trabajo de C. C. Douglas [9] esta reduccion depende
del tamaiio del cache (memoria rapida) del procesa.dor. La idea es usar los datos mientras se
encuentran en el cache de manera que pasen por eI solo una vez y no dos veces como ocurre en
la implementacion usual.
c. Esquema multigrilla
Se implemento por Ultimo un esquema multigrilla de dos niveles. El procedimiento para resolver
una malla de n" por n. elementos (ambos multiplos de 2) es el siguiente:

i) Se resuelve el problema para una malla "gruesa" de T por T'
ii) Se interpolan la solucion obtenida y los multiplicadores de Lagrange para los puntos de

la malla de n" por n•.
ill) Se resuelve el problema inicial utilizando como valores iniciales los obtenidos en ii).

El esquema multigrilla se realizo tomando como base el programa con la iteracion de tipo red-
black implementado de acuerdo con 10 propuesto en [9]por C. C. Douglas.

Estas modificaciones se implementaron en un sistema Sun SPARC station 20 con procesador
sun4m, memoria principal de 32 MB y memoria virtual de 63 MB. Las reducciones en el numero
de iteraciones y en el tiempo de maquina se muestran en la tabla 1 para una malla de 64x64 y
un error relativo de 0.0001.

iteraciones tiempo
sin relajacion 7919 7398.7 s
con relajacion 2626 2518.8 s
red-black (usual) 2066 1576.7 s
red-black (C. C. Douglas) 2066 1221.6 s
multigrilla 32 X 32: 679 341.7 s

64 x 64: 244



Se ha presentado un metodo iterativo de descomposicion de domi~io para resolver el problema
magnetotehirico directo bidimensional que permite obtener en forma simultanea aproximaciones
de las tres componentes del campo electromagnetico secundario. Esto constituye una de las
principales ventajas del metodo y 10hace particularmente adecuado para el modelado magne-
totelurico.
Por otra parte, la solucion en cada subdorninio se alcanza resolviendo sistemas de 4 x 4 por 10
que no presenta las lirnitaciones de los metodos directos en cuanto al tamaiio de los sistemas
de ecuaciones involucrados. Por 10 tanto el metodo de descomposicion de dominio es adecuado
para resolver grandes modelos bidimensionales y constituye una eficaz alternativa para modelado
tridimensional.
Finalrnente, si bien en este trabajo se utilizaron computadoras en serie, es import ante destacar
que el metodo de descomposicionde dominio es especialmente adecuado para su implementacion
en computadoras de arquitectura en paralelo. La idea de la paralelizacion es resolver los pro-
blemas loca.lizadosen los subdorninios utilizando distintos procesadores en forma simultanea.
De este modo se obtiene una importante reduccion en el tiempo de ca.lculocon respecto a su
implementacion en serie, como puede observarse en el trabajo [5}para modelado de fiujos en
medios porosos.
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