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RESUMEN

En este trabajo presentamos un método directo para obtener la relacién en-
tre la carga critica, las coordenadas criticas y el pardmetro de imperfeccién.
En estados criticos caracterizados por bifurcaciones, los ceros de la primera
y segunda variacién de la energia potencial del sistema perfecto son raices
multiples. Por lo tanto los desarrollos de la carga critica y de las coordenadas
correspondientes no son en potencias enteras del parametro de imperfeccién, lo
cual impide la aplicacién de métodos de perturbacién regular. En la presente
propuesta suponemos las expansiones para la carga critica y las coordenadas
correspondientes en términos de potencias arbitrarias del pardmetro de imper-
feccién. Luego aplicando el principio de menor degeneracién, se determinan
los exponentes y los coeficientes de las expansiones.

ABSTRACT

In this work, we describe a direct procedure for obtaining the relationships
between the critical loads, the critical coordinates, and the amplitude of the
imperfection. For critical states characterized as bifurcations the zeros of the
first and second variations of the potencial energy of the perfect system are
always repeated roots. Thus, the expansions of the critical loads and coordi-
nates do not go in integrer powers of the imperfection parameter, and regular
perturbation methods are not applicable. In the present approach we assume
the expansions for the critical loads and corresponding coordinates in terms
of arbitrary powers of the imperfections parameter. Then by the principle
of least degeneracy, we determine the exponents and the coefficients of the
expansions.
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INTRODUCCION

Las limitaciones pricticas nos impiden construir sistemas estructurales en forma pre-
cisa como fueron planeados y los sistemas fisicos inevitablemente contienen pequefias
imperfecciones asociadas a imprecisiones geométricas y defectos de los materiales. Estas
imperfecciones pueden cambiar drasticamente las respuestas de los sistemas. Resulta in-
teresante estudiar la sensibilidad de dichos sistemas frente a pequefias imperfecciones. En
particular cuando se refleja con la pérdida de estabilidad del sistema imperfecto derivado
como una perturbacién de un sistema perfecto.

El andlisis de sensibilidad a una imperfeccién determina el grado de perceptibidad del sis-
tema frente a dicha imperfeccién. Cuando se estudia la estabilidad de un sistema mediante
consideraciones energéticas, se genera una familia de sistemas mediante la introduccién
de un pardmetro de imperfeccién ¢ en la funcién de energia potencial total para obtener
una funcién V(Q;, A, ). Con € = 0 se denota el sistema perfecto, y para valores no nulos
de ¢ los sistemas imperfectos.

De todos los estados criticos, nos interesan en particular aquellos en lo que una pequefia
imperfeccién provoca una reduccidn considerable de la carga maxima. Tales configura-
ciones se presentan en las bifurcaciones asimétricas y simétricas inestables. En estos casos,
la relacién carga méxima — imperfeccién, denotada por A(e), presenta una pendiente in-
finita en € = 0 por lo cual es imposible implementar algin metodo de perturbacién regular
{3], [4], [5). En [5) se construye la sensibilidad de la carga critica frente a imperfecciones
mediante un desarrollo en series intermedio, en el que X y £ se expanden en funcién de una
componente de desplazamiento; luego se invierten las series y se construye la aproximacién
de X en funcién de .

Este trabajo es una extensién del estudio de Godoy y Mook [1] de sistemas de un grado de
libertad, para casos de miltiples grados de libertad. Para la exposicién consideraremos
un sistema especializado de gran utilidad tanto teérico como préctico en el cual la energia
potencial V es lineal en el pardmetro de carga y se escribe como

V(@i A) = U(Q) ~ AE(Q)
donde U representa las deformaciones, E los desplazamientos y A la carga.
Introducimos la imperfeccién agregando un término de la forma
—¢B(Q:)

con el nuevo parimetro € que puede considerarse como la magnitud de la imperfeccién.
Este tipo de imperfeccién se presenta cuando hay una imperfeccién geométrica inicial o
la existencia de una pequeiia fuerza no colineal a la carga que produce una deformacién
inicial.,

ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Consideremos un sistema estructural cuya funcién de energia potencial total es de la forma

V =U(Q:) - AE(Q:) — ¢B(QJ)
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Para estudiar la sensibilidad es conveniente realizar una expansién en serie de la energia
potencial total a partir de un punto de equilibrio estable del sistema perfecto e. Realizamos
las aproximaciones de cada una de las componentes de V.

Py ~ 1 1.

U(@) = U+ UiQi + ﬂUszin + ﬁUiijs’Qij +..
N ~ 1~ 1~

E(Q) ~ Eo + EQ; + o EiiQiQi + 3Lk QiQiQu + ...

~ -~ 14 1.
B(Q:) ~ By + B;Q; + 2—!13.','0.'@,' + ﬁBiijinQk +...

donde @; representan las coordenadas generalizadas para i = 1,...,n con n el nimero de
grados de libertad del sistema,;

- ou N 0E a oB

“=soag.: P~ agagl Bi=agag

Entonces escribimos el desarrollo de V como
V= [70 - AEO — &Eo + fj.Q. - AE.'Q.- - EE;Q;
14 1 = 1 4
+1li@iQs — grALQiQs — 57¢BiiQiQ; + ...

Un estado critico estd determinado por las condiciones de equilibrio, y de estabilidad

(2],(5);

ov

Z7
._a_gv_x._v.x._o
9Qi8Q; "7 ~ T

Resulta entonces
Vi=Ui— AEi ~ eB; + 0,;Q; - AB;Q; - €B;Q;
15 1, 4 1 -
+ ﬁUmQJ’Qk - ﬂAE‘j"QjQ" - -2—!53,-ijij

1. 1, 4 1 -
+ ﬁUijleijQI - ﬁAEijleijQl - ﬁEB;quijQx +eenm g, (1)

-~ ~ - ~ ~ -~ 1A~
ViiX; = [ Uij = AE;; — eBi; + UijnQiQx — AEijxQ; Qi — €BijnQ;Qu + ol Qi Q@

1. -~ 1 & 1. 1 -
- ﬂAE.'quijQr - ﬁeB.','leijQ: + 3_lU«'jklmQijQlQm - ﬁAEijklmQ.‘iQkQIQm

_%EﬁijklinQleQm +.. ] X;=0 (2)

Con el propésito de obtener las relaciones entre la carga maxima y el parametro de imper-
feccién A(e), y entre las coordenadas correspondientes ¥ la imperfeccién Q;(¢) proponemos
los siguientes desarrollos

Q5 = gje + gine™ &)
X,' =Zp+ 3:_,'180
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Donde Ac, Ate, jey i1y Zjey Tj1 cOn j = 1,...,n son reales y M, N, O positivos. Esta
forma de realizar el analisis de pertrubaciones es la diferencia clave entre el presente
trabajo v aquellos que se desprenden de la teoria de Thompson y Hunt [5]. Introducimos
los desarrollos (3) en la ecuacién de equilibrio (1), y luego de agrupar por potencias de ¢
y teniendo en cuenta las identidades

'

E=V*
Bf:Vf,

Ef, Vit E% = Vi, etc. (3)
=V, B =V, etc. 4)

u

donde ( Y= %(K)' y()= %;)-. La ecuacién de equilibrio queda de la siguiente manera

1
Ve + Ve + MVieM + V"q,ls + V°q,1€1+N+ z\1V ‘gneMtN 4+ = 2 .Mjl%wm

1. 1
+ 57":'51.?:'14;181“” + 2,/\1".,1:4419»15 M+iN K,utznquque
1.
+ gVingngnane 1+3N + MV figingagne™ N K,kzmqnququqme W
1.
+ g7 Viikim Z19m g gmi€ THN 4 '—/\1 Vim0 qngmie 4N 4. =0 (6)

donde ( )¢ denota la evaluacién en el punto critico (Qic, Ae, 0). Ahora introducimos los
desarrollos (3) en la ecuacién de estabilidad critica (2) y después de reordenar los términos,
obtenemos

: ! M o
Vizje + Viziee + MVifzjce™ + VEizieque” + Vizpe + Vizpelt
4 M 1+N40 1o]
+ /\1V~~°z,~1€ +0 4 V,kzﬂqué‘ N+0 4 V,;,,z,lqne N0 /\1V1k$,1q1,1€M+N+

1
+ V.,,,a:,cqne N L MViE et + K,k,zjcqnqus”’ + E;Wﬁuz,-cqnque‘*’"

v 1 WN+0 | Ly 142
+ 2—,/\1V.-j°}.1$jc9k1¢1115 + ar enTigaane’™ o + a1 EnTigaane'” N+o

1 , 1.
+ 2—,/\1 ViuTinqugne™ N0 4 3,".,1,1,,.2:ch1¢111¢1».163~ + 3—,K§k,mzjch1quqm1€1+w
1
+ 3,/\1V.,k1,,.$;cququ‘Im1€M N4 gV,“;,.,,,.znqnquqmes” +0
1. 1 ,
+ yv.‘;umzjlq1¢1q11q‘m151+3N+o + g/\lWjilmzjlkuQIIQM1€M+aN+o +:e=0 i (M

A partir de las ecuaciones de equilibrio (6) y de estabilidad critica (7) tomando € = 0
ambas ecuaciones se reducen a V° = 0 y Vjz;. = 0 de las cuales obtenemos los valores
criticos Ac, gjc ¥ Zje. Como Vj; es singular en el punto critico, obtendremos la direccién
critica z;. como funcién de alguna de las coordenadas a la cual debemos asignarle algin
valor. Sin pérdida de generalidad podemos suponer z;, = 1. Luego, se determinan los
exponentes M, N y O de los desarrollos (3) de manera tal de obtener las ecuaciones
menos degeneradas, es decir las que retengan la mayor cantidad de informacién posible
para poder obtener los coeficientes. A continuacién consideraremos para este tipo de
imperfeccién el caso de un punto critico correspondiente a una bifurcacién simétrica.
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BIFURCACION SIMETRICA

En el caso de un punto critico distinto correspondiente a una bifurcacién simétrica, ca-
racterizada por
V.‘?lgzicxjczkc =0

V."c:cic =0

V;‘z;c ;é 0
escogemos M = 2y N = 1, reemplazamos estos valores en la ecuacién de equilibrio (6) y
agrupamos por potencias de &

! 1 ¢ (e ‘e 1 ¢
o+ [Vian] et + [uvie + Gvianan] e + [V + Ve + S Vougagua] b

4o =0 (8)
A partir de esta expresién retenemos el término de menor orden que conduce a la ecuacién
Vian=0 (9)

Como Vj; en el punto critico es singular y ademds, z;. satisface V,-;z,-c =0 con 2y, = 1.
Entonces la ecuacién anterior nos permite escribir

gi1 = azj, con a#0 (10)

Aplicando el mecanismo de contraccién a la ecuacién de equilibrio (8)

' 1 . '
[V.';Iic%'lJ et + [/\12.&'3'1"-2—,";;;,2;&1;'1%1} et 4 [V;"zic + MV ziegn
=0
1 . $
+ ﬁV.'ju-’DialmIquu ef+...=0 (11)

reemplazando ¢;; por (10), obtenemos

1, . ,
aVizizi| et + | A V‘-"’z,-c+—,a’ VirTicTiotne | €8 + | Vez,, + MaVfziez;.
~ \.v_zo 217 E e ®
=0 = =0

1
+ gaawjklziczjczkczlc‘] eb4.. =0 (12)

¥ luego tenemos la siguiente ecuacién escalar

3
. ] [+3
Vizie + eV faicese + 37 VimiTieT et heTle = 0 (13)
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Ahora elegimos O = } y reemplazamos en la ecuacién de estabilidad (7)

z:c + [ 511 + V szchl] 5} + [Al 3;: + V.,;,zntm + 20 V.,uﬂ-‘chquu] $

_0

1
+ [V iTje + /\lv zi1 + Az‘{,kx,cqn + 2,".,].1%1?1:1%1 + 3,V.,k1,,.x,chx<mqm1] ¢
F e = 0 (14)

Sustituimos g;; por (10) y nos queda la siguiente ecuacién

Vizje + [ Vizn + aV,kz,czkc] et 4+ [/\1 Zje + V5T Tk + o la V,';uzjczkczlc} et
\..,_/

1
[V T + /\1 311 +ak Vuszczkc + o I/.Jklzjlzkczlc+

2!
o’ 3 V,,H,,.z,czkczuzm] eb+..=0 (15)
que se reduce a
Viizin + aViizietr = 0 (16)
Como normalizamos z;. tal que ;. = 1, entonces el desarrollo z;(e) = z1c + 116 +...
§
tiene 233 = 215 = .-+ = 0. La ecuacién anterior queda de la forma
Viizi = —aVijizietr. — V'iiﬁ},
=0
es decir
Vizin = —aV§zjeti. paraj=2,...,n (1n

Introducimos el cambio de variable
yi1 = %zﬁ oseaz;y =ayj; cony;=0 (18)
Reemplazando en (17) obtenemos el siguiente sistema
V-';.'/il = Vi;kzjczkc (19)
que nos permite calcular para y;;. Ahora aplicamos el mecanismo de contraccién a la

ecuacién de estabilidad (14)

V zic zj + Vszichqu]] 5}
—0

, 1
+ | MVfzicgie + VieTicTingn + 2—,V,-§u$.'c$jcq“q:1 ed+. =0 (20)
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Reemplazamos por gj; por (10) y z;; por (18)

o ‘/.‘c'zic Yin+ e« V.'c'kziczjczkc 5}

7 3

—— N e
=0 =0

a i
+ /\IV.';'cziczjc + azv.‘;);zicyjlzkc + ?V.’;Mzicz:’czkczlc €3 4...=0 (21)

¥ tenemos la siguiente ecuacién escalar
1
02 (‘/i;kzicyjlxkc + gvg‘;l.lziczjczkczlc) + /\IV.'_’,'czic-ch =0 (22)

A partir de la ecuacién (13) despejamos ),

; 3
(‘/.'czdc + ‘;_1 Vi;'lelzl'czjczkczlc)

= ; 23
A P (23)
Sustituyendo (23) en la ecuacién (22) queda
1 .
a® (‘/i;kzt‘cyjlzkc + §V.';klz|'czjcxlec31c) - V.'cxic =0 (24)
Esta tltima ecuacién nos permite encontrar o
f/{cz',c ) ¢
a= 25
(V.'gkzicyjlzkc + %V.'guziczjczkczlc ( )

Una vez obtenida a, sustituyendo en (23) calculamos Aj; luego reemplazando en (10) y
(18) obtenemos ¢;; y ;1. Disponemos entonces de los desarrollos

A= AC+A1€M

Qj = gjc + gine"
Xj =Z; + .1:,15‘0

La seleccién de M, N, O ha sido presentada sin mayor discusién. Sin embargo, una
eleccién inapropiada de M, N, O hubiera llevado a resultados inconsistentes, El método
actual de bisqueda que se emplea en este trabajo es el prueba y error; sin embargo, los
autores estdn investigando otras posibilidades basadas en optimizacién.

Por razones de espacio, los desarrollos en el presente trabajo se limitan a términos de
“primer orden” en la ecuacién (3), o sea el primer conjunto de coeficientes. El proced-
imiento para encontrar el término siguiente en la serie (3) , incluyendo los exponenetes
desconocidos, es idéntico al prensetado anteriormente. Asi mismo, sélo presentamos aquf
el caso de bifurcacién simétrica. Bifurcacién asimétrica ha sido solucionada por los au-
tores, as{ como imperfecciones que afectan el parimetro de carga. Sin embargo, eso serd
tratado en otro trabajo.
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EJEMPLO DE BIFURCACION SIMETRICA

Para ejemplificar lo expuesto anteriormente, consideremos el problema discutido por
Thompson [5]. En el cual una estructura de largo £ articulada en ambos extremos cargada
axialmente por P que reposa sobre una fundacién eldstica de rigidez K por unidad de
longitud, como se muestra en la Figura 1. La estructura se asume inextensible longitudi-
nalmente y de rigidez a la flexién B. Para representar una imperfeccién suponemos que
la estructura soporta una pequefia carga transversal € en su punto medio. Las dos cargas
mantienen su magnitud y direccién mientras la estructura flexiona.

,\ B P

i S . <k 5,{”;%

Figura 1: Estructura sobre fundacién eldstica

La energia potencial total aproximada en funcién de u;, P y ¢ resulta

1. 1A
V(ui, Pg) = §U.'ju.'uj + 54 —Uiimuiujupuy + -+ — P [2E.,u,u, + 24E-;klu SUGURY + . ]
- e$.-u.-, (26)

donde los coeficientes estan dados por

Uj=U4(0) =0  parai#j,
~ Bt fim\* 1

O =Uu(0) = - (7) + K¢,
Eij=E;0)=0  parai#j,

=50 =£(%)’

Ui = Uijua(0) = 12B ( ) ZZZZ”]’H/ sin —-——sm ]7;'” cos E;;—z-cos -l%dz,

a8 i 4t dmzx jmz knz  Inz
Eijn = Eii(0) = 3ijklm (l) /Ocos 7 08 =5 cos —— cossz,

$.=¢\'(0)=+1 patai=1,3,9,...
$i=¢i(0)=-1  parai=37,11,...
=¢(0)= 0 parai=2,4,6,...
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Como podemos ver tanto Ui; como E;; estén en forma diagonal ¥ podemos determinar
los valores criticos directamente. Resulta u;, = 0 y la carga critica

Pz

k )l_ )
QO

dando pi .

=43 4
Blajty =t tam
donde v = K/B(r /). Debido a la existencia de fundacién, la menor carga critica no se
da necesariamente para i = 1. Por lo tanto supondremos que la menor carga critica ocurre
para P¢ = P! por lo que la direccién critica queda determinada por ¢ = 1y z;, = 0
para i # t. Con estos resultados podemos aplicar las férmulas de la seccién anterior para
obtener el primer término de los desarrollos 3. Calculamos a por la ecuacién (25). Para
lo cual necesitamos

I'/."::tl':: = _$t
¢ 1. 3 LAY
V.-,-kz.-cynzkc + §V"J‘k13ic1’jczkczlc = ‘S‘Bl (Z) t (t - 37);
’ V4 it 2
Viiziozje = —5 (7)

que introducidos en (25) nos conduce a

oo —88;[5 )
T\ B33y + 19

Reemplazando en (23) calculamos py

3Br4(3y — ) (97’?_’%'3%‘7)

= g

¢

que reescribimos como
3/B\} , i
p== () €~

Por dltimo obtenemos los desarrollos

¢
PM(e)=p° - g (l’%) (- 3y)bet
~8¢:°

¥
u(e) = (m) ety ui(e) =0 para ¢ # ¢
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