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En este trabajo presentamos un metodo directo para obtener 180 relaci6n en-
tre 180 carga critica, las coordenadas criticas y el para.metro de imperfeccion.
En estados criticos caracterizados por bifurcaciones, los ceros de 180 primera
y segunda variacion de 180 energia potencial del sistema perfecto son raices
mUltiples. Por 10 tanto los desarrol108de 180 carga critica y de las coordenadas
correspondientes no son en potencias enteras del para.metro de imperfecci6n, 10
cual impide 180 aplicacion de metodos de perturbacion regular. En 180 presente
propuesta suponemos las expansiones para 180 carga critica y las coordenadas
correspondientes en terminos de potencias arbitrarias del para.metro de imper-
feccion. Luego aplicando el principio de menor degeneracion, se determinan
los exponentes y los coeficientes de las expansiones.

In this work, we describe a direct procedure for obtaining the relationships
between the critical loads, the critical coordinates, and the amplitude of the
imperfection. For critical states characterized as bifurcations the zeros of the
first and second variations of the potencial energy of the perfect system are
always repeated roots. Thus, the expansions of the critical loads and coordi-
nates do not go in integrer powers of the imperfection parameter, and regular
perturbation methods are not applicable. In the present approach we assume
the expansions for the critical loads and corresponding coordinates in terms
of arbitrary powers of the imperfections parameter. Then by the principle
of least degeneracy, we determine the exponents and the coefficients of the
expansions.



Las limitaciones practicas nos impiden construir sistemas estructurales en forma pre-
cisa como fueron planeados y los sistemas flsicos inevitablemente contienen pequeiias
imperfecciones asociadas a imprecisiones geometricas y defectos de los materiales. Estas
imperfecciones pueden cambiar drasticamente las respuestas de los sistemas. Resulta in-
teresante estudiar 1asensibilidad de dichos sistemas frente a pequeiias imperfecciones. En
particular cuando se refleja con 1aperdida de estabilidad del sistema imperfecto derivado
como una perturbacion de un sistema perfecto.
El an&lisisde sensibilidad a una imperfeccion determina e1grade de perceptibidad del sis-
tema frente a dicha imperfeccion. Cuando se estudia 1aestabilidad de un sistema mediante
consideraciones energeticas, se genera una familia de sistemas mediante 1a introduccion
de un parametro de imperfeccion e en 1a funcion de energ{a potencial total para obtener
una funcion V(Qi,A,e). Con e = 0 se denota e1sistema perfecto, y para valores no nu10s
de e 10ssistemas imperfectos.
De todos 10sestados crlticos, nos interesan en particular aquellos en 10que una pequena
imperfeccion provoca una reduccion considerable de 1a carga maxima. Tales configura-
ciones se present an en 1asbifurcaciones asimetricas y simetricas inestab1es. En estos casos,
1a re1acion carga maxima - imperfeccion, denotada por A(e), present a una pendiente in-
finita en e = 0 por 10cual es imposib1eimp1ementar alglin metodo de perturbacion regular
[3], [4], [5]. En [5] se construye 1a sensibilidad de 1a carga crltica frente a imperfecciones
mediante un desarrollo en series intermedio, en el que Aye se expanden en funcion de una
componente de desp1azamientoj 1uegose invierten 1asseries y se construye 1aaproximacion
de Aen funcion de e.
Este trabajo es una extension del estudio de Godoy y Mook [1]de sistemas de un grade de
libertad, para casos de mUltiples grados de libertad. Para 1a exposicion consideraremos
un sistema especializado de gran utilidad tanto te6rico como practico en e1cual1a energla
potencial V es lineal en el parametro de carga y se escribe como

V(Qi, A) = U(Qi) - AE(Qi)

donde U represent a 1as deformaciones, E los desp1azamientos y A 1a carga.
Introducimos 1a imperfeccion agregando un termino de la forma

con e1nuevo parametro e que puede considerarse como 1a magnitud de 1a imperfeccion.
Este tipo de imperfeccion se presenta cuando hay una imperfeccion geometrica inicial 0
1a existencia de una pequeiia fuerza no colineal a 1a carga que produce una deformacion
inicial.



Para estudiar 180sensibilidad es conveniente realizar una expansion en serie de 180energia
potencial total a partir de un punto de equilibrio est able del sistema perfecto e. Realizamos
1as aproxima.ciones de cada una de 1as componentes de V.

- - 1- 1-U(Qi) ::::l Uo+ UiQi + 2fUijQiQj + 3fUij~QiQjQ~ + ...
- - 1- 1-E(Qi) ::::l Eo + EiQi + 2fEijQiQj + 3fEij~QiQjQ~ + ...
- - 1- 1-B(Qi) ::::l Bo + BiQi + 2fBijQiQj + 3iBij~QiQjQ~ + ...

donde Qi represent an 1as coordenadas generalizadas para i = 1, ... , n con n e1 numero de
grados de libertad del sistema;

- fJU I
Uij = fJQjfJQj • '

- fJE I
Eij = fJQifJQj • '

- fJB I
Bij = fJQifJQj •.

Entonces escribimos e1 desarrollo de V como

V = 00 - AEo - d!Jo+ OjQi - AEiQi - eBiQi

1- 1 - 1 -+ 2fUijQiQj - 2fAEijQiQj - 2feBijQiQj + ...
Un est ado cntico esta. determinado por 1as condiciones de equilibrio, y de estabilidad
[2],[5];

fJV
fJQi = Vi = 0,

Resu1ta entonces

Vi = OJ- AEi - eBj + OjjQj - AEijQj - eBjjQj
1- 1 - 1 -+ 2fUij~QjQ~- 2fAEij~QjQ~ - 2feBij~QjQ~

1- 1 - 1 -+ 3fUjj~IQjQ~QI - 3iAE;j~IQjQ~QI- 3feB;j~IQjQ~Ql + .,. = 0, (1)

VijXj = [O;j - AE;j - eB;j + O;j~QjQ~ - AE;j~QjQ~ - eB;j~QjQ~ + ~O;j~IQjQ~QI

1 - 1 - 1- 1 -
- 2fAE;j~IQjQ~QI - 2feBij~IQjQ~QI + 3fUij~lmQjQ~QIQm - 3iAE;j~lmQjQ~QIQm

1 - ]-3feB;j~lmQjQ~Q1Qm + ... Xj = ° (2)

Con e1propOsito de obtener 1as re1a.ciones entre 180carga maxima y e1 parametro de imper-
feccion A(e), y entre 1as coordenadas correspondientes y 180imperfeccion Q;(e) proponemos
10s siguientes desarrollos

A = Ae+ Alf;M

Qj = qjc + qjleN

Xj = Xjc+ XjleO



Donde Ae, Ale, qje, qjl, Xje, Xjl con j = 1, ... , n son reales y M, N, 0 positivos. Esta
forma de realizar el analisis de pertrubaciones es 180diferencia clave entre el presente
trabajo y aquellos que se desprenden de 180teori8ode Thompson y Hunt [5]. Introducimos
los desarrollos (3) en 180ecua.cion de equilibrio (1), y luego de agrupar por potencias de €

y teniendo en cuenta las identidades

Ei = Vi'",
Bi = v;e,

Ee u'e
ijk = Yijk'

Be _ T'~e
ijk - Yijk'

Eij = Vi~e,

Bij = V;j,

donde ( )' = ~ y ( . ) = ~. La ecuacion de equilibrio queda de 180siguiente manera

v;e + v,e + A v;'e M + v;e N + v,e 1+N + A v;'e M+N + 1v;e 2Ni i € 1 i € ijqjl€ ijqjl€ 1 ij qjl€ 2T ijkqjlqkl€

1v,e 1+2N 1A v;'e MHN 1v;e 3N+ 2T ijkqjlqkl€ + 2T 1 ijkqjlqkl€ + 3T ijklqjlqklql1€

1T'~e 1+3N 1 \ u'e M+3N 1ue 4N+ 3TYijklqjlqklq,l€ + 3T"1 Yijklqjlqklql1€ + 4fYijklmqjlqHql1qml€

1 T'~e 1+4N 1 \ u/e M+4N 0+ 4fYijklmqjlqklql1qml€ + 41"1 YijklmqjlqHql1qml€ + ... =

donde ( )e denotala evaluacion en el punto crftico (Qie,Ae,O). Ahora introducimoslos
desarrollos (3) en 180ecuacion de estabilidad critica (2) y despues de reordenar los terminos,
obtenemos

ue + T'~e + \ u'e M + ue N + ue 0 + T'~e 1+0YijXje YijXje€ "1 Yij Xje€ YijkXjeqkl€ YijXjl€ YijXjl€

+ \ u/e M+O + ue N+O T'~e l+N+O \ u/e M+N+O
"1 Yij Xjl€ YijkXjlqkl€ + YijkXjlqkl€ + "1 YijkXjlqkl€

+ T'~e l+N + \ u'e M+N + 1ue 2N + 1T'~e 1+2N
YijkXjeqkl€ "1 YijkXjeqkl€ 2T YijklXjeqklql1€ 2T YijklXjeqklql1€

1A v;'e MHN 1v;e 2N+0 1v,e 1+2N+0+ 2T 1 ijklXjeqklql1€ + 2T ijklXjlqklql1€ + 2T ijklXjlqklql1€

1 \ u'e M+2N+0 1ue 3N 1T'~e 1+3N+ 2T"1 YijklXjlqklq'1E + 3TYijklmXjeqklql1qml€ + 3TYijklmXjeqklql1qml€

l'e M+3N 1 e 3N+0+ 3TA1VijklmXjeqHql1qml€ + 3TVijklmXjlqklql1qml€

+ 1v,e 1+3N+0 + 1A v;'e M+3N+0 - °3T ijklmXjlqklql1qmlE 3T 1 ijklmXjlqklql1qmlE + ... -

A partir de las ecua.cionesde equilibrio (6) y de est8obilid8odcrftica (7) tomando E = 0
ambas ecuaciones se reducen a Vie = 0 Y VijXje = 0 de las cuales obtenemos los valores
crfticos Ae, qje y Xje. Como Vij es singular en el punto crftico, obtendremos 180direccion
critica Xje como funcion de alguna de las coordenadas ala cual debemos asignarle algu.n
valor. Sin perdida de generalidad podemos suponer Xle = 1. Luego, se determinan los
exponentes M, N y 0 de los desarrollos (3) de manera tal de obtener las ecuaciones
menos degeneradas, es decir las que retengan 180mayor cantidad de informacion posible
para poder obtener 10s coeficientes. A continua.cion consideraremos para este tipo de
imperfeccion el caso de un punto critico correspondiente a una bifurcacion simetrica.



En el caso de un punto crltico distinto correspondiente a una bifurcacion simetrica, ca-
racterizada por

ViihXieXjeXhe= 0

v;eXie = 0

v;eXie :f: 0

escogemos M = ~ y N = ~, reemplazamos estos valores en la ecuacion de equilibrio (6) y
agrupamos por poteneias de s

~ + [Viiqjl] sf + [.xlVi'e+ ~ViihqMhl] st + [v;e +.xl Vi~Cqjl + ~ViihlqMhlqll] S.
=0

Como Vlj en el punto crltico es singular y ademas, Xjc satisface ViiXjc = 0 con Xlc = 1.
Entonces la ecuacion anterior nos permite escribir

Aplicando el mecanismo de contraceion a la ecuacion de equilibrio (8)

[ ViiXiCqjl] st + [.xl~ +~V;ihXicqMhl] st + [ v;cXic + .xlVi~CXicqjl

+ ~v.j"z••",q"q,,] ,I+ ... - 0 (11)

reemplazando qjl por (10), obtenemos

[0: Viixic Xjc] st + [.xl Vi'eXic+2~0:~ ViihXicXjCXhc] st + [V;CXiC + .xlo:Vi~eXiCXjc----........- --....,....... . ~ . '
=0 =0 =0

+ ~Q'I7;"Z;'z;,z~",],I+ ... = 0



~ + [V;jXjl + V;jIcXMlcl] et + [..\1v;~eXje+ V;jlcXMlcl + ~V;jlclXjeqlclql1] el
=0

+ [V;jXje +..\1 v;~eXjl +..\1 V;~~XMlcl + ~V;jlclXMlclql1 + ~V;jlc/mXMlclql1qml] ei

~+ [V;jXjl + OV;iIcXjeXlce]et + [..\1v;~eXje+ OV;ilcXjlXlce + ~o2V;ilc/XjeXlceXle] el
=0

[
ife \ u/e \ u/e 1 2ue

+ YijXje + Al YijXjl + OAI YijlcXjeXlce+ 2TO Yijlc/XjlXlceX/e+

o3~V;ilclmXjeXlceX1CXmC] ei + ... = 0 (15)

Como normalizamos Xje tal que Xlc = 1, entonces el desarrollo xl(e) = Xle + xueo + •..
tiene Xu = X12 = ... = O. La ecuaci6n anterior queda de la forma

V;jXjl = -oV;jIcXjeXlce - V;~~

=0

1
Yjl = aXj1 0 sea Xjl = 0Yjl con Yu = 0

que nos permite calcular para Yjl. Ahora aplicamos el mecanismo de contracci6n a la
ecuaci6n de estabilidad (14)

[~x;, + V,i'X;'X;.q,,] ,I

+ [A'v,;x"x;, + V,i,x;,x;"" + ~v,;"•• x",,,,"] ,I+ ... ~ 0 (20)



[
0 ~!ljl + 0 YiillZi:ZjCZlIc,j Et

=:0 =0

+ [A' V~'x"",;.+Q'V;j.x"V;,x~ + ; V;J"X;",~•• ,x,,] ,I+ ... = 0 (21)

y tenemos la siguiente ecuacion escalar

Una vez obtenida 0, sustituyendo en (23) calculamos AI; luego reemplazando en (10) y
(18) obtenemos qjl y Zjl. Disponemos entonces de los desarrollos

A = Ac + AIEM

Qj = qjc + qjlEN

Xj = Zjc + ZjlEO

La seleccion de M, N, 0 ha sido presentada sin mayor discusion. Sin embargo, una
eleccion inapropiada de M, N, 0 hubiera llevado a resultados inconsistentes. El metodo
actual de bUsqueda que se emplea en este trabajo es el prueba y error; sin embargo, los
autores estan investigando otras posibilidades basadas en optimizacion.

Por razones de espacio, los desarrollos en el presente trabajo se limit an a terminos de
"primer orden" en la ecuacion (3), 0 sea el primer conjunto de coeficientes. El proced-
imiento para encontrar el termino siguiente en la serie (3) , incluyendo los exponenetes
desconocidos, es identico al prensetado anteriormente. As! mismo, solo presentamos aqu!
el caso de bifurcacion simetrica. Bifurcacion asimetrica ha sido solucionada por los au-
tares, Il.Sl como imperfecciones que afectan el parametro de carga. Sin embargo, eso sera
tratado en otro trabajo.



Para. ejemplificar 10 expuesto anteriormente, consideremos el problema discutido por
Thompson [5]. En el cual una estructura de largo I. articulada en ambos extremos cargada
axialmente por P que reposa sobre una fundacion elastica de rigidez K por unidad de
longitud, como se muestra en 180 Figura 1. La estructura se asume inextensible longitudi-
nalmente y de rigidez a la flexion B. Para representar una imperfeccion suponemos que
la estructura soporta una pequeiia carga transversal f; en su punto medio. Las dos cargas
mantienen su magnitud y direccion mientras la estructura flexiona.

Figura 1: Estructura sobre fundacion elastica

La energia potencial total aproximada en funcion de Ui, P y e result a

- e¢iui,
donde los coeficientes estan dados por

Oij = Uij(O) = 0 para i =!' j,
- BI. (ilr)4 1
Uii = Uii(O) = 2 Y + 2KI.,

Eij = Eij(O) = 0 para i =!' j,
- I. (ilr)2
Eii = Eii(O) = 2 Y ,

6 i" k I
Oijkl = Uijkl(O) = 12B (I) ~~~~i2Pkl fa sin I~X sin J;X cos ;x cos ~x dx,

- . . (11') 4 fi ilrX jn k1rx In
Eijkl = Eijkl(O) = 3lJklm I 10 cos TCOS TCOS -1.- cosTdx,

~i = ~i(O)= tl para. i= 1,5,9,,,.
¢i = tPi(O) = -1 para i = 3,7,11, .

¢i = tPi(O) = 0 para i = 2,4,6, .



Como podemos ver tanto Uij como Eij estan en forma diagonal y podemos determinar
los valores criticos directamente. Resulta Uic = 0 y la carga critica

P
i _ fJij- ~ ,

Eij

pi '2 1
B(1r/l)2 - I + ~'Y,

donde l' = K / B( 1r / l)4. Debido a la existencia de fundaci6n, la menor carga crftica no se
da necesariamente para i= 1. Por 10 tanto supondremos que la menor carga critica ocurre
para pc = pI por 10 que la direccion critica queda determinada por Xtc = 1 Y Xic = 0
para i :/;t. Con estos resultados podemos aplicar las formulas de la seccion anterior para
obtener el primer termino de los desarrollos 3. Calculamos a por la ecuacion (25). Para
10 cual necesitamos

(
-8¢tl5 ) t

a = B1l'6t2(3'Y + t4)

Reemplazando en (23) calculamos PI

( ~ )J4 4 -Sf,l"_ 3B1r (31' - t) B"'t'(-3'"I+i'j
PI - 814

3 ( B)t 4 1PI = -2" flt4 (t - 3'Y)J

Por ultimo obtenemos los desarrollos
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