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Reswnen

En este trabajo presentamos algunas aplicaciones de un metodo
numerico de solucion de la ecuacion de Laplace en determinadas situa-
ciones con alguna simetria y condiciones de front era dadas. En particu-
lar tratamos problemas estacionarios de difusion de calor. El metodo
ha sido aplicado a problemas de contorno mixtos en electrostatica [1]
y a algunos problemas con interes en biologia. A pesar de 10 sim-
ple del metodo se logran resultados razonables con muy poco esfuerzo
computacional.

In this work we present some applications of a numerical method
for solving the Laplace equation with adequated boundary conditions
in problems with certain symmetries. In particular we apply it to some
stationary problems of heat diffussion. The method has been applied
to mixed boundary problems in electrostatics [1] and some problems
with interest in biology. Although the simplicity of the method it
allows us to get reasonable results with very low computational effort.

Es comun que en 108 cursos de electromagnetismo, de teorfa de flufd08,
de transferencia de calor y materia, etc., se ponga especial enfasis en encon-
trar expresiones exactas para las soluciones de las ecuaciones diferenciales



involucradas. Desafortunadamente, existen muchos problemas iInportantes
con interes cientifico0 tecnologico, en los cuales esos metodos 0 no se aplican
o son muy complicados de usar. Se hace por ello indispensable disponer de
metodos numericos de solucion de los problemas matematicos asociados con
el area en estudio. Esto se ha visto potenciado en los ultiInos aiios debido
al acceso casi generalizado de las facilidades de calculo de las computadaras
digitales.

En este trabajo describiInos y aplicamos un metodo numerico de muy
siInple iInplementacion y que ha mostrado proveer de soluciones razonables a
ciertos problemas que involucran la ecuacion de Laplace con distintas condi-
ciones de contorno. En particular hemos estudiado su utilizacion en pro-
blemas con interes en eleetrostatica [1]y ahora 10 hacemos en problemas
estacionarios de difusion de calor. En ambos casas se obtienen resultados
altamente aceptables y con muy poco esfuerzo computacional.

La funcion temperatura (0 potencial electrostatico) pueden, en general,
ser expresados como una combinacion lineal de un cierto conjunto completo
de funciones. La eleccion del conjunto completo (funciones base) depende de
la siInetria del problema a tratar. Los coeficientesde esta combinacion lineal
estan determinados por las condiciones de frontera; en muchas situaciones
estas fronteras son las superficies de los cuerpos sobre los cuales la tempe-
ratura 0 flujo de calor (el potencial eleetrostatico 0 densidad de cargal son
especificados.

El metodo que proponemos consiste en aproxiInar la serie 0 integral que
representa a la temperatura por una suma finita de N terminos dejando de
este modo N coeficientes a ser determinados:

00 N
T(x) = L: Cn<Pn(x) ~ L: Cn<Pn(x)

n=O n=O

La determinacion de esos N coeficientes puede realizarse par una dis-
cretizacion de la frontera en donde las condiciones para la temperatura y /0
flujo de calor son iInpuestas. Esta discretizacion debe tomarse de forma tal



que, al imponer las condiciones de frontera sobre esos N puntos, se obtenga
un sistema de N ecuaciones con N incognitas. Una veZdeterminados los co-
eficientes, podemos reemplazarlos en el desarrollo 1y de esta manera obtener
una expresion aproximada para la temperatura en cualquier punto de interes
del recinto.

La eleccion de la particion mas adecuada de la frontera requerira de un
analisis del problema bajo consideracion. No daremos aquf una estimacion
de la precision con la cuallos coeficientes de la suma que representa a la tem-
peratura son calculados dentro de este esquema. Sin embargo, de acuerdo a
nuestros experimentos numericos, podemos concluir que una mejor aproxi-
macion se obtiene al incrementar ellllimero N.

Un aspecto importante del metodo propuesto, es que este requiere un
esfuerzo computacional mucho menor que el de diferencias finitas para prob-
lemas similares.

Una generalizacion del metodo a problemas no estacionarios esta siendo
desarro llada.

A continuacion presentamos los resultados obtenidos con la aplicacion del
metodo a algunos problemas de frontera simples.

En nuestro primer ejemplo se pone a prueba el metodo propuesto com-
parando la solucion obtenida par la aplicacion del mismo, con la solucion
exacta. El ejemplo considerado es el de un eilfndro circular de longitud in-
finita con temperatura espeeificada sobre la superficie. Una de las mitades
esta a temperatura E>y la otra a -E>. La solucion interior para este problema
se puede escribir en la forma:

'_1)38 L fi I 'fi d 1con aj = '2j+l. a gnra 1 muestra a gra ca e a temperatura como
funcion del angulo 4> para un valor del modulo del vector posicion ligeramente
menor al radio del cilfndro. La curva indicada con a) surge de la evaluacion de
cien terminos de la serie 2, mientras que la curva b) correspoude a la soluciou



C:'ll,t,.'ui.in. cc:.HInlH'foIl.I·O nH~'t.c:ulc:'l1>n.I·n.1111n.pl1t'l,i(~iC:'>llllnifc:u'II)P d.•' In. ft·c:>ut,.'l·n r·ut
N --,----20. Se nl,"el"vA. UIl.a. cC:'liJlcid.eucia I!'Il1IYtatn...,.ut-.e.-nzol1nl>}e ent .•-.~ n,"1'ln.1"I
•••c:'ll'.ICi••'l.l.c:,.••.

t) D _1
() 0 0, ~:::. 1 ,CJ (] 1 . ':" : > ,0

I_Ig 1 C:'orn,pJ-lr'f:\.cion ent,r-e 10 solucioll "O:'Xf'1.Ct•• "
y la soll_lcioll obt.el'lidn. COTl, el r.•..•.clodo Pl"()pLlest.n

Ot.r., •.•.j •...tllplo .it'! f.•.\.cil t,l'n.t,anJ.i •..•llt,c:'l cnll IJ.1J.en.t.•-o m •.-'t.(u:io •••.'" ••,I rle Hit tio
rnirlic:> elipt.ico elJ.yn. frc::ult.ern. ti •.~up lUJ.U .loP Ia" tnit,n. •.i.~R A. litH\. t,oPrn.!-u·.·,).t.urn.
fijn._ 'Ii .•., Y Roht'e In, ot,t·n. 'Ilit.n.d HI.' hC\ oPl"Ip.~(;ificnd.() un nlljC"l d., cn.lor (.-11I,'·I'\11t..-
t.) HuliplJ.t,r) c:l.~toPrTniIJ.a.c:in '. 1'':11 oPNt.-,'Cn.HO. II..'SrC"ltlvenieTlt. •..., URn.r CCH.Jl·c:l•..•Iln..iuZ'l
pHt i.-~ns (/t. 0) 1:31.

;r -,----'~CO ..,"(Jl) ..,••,,(O)

Y =-c ~ •.,iHh(I--L)eO."l(O)



D. Prato, P. Lamberti

En estas coordenadas la solucion interna con las simetria adecuada se

escribe:

T(/l.8) = L Ancosh(lIpcos(n8) + L Bnsenh(lIp)cos(nB) (4)
n par n impar

En la figura 2 se muestran las gn\ficas de la funcion temperatura para
tres valores distintos de la coordenada J.L; (J.L = 0.5 corresponde ala superficie
de la elipse). En este caso se tomo una partie ion con N = 20.
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>'"ig. 2: Solueion del segundo ejemplo. Lo curvo (a)
:orresponde 0 j.L=O; la (b) a j.L=O.4 y 10 (el 0 j.L=05.

EI liltimo ejemplo que analizamos con 1"1 metodo propuesto es 1"1 de un
dominio eliptico cuya front-era ha sido di\idida en cuatro sectores. sobre los
cuales se ha especificado. alternadamente. 105 \'alores del f1ujo de calor y
de la temperatura, A partir de la solucion general en coordenadas eliticas.
se puede demostrar que la solucion interna que satisfaee las condiciones de

contorno impuestas, se escribe:



T(j.t, B) = E Ancosh(lIp)cos(nB)
n par

En la fignra 3 se presentan las gnificns de In temperatura, para distintos
valorcs de It. en funci6n de (}.
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Fig. 3: Graficas carrespondientes al tercer problema
a) corresponde a f.L=O.5, b) ~L=O.4 Y c) f.L=O

Para finali7:ar dpsel\mos hacl'r nn ('oml'ntario sohre la impleIllPnl,acil'lI\
nnll\erica del metodo. Desde este pnuto de \'ista, e[ mCtodo propnesto solo
reqniere la inversion de nna rnatriz. En general, la matriz involncrada no
present a dificultades para su inversion. En algunos ejernplos estudiados ob-
sern\mos que pnede resultar con\'eniente trahajar con antofunciones no nor-
rnalizadas. Esto evita la aparicion de elementos de matriz de gran valor
ahsolnto 0 de valor muy pequeno.
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