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RESUMEN
En el presente trabajo, deseamos poner en evidencia las propiedades topol6gicas de la
familia de integradores simplecticos. En particular, se resalta el hecho de que conservan
la energia, 10 que los hace particularmente aptos para la integracion de sistemas
conservativos por largos periodos.

ABSTRACT
In this paper, we wish to put in evidence the topological properties of the simplectic
family of integrators. It is made special mention of the fact that they intrinsically conserve
the energy, a fact that makes them particularly useful for long term integration of
conservative systems.

Supongamos una estructura elastica, pero con una relaci6n constitutiva no lineal, es decir un material
del tipo caucho, del cual queremos estudiar su comportamiento dinamico. Un modelo posible para un
sistema tal puede escribirse en terminos de tres matrices caracterizadoras del sistema discretizado: M
matriz de masa, K matriz de rigidez y A una matriz que describira los apartamientos del regimen lineal.
De este modo, la formulacion dinaroica se hace a traves de la ecuacion de movirniento:

{
X(t) = vet)

Alv(t) = P(x,t) - Kx(t) _l\x3(t)

donde x(t) = vet) es e1vector de aceleraciones nodales, x(t) es el vector de desplazamientos nodales
y P(x, t) es el vector de cargas, que puede ser nulo si se desea estudiar el problema de oscilaciones
libres. Vale la pena aclarar que nuestro modelo simula la estructura no lineal como suma de una lineal
mas un termino de tercer orden; independientemente de esto el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (E.D.O.s) dado por (2) describe la dinamica de un sistema de osciladores no lineales



acoplados en el espacio de fases; un sistema como este conserva la energia 0 en terminos mas
generales tiene asociada una forma conservativa del tipo de Liouville (Ref. [3), de la forma:

donde dr = dq\dqZ ... dqn dp\dPz".dPn es un elemento de volumen en eI espacio de fases, las q,
son las coordenadas generalizadas y los P, son los impulsos generalizados.

Para conocer los desplazamientos x(t), se hace necesario integrar el sistema (2) para 10 que se
utilizan esquemas en diferencias ya sean explicitos 0 implicitos. Estos esquemas en diferencias para la
integracion suelen resultar simples y robustos; sin embargo suelen mostrar algunas caracteristicas que
hacen necesario un analisis de sus reales aptitudes para el estudio de determinados problemas. En 10
que sigue, discutiremos ciertos esquemas numericos de integracion que tienen asociada una forma
conservativa del tipo Liouville, hecho que los hace inherentemente conservativos y en consecuencia
especialmente aptos para la integracion de este tipo de problemas. Estos esquemas reciben el nombre
de simplecticos.

Comencemos por comentar que el comportamiento de un sistema dinilmico conservativo - 0

hamiltoniano, como 10 denominaremos de aqui en mas - admite una descripcion, equivaJente a la dada
por la mecilnica de Newton, en terminos de una funcion escalar H, que para este tipo de sistemas
coincide con la energia y que se denomina funcion de Hamilton 0 Hamiltoniano. Las ecuaciones
dinilmicas en terminos de H toman Ja forma (Ref. [1) ):

dende el subindice denota derivacion parcial respecto de Ja variable indicada. Si pensamos que el
cambio sufrido per el sistema al pasar del estado (q,p) en t = Oal estado (q',p') en t = .• es una
transformacion, la propiedad que exhiben los sistemas hamiltonianos es que esta transformacion es
canonica, siendo H un invariante del sistema. Arullogamente, diremos que un esquema de integracion
es simplectico si al realizar la integracion en un paso de tiempo, el estado aproximado se transforma
mediante una transformacion canonica. Esta propiedad del esquema es importante ya que los sistemas
hamiltonianos no son por 10 general estructuralmente estables; esto es que un desplazamiento
arbitrario en el espacio de fases no es necesariamente consistente con las (4).

Veamos ahora como verificar si un esquema es simplectico 0 no: para ello definamos la matriz
jacobiana de la tranformacion en el espacio de fase, desde el estado inicial (i) al final (t) como:

J = I3(qf ,pf)

B(q',p')

(J sera una matriz de dim (P) x dime P), donde dime P) es la dimension del espacio de fases, que
es el doble de la dimension del espacio de configuracion: dime P) = 2 x dim( C». Introduzcamos
ahora una matriz B, tal que:



[
0mm(C)

B=
-I mm(C)

donde 0<hm(C) es la matriz nula de dim(L}xdim(C)y ldim(C) es la matriz identldad de
dim(L} x dim(C). Esta matriz B, representa la relaci6n entre los corchetes de Poisson antes y
despues de la transformaci6n La transformaci6n, y en consecuencia el esquema de integraci6n que
representa senin simplecticos si se verifica que:

A continuaci6n, daremos un ejemplo academico para ilustrar los alcances de 10 anteriormente
establecido. Para ello tomaremos un oscilador como el propuesto para modelar la dinamica de una
estructura elastica no lineal pero de un s610 grade de libertad, y compararemos dos esquemas del
mismo orden (0(&) 2 ), para integrar la ecuaci6n de movimiento; el primero de ellos es un esquema

en diferencias conocido como de punta medio explicito 0 leap-jrog [4J:

Vn+1I2 =vn +& f(xn)

Xn+l =xn +&Vn+1I2

Xp = xn + & Vn

vnH =vn + ~[f(X,)+f(Xp)]

Para verificar si se trata de un esquema simplectico, procedemos como sugerimos antes, es decir
verificamos si se cumple la relaci6n dada por (7). Calculemos J para elleap-jrog:



Para este esquema, JTBJ =B[1 + ~2 l{'(x. +Vn l:Jt) - f'(Xn)]]. Las opciones para que el

esquema sea simplectico son, 0 bien hacer cero el paso de integracion, 10 que carece de sentido, 0 bien
exigir que:

que es 10 mismo que exigir que el oscilador sea un oscilador armonico libre; para casos mas generales,
el integrador no es siritplectico.

1. Podemos descubrir una cierta sensibilidad del metodo de integracion respecto del tipo de problema
para el que se desea emplear. Esta caracteristica rara vez se pone de manifiesto en el analisis
convencional de la estabilidad del esquema.
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