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Los engranajes son dispositivos de uso habitual para la transmision de movimiento de
-rotacion ent-re-ejes, y"se ene-uentran jkesentes practicamente en todo tipo de maquinas.
Un movimiento de engrane relativo tridimensional es aquel desarrollado por un par de
engranajes con ejes no concurrentes y no paralelos. Todos los tipos de engranajes pueden
ser vistos como caso particular de engrane tridimensional; por ejemplo, engranajes rectos,
conicos, hipoidales, tornillo sinffn, etc. En este trabajo desarrollamos las ecuaciones de
movimiento para representar engrane tridimensional en el contexto de la formulacion de
un programa multiproposito para analisis de sistemas multituerpos flexibles.

Existen referencias clasicas sobre engranajes y elementos de maquina (por ejemplo [1]). En los
ultimos anos, se han publicado trabajos en los que se busca mejorar la capaeidad de analisis
para permitir el diseno de transmisiones mas pequenas, livianas y silenciosas [2J. Rama Mohana
Rao y Muthuveerappan [3) usan elementos finitos para evaluar tensiones en la raiz del diente
en transmisiones helicoidales. Ozgiiden et al [4,51 desarrollan modelos para analisis dinamico
de pares de engranajes rectos. Sus modelos incluyen flexibilidad de ejes y apoyos, permitiendo
estudiar efectos por acoplamiento entre vibraciones laterales y de torsion. Kahraman [6,71 de-
sarrolla un modelo para simular el comportamiento dinamico de un sistema planetario de una
etapa con engranajes helicoidales. La formulacion permite modelar sistemas planetarios con un
numero arbitrario de planetas, y estudiar el efecto producido por errores de fabricacion, juego en
el dentado y fluctuacion de rigidez, sobre la distribueion de cargas entre los pinones. Geradin y
Robert [8] desarrollan un programa general para analizar vibraciones de torsion en trenes de en-
granajes, incluyendo flexibilidad de dientes, errores de fabricacion (excentricidad) y fluctuacion
de rigidez.

En este trabajo desarrollamos las ecuaciones de movimiento para representar engrane tridimen-
sional en el contexto de la formulacion de un programs multiproposito pars snalisis de sistemas
multicuerpos flexibles [9,10]. EI par de engranajes es implementado como una junta particu-
lar del programa, agregando a este una nueva funcionslidad. EI programs de anaIisis tiene en
cuenta, entre otros efectos, movimiento tridimensional de los miembros, flexibilidad, smorti-
guamiento y disipacion por friccion. La familia de elementos del programa incluye (entre otros)
viga, membrana, cuerpo rigido, resorte, juntas rotoidal, helicoidal, prismatica y cilindrica y leva,
permitiendo construir un modelo sumamente fiel de una maquina.

La junta par de engranajes es descripta por dos nodos : uno en el centro de cada rueda. Estos
nodos pueden ser conectados a otros elementos que describen el mecanismo. La formulacion
desarrollada es suficientemente general como para representar casi todo tipo de engranajes usados
en la industria: rectos, helicoidales, conicos, dentados interno y externo, rueda y tornillo sinfin,
hipoidales, etc. Se incluyen los efectos de flexibilidad de dientes, con fluctuacion de rigidez y
juego en el engrane. Todas las component!'s de las fuerzas de contacto inducidas por el engrane



(tangencial, radial y axial) son tenidas en cuenta. Estas fuerzas son transmitidas al resto del
mecanismo a traves de los nodos del elemento. Se incluye ademas las fuerza de friccion que
puede generarse por efecto del deslizamiento relativo que existe en ciertos tipos de engranaje
(por ejemplo, rueda y tornillo sinfin). La fuerza de friccion es funcion de la fuerza transmitida y
de un coeficiente, el cual puede variar con el valor instantaneo de la velocidad de deslizamiento
en el engrane. Trenes de engranajes y sistemas planetarios pueden representarse facilmente
mediante la superposicion de varios elementos par de engranajes en el mismo modelo.

Destacamos que la mayoria de los trabajos de la literatura limitan el analisis a una configuracion
de engrane determinada ;. por ejemplo, un par de engranajes rectos con algunas componentes
de flexibilidad en el sistema. La formulacioll que presentamos da un tratamiento unificado para
todos los tipos de engrane y combinacion de estos. El programa result ante permite analizar
practicamente toda situacion, pudiendo el analista decidir a voluntad que efectos introducir en
el modelo.

En, estetrabajodamos, ..ppr •..razQIles de limitacion de.espacio, una descripcion resumida del
modelo formado por dos ruedas. Una descripcion mas detallada, en la cual se incluyen los efectos
de friccion y sistemas de rueda y cremallera se da en los trabajos [11,121. Las posibilidades de
aplicacion de la formulacion se ilustran con dos ejemplos numericos.

Las ecuaciones de movimiento de un sistema dinamico sometido a restricciones holonomicas 41
pueden ser escritas en la forma [10,13J ;

{

d (8£.)
dt 8q

k41(q, q, t)

8£.

8q

= 0

donde se ha utilizado una formulacion Lagrangiana aument'ada, £. es el Lagrangiano del sistema
sin restricciones, q y q son los desplazamientos y velocidades generalizadas del sistema din amico,
y Q son las fuerzas no conservativas que actuan sobre el sistema. Las fuerzas de restriccion
Q', que pueden interpretarse como aquellas que obligan al sistema a verificar las restricciones
impuestas, son;

I 841( )Q = - k>..-p41
8q

donde k y p son factores de escala y de penalidad, respectivamente.

Las ecuaciones (1) forman un sistema de eCuaciones diferenciales-algebraicas no lineales. La
solucion puede obtenerse avanzando paso a paso mediante un esquema de integracion tempo-
ral apropiado. En cada paso de tiempo debemos resolver un sistema de ecuaciones no lineales
algebraicas, el cual es resuelto mediante el metodo de Newton. La contribucion de las res-
tricciones holonomicas a la matriz de iteracion puede obtenerse mediante diferenciacion de las
fuerzas de restriccion y la restriccion misma, con respecto a los parametros de desplazamiento
generalizados, resultando ;

Definiciones Basicas

Consideraremos una junta formada por dos ruedas dentadas con centros A y B. En esta seccion
definimos relaciones basicas que seran usadas para expresar la cinematica de la union.



La posici6n de cada centro de rueda en el referencial inercial esta dada por XA Y Xs. Definimos
una terna de vectores unitarios ortogonales en Gada centro de rueda en la configuraci6n de
referencia :

- {I'l' 1'2, 1'3} vinculados a la primera rueda, con origen en su centro A;
- {~l, ~2,6} vinculados a la segunda rueda, con origen en su centro B.

Ambas ternas son dextr6giras Y tienen su primer vector orient ado perpendicularmente al plano
de la rueda, en tanto su segundo vector se dirige bacia el punta de contacto entre ambas ruedas
(ver figura 1).

Notamos que tanto la distancia entre centros en la configuraci6n actual como la orientaci6n
relativa de ambas ruedas, deb en ser mantenidas constantes por alglin medio externo a fin de
asegurar un engrane correcto. La formulaci6n que desarrollamos no tiene en cuenta posibles
variaciones en estas para corregir la relaci6n de transmisi6n.

La orientaci6n de ambas ternas materiales en la configuraci6n actual puede obtenerse aplicando
el operador de rotaci6n en cada roeda a las ternas de referencia :

RA, Rs son las matrices de rotaci6n en los nodos A, B, las cuales se relacionan con los vectores
de rotaci6n eA, es a traves de la forma exponencial exp(SA),exp(8s) [10,14J.

Definimos un segundo par de ternas unitarias en la configuraci6n actual. Estas son solid arias
del marco que soporta al par de engranajes, y se definen siguiendo la misma regia seguida para
obtener las ternas de referencia {1'1,1'2,1'3} y {~1,~2, ~3}. I.e., los vectores I'r y ~rson normales
a cada rueda :

mientras que los vectores I'~,~~se orient an bacia el punto de contacto y los vectores I'~,~~se
definen completando ternas dextr6giras.

Definimos ademas una terna de vectores unitarios {17~,172'17n, los cuales se orientan a 10 largo
de los dientes en contacto en la configuraci6n actual: 17r es paralelo a la linea de base del diente;
172 se orienta segun la vertical del diente, desde la primera rueda hacia la segunda; finalmente,
17~ es perpendicular al plano medio del diente.



La terna {11~'}se relaciona a {I.L:'} a traves de los angulos de conicidad IA Y de helice 13A, como
se muestra en la ligura 1 :

-sin'A
cos IA

o
COS IA sin I1A]
sin'Asinl1A

cos13A

La convencion de signos para los angulos de conicidad y de helice esta dada en la ligura 2. EI
superindice A en la ecuacion (6) se usa para enfatizar que los vectores l1~'Ase calc ulan solo en
'funcion de variables cinematicas de la rueda A.

Z
Figura 2 : Convenci6n de signos para los 6.ngulo8 de conicidad y de helice

A partir de la igualdad entre las ecuaciones (6) y (8), determinamos la relacion entre las tern as
{I.L?} y {~?}durante el engrane :

Pue<!e mostrarse facilmente que Z es en realidad funcion de solo tres parametros independientes
(lA, IB, 13A- 13B)'



La posicion del punto de contacto Xc puede calcularse en terminos de variables cinematicas en
la rueda A 0 en la rueda B :

(Z 1)2 2 Z2 !(Z2,2 TB - TA) 1- TBZ3,2 iLll {XAB + TBZl,2 JLll
2,2 TB - TA - TB 3,2 (12)

ClXAB + C2JLl + C3JLl X XAB

C

(TA - Z2,2 TB)Zl,2 TB

Z3,2 TB

C

Los vectores ~2, ~3 se obtienen por ultimo usando la ecuacion (9): [~l ~2 ~31 =
[ JLl JL2 JL3] z.
Puede mostrarse numericamente que C # 0 para T A 2: T B, En consecuencia, pediremos que se
satisfaga a priori esta condicion para asegurar que la resolucion de JL2,

Grados de Iibertad de la junta

EI par esta formado por dos cuerpos rigidos (Ias dos ruedas) vinculadas por una restriccion
cinematica que une las rotaciones en tome a sus respectivos ejes de rotacion. Usamos quince va-
riables cinematicas para describir la junta, agrupadas en el vector de coordenadas generalizadas
q:

XA, XB dan la posicion del centro de cada rueda, en tanto eA, eB dan su rotacion, EI valor
escalar urn mide la deformacion del engrane en la direccion circunferencial. Este valor es en
realidad una medida combinada que result a de la deformacion de los dientes en contacto y del
juego entre dientes. Finalmente, 105 desplazamientos angulares l/JA, l/JB miden la rotacion relativa
de cada rueda en el marco local del par, obteniendose la siguiente relacion entre las temas prima
y doble prima:

JL2 = JL2 cos l/JA - JL3 sin l/JA

e~ = e~cos 1/1 B - e; sin 1/1 B

JL~ JL2 sin l/JA + JL3cos l/JA

E~ = E~sin 1/1 B + E; cos 1/1 B

[ JL1 JL2 JL31

[~~~~m
[JL'l JL2 1-£3] R(el, l/JA)

[~; ~2 ~~] R(el,l/JB)



o
cosw
sinw

- s~nw]
cosw

La junta tiene doce grados de libertad fisicos : las seis componentes de movimiento de cuerpo
rigido en cada rueda, mas la deformacion global del engrane menos la restriccion relativa entre
ruedas. Por 10 tanto, la dimension del vector de variables cinematicas q excede en tres al numero
de grados de libertad fisicos de la junto, y debemos imponer tres restricciones adicionales para
definir correctamente el sistema. Una restriccion esta dada por la relacion cinematica result ante
del contacto entre dientes, en tanto las dos relaciones adicionales resultan de fijar el valor de
los desplazamientos angulares relativos WA, WB. EI conjunto de restricciones se describe en la
seccion siguiente. Para imponer estas, aiiadimos tres multiplicadores de Lagrange -conjugados
alas restricciones mencionadas- al vector de coordenadas generalizadas q y asi formar el vector
de incognitas de la junta.

Variacion de 105 vectores Jl.?, £.;', TJ;'
A partir de las ecuaciones (17), podemos determinar las siguientes expresiones (escritas en forma
matricial) :

[RAoE>A] [Jl.~

[RBoE>BI [£.~
Jl.~l + OWA [0

£.~I+ OWB [0

[OTJ~A OTJ~A oTJ~Al [RAOE>AI[TJ~A TJ~A TJ~AI+owA[O -Jl.~ Jl.~IYA

[OTJ~B OTJ~B oTJ~Bl [RBoE>BI[TJ~B TJ~B TJ~BI + OWB[O -£.~ £.~IYB

19ualrnente, las variaciones de la posicion del punto de contacto, medidas en terminos de variables
cinematicas sabre una u otra rueda, resultan :

OXA + (RAoE>A) x Jl.~rA - Jl.'30wArA

OXB + (RBoE>B) x £.~rB - £.'3oWBrB

Como dijimos anteriormente, necesitamos tres ecuaciones de restriccion para definir correcta-
mente la junta. La primera de ellas da la relacion cinematica entre 105 desplazamientos angulares
relativos de ambas ruedas :

donde mn es el mOdulo normal del dentado, an el angulo de presion normal, y ZA Y ZB son
105 numeros de dientes en cada rueda. La restriccion se formula de esta manera para que el
multiplicador de Lagrange conjugado -€scalado por el factor k- tenga el significado fisico de la
fuerza de contaeto normal: :F = kAl'

La segunda restriccion representa el contacto circunferencial producido por el engrane entre
dientes :

</>2 = (x~ - xg) . TJ'3A = 0 (22)

donde x~, xg dan la posicion del punto de contacto calculado en terminos de variables ci-
nematicas en la rueda A y en la rueda B 1 respectivamente.

La tercera restriccion expresa la unicidad de la terna unit aria TJ;', calculada en funcion de
variables cinematicas en una y otra rueda :



oq. ocPj
oq

OXA
oElA
OXB
OElB
OVJA
01/JB

OUm

o
o
o
o

-!ZAmncoSO<n

~ZBmn cos an
cos an

OcP2oq·-oq

OcP3oq·-oq

OXA
oElA
OXB
oElB

O"'A
O"'B
bUm

o
R~(1J~A X 1J~B)

o
-R~(1J~A X 1J3B)
-YA 2,2 J.L3'1J~B

(YB 3,3 e~- YB 2,3 e~) '1J~A
o

Luego, substituyendo en la ecuacion (2), evaluamos el vector de fuerzas de restriccion Q' de la
junta:

Los engranajes se asumen formados por discos rigidos, con dientes elasticos cuya rigidez esta
representada por un resorte no lineal y un amortiguador insertados a 10 largo de la linea de
presion instantanea. La variacion temporal de la rigidez y los efectos no lineales debido al juego
son importantes para predecir la respuesta dinamica del par de engranajes. Siguiendo Ozgiiven
et al [4,5], incluimos el efecto de excitacion parametrica mediante un termino que representa la
armonica fundamental del error de transmision estatica. La separaei6n de los dientes y el juego
son incluidos en el modelo siguiendo la misma aproximaci6n.

Las fuerzas del dentado se derivan del potencial elastico Vm, definido como sigue :

[[xll = {~
x+b

x;O:O
-b<x<O

x ~-b

Aqui , km es la rigidez del dentado, Xerr es el error de transmisi6n bajo carga estatica y b es
el juego circunferencial. El error de transmision bajo carga estatica incluye tanto los errores



de fabricacion del dentado, como las variaciones de rigidez. Asumimos que este termino es una
funcion del desplazamiento angular en la primera rueda (tPA).

Las fuerzas del dentado se calculan diferenciando con respecto a los desplazamientos generali-
zados q, dando :

6Vm = {~~:.} . km[[um + xerrll { X~t}
La contribucion a la matriz de rigidez tangente se logra derivando una vez mas :

con x~rr = 8a~:r.
En el ejemplo tratado hemos supuesto la siguiente expresion para el error de transmision :

donde asumimos una perturbacion de amplitud X y una frecuencia de excitacion igual a la
frecuencia de paso de un diente.

EI amortiguall,liento de contacto entre dientes se obtiene aiiadiendo un termino emum a las
fuerzas internas. EI coeficiente Cm puede expresarse en forma aproximada :

Cm = 2~Jkmme

con me una masa equivalente que represent a la inercia de ambas ruedas :

lAlB
me=

IAR~ +lBRr

y ~ el porcentaje de amortiguamiento del dentado [41.

EI contacto entre dientes se produce a 10 largo de la linea de presion. Su orientacion varia con
el signo del torque transmitido, de tal modo que la fuerza de contacto puede ser vista como
tratando siempre de separar ambas ruedas. La fuerza de contacto esta contenida en el plano
{'1~,'1n,normalmente orientada a los dientes en contacto. Su magnitud F es igual a kA1 (el
multiplicador de Lagrange conjugado a la primer restriccion <P1 multiplicado por el factor de
escala k).

Las componentes circunferencial y axial de la fuerza de contacto -orientada segun '1~-fueron
tenidas en cuenta cuando se formulo la restriccion holonomica <P2. Sin embargo, la componente
radial de la fuerza de contacto es de naturaleza no holonomica y debe agregarse explicitamente
a la formulacion como una fuerza no conservativa.

La componente radial de la fuerza que actua sobre la rueda A en el punto de contacto puede
escribirse, en terminos de variables cinematicas sobre una u otra rueda :

pA = -kIAllsinQn7]~A FB = -kIAllsinQn'1~B (34)

(usaremos una expresion u otra cuando corresponda). La fuerza radial es conjugada a variaciones
de posicion del punto de contacto C, resultando en la expresion de trabajo virtual:

6XA FA

68A R~(rA X FA)
6XB _FB

6W 6q' Q 6ElB -R~(rB x FB) (35)
6tPA 0
6tPB 0
6um 0



donde Q es el vector de fuerzas no conservativas. Por diferenciacion obtenemos la contribucion
a la matriz de rigidez tangente (no simetrica) S :

02W = {Oq}. [Sqq SqA ]{ ~q} (36)0>' S Aq Su ~>.

0 _FAR~ 0 0 -CAJ.L~ 0 0

0 0 0 0 T( -A - ) " 0 0RA rAF - qrA 1-£3

0 0 0
-B T

0 -CBer 0-F RB

0 0 0 0 0 RT( FB
- W 0B rB - cBrB 3

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
O· 0 ·0 lJ 0- 0 0

(FA/AI) 0 0
T- ~ A ) 0 0RAfA F /Al
(F / AI) 0 0

SqA R~rB(FB/Atl 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

EI p.rimer ejemplo consiste en un par conico recto, en el cual una rueda esta fija y la otra se
encuentra montada sabre un eje rigida que gira en torno al eje y (figuras 3,4).

EI centro de la primera rueda esta fija en el origen de coordenadas. La rueda se encuentra
contenida en el plano x - z. Su radio es r A = 5, modulo normal mn = 0.2, angulo de presion
Qn = 20°, numero de dientes ZA = 50, angulo de conicidad 1'A = - tan-l(5) = -78.7° de helice
f3A = O. En la configuracion inicial, la segunda rueda tiene su centro en (0, 1,5) Y esta contenida
en un plano paralelo al plano principal x - y. Su radio es rB = 1, numero de dientes ZB = 10,



~'•
Figura 4 : Vista esquematica del pal' c6nico recto (salida del programa)

angulo de conicidad IB = - tan-1(0.2) = -11.3° y de helice flB = O. Esta vinculada a traves
de uria junta rotoidal a una barra rigida que va del (0,1,5) al punto de coordenadas (0,1,0).
En este punto, la barra esta conectada a traves de una union rotoidal con eje a 10 largo del eje
y a la fundaci6n.

EI sistema tiene un grado de libertad. Hallumos una nueva configuraci6n imponiendo un incre-
mento de angulo de 1 radian a la barra rigida. Ademas, actua un momento Mext = 1000 en la
articulaci6n entre la barra y la segunda rueda. La figura 3 muestra la configuracion calculada
con los valores result antes de las acciones de la primera rueda sobre la fundaci6n. La fuerza
de contacto normal entre los engranajes calculada es Fgear = 1.064 X 103, coincidiendo con los
valores te6ricos.

Amilisis dinamico de una transmision

Este ejemplo trata el analisis de un hansmisi6n compuesta por dos ejes unidos a traves de un
par de engranajes rectos (figura 5). Este ejemplo fue tratado igualmente por Ozgiiven [4], con
una expresi6n diferente del error de transmisi6n.

EI sistema tiene una velocidad impuesta constante de 12000 RPM en la rueda 1, y transmite
un torque T2 = 945.8 aplicado en la rueda 2. Las propiedades del engrane son: modulo



normal mn = 0.15748, diametro d = 3.937, angulo de presion On = 200 y numero de dientes
ZA = ZB = 25 (los angulos de conicidad y de helice son nulos). Las masas e inercias de rotacion
son: mA = mB = 5.36 X 10-3 eIA = IB = 0.0102. La rigidez del dentado es km = 1.477 X 107,

amortiguamiento e = 0.1, Y la amplitud ,1<'1 error de transmision bajo carga es X = 0.003937
(ecuacion (31)). EI modelo incluye solo la rigidez en torsion de los ejes, con valores de rigidez :
kt I = 1.7 x 104, kt 2 = 3.0 X 104, y de amortiguamiento : Ct I = 0.076026, Ct 2 = 0.12369 Los
discos en 105 extremos tienen inercia ell roiacion II = 0.051 1'12 = 0.0102.

Analizamos cuatro condiciones distintas, para ilustrar los distintos fenomenos que pueden ob-
servarse ,cuando 51' varian las caracterlsticas del modelo :

A : Ambos ejes estan rigidamente mOlltados ell sus soportes, en tanto 1'1 juego entre engranajes
es nulo.

B : Se incluye la flexibilidad horizontal y vertical de las bancadas, con valores de rigidez
kl = k2 = 1.477 X 107 y amortiguamiento CI = C2 = 50. El juego es nulo.

·c :.Los soportes dclos"cjcs' ~on rigidos, pcro sc introduce 1'1 juego en 1'1 modelo con valor
b = 0.001968.

-.. .... .

I
. •..

,

-
I~_.-,

Figura 6 : Transmisi6n de engranajes rectos : evoluci6n de la Juerza del dentado.
Analisis sin considerar juego. Izq. : apoyos rigidos (A); der. : apoyos ftexibles (B).

Figura 7: Transmisi6n de engranajes rectos: evoluci6n de la Juerza del dentado.
Analisis incluyendo juego. Izq. : apoyos rigidos (C); der. : apoyos ftexibles (D).

Se observa una respuesta casi estacionaria en los resultados, los cuales se integraron hast a que
desaparezca 1'1 transitorio inicial (se sigue tlll procedimiento especial a tal fin).

Las figuras 6 y 7 muestran la evolucion temporal de la fuerza total transmitida por 1'1 dentado
para los cuatro casos. Podemos notar 10 siguiente :



- La inclusion de la f1exibilidad de soportes, no afecta sensiblemente el contenido frecuencial
de la respuesta. Sin embargo, la amplitud de las oscilaciones de carga aumenta de un
factor 1.4.

- Cuando se incluye el juego en el modelo, el contenido frecuencial de la fuerza transmitida
varia en un factor 4. Al mismo tiempo, la amplitud de la oscilacion de cargas aumenta de un
factor casi 15.

Se propuso un metodo para realizar el analisis cinematico y dinamico de mecanismos tridi-
mensionales con pares de engranajes de tipo general. Las ecuaciones de restriccion se generan
usando una tecnica de Lagrangiano aumentado, en tanto las fuerzas no holonomicas radiales y
de friccion se aiiaden explicitamente alas ecuaciones de Euler-Lagrange del sistema dinamico.
La f1exibilidad de los dientes se tuvo en cuenta en el modelo relacionando la deformacion a 10
largo de la linea de presion normal con la fuerza normal que actua sobre el diente en contacto.
Semostraron ej"mp!os de apIYc7Lcl6ilen anfllisis cinem~tico y dinamico de mecanismos con en-
granajes. EI ultimo caso tratado incluye efectos de f1exibilidad en engranajes y bancadas, juego
y f1uctuacion de rigidez.

Este trabajo recibio apoyo de Conicet a traves del proyecto PID-BID 238 y de Pundacion An-
torchas mediante el proyecto A-13218/1-10.
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