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Se desarrollaron procedimientos generales para la determinaci6n de las ecuaciones de
movimiento y el analisis de la estabilidad de sistemas dinamicos usando un programa de
calculo simb6lico. Los procedimientos desarrollados guardan generalidad suficiente como
para ser aplicados a cualquier sistema mecanico, debiendo definirse unicamente la expresi6n
del Lagrangiano del sistema en analisis.

General procedures were developed to determine motion equations and to analize the es-
tability of dinamics systems, using a simbolic calculation program. These procedures are able
to be used in any mechanic system, only being necesary to define the Lagrangian expresion
of the considered system.

En este trabajo se desarrollaron procedimientos para el calculo y la generaci6n semiautomatica
de las ecuaciones de movimiento utilizando el programa de algebra simb6lica Maple VII]. Se
realiz6 luego el analisis de estabilidad de un sistema dinamico utilizando el programa de simulaci6n
Simulink(2].

En particular, se estudi6 un sistema consistente en un pendulo invertido montado sobre un
carro con desplazamiento horizontal. El control del accionamiento del carro, se basa en medidas
del desplazamiento y del giro del pendulo, y busca seguir un desplazamiento de consign a guardando
en todo momento la verticalidad del pendulo. El sistema de control resultante fue verificado por
simulaci6n usando un programa general de anaIisis de mecanismos.

En primer lugar, se analizan las ecuaciones de movimiento del sistema carro-pendulo de dos
grad os de libertad. Estas ecuaciones se desarrollan a partir del Lagrangiano del sistema en analisis,
usando procedimientos generales escritos en ellenguaje propio de Maple V [3,4]. Par diferenciaci6n
automatica de las ecuaciones de movimiento se construyen las matrices de rigidez, masa y amorti-
guamiento. Posteriormente se estudia la estabilidad del sistema, siguiendo la teoria de estabilidad
de Kra30V3kii y Lyap'unov [5]. Por ultimo se analiza el diseno del sistema de control y se presentan
resultados de simulaci6n.
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Figura 1.1: sistema carro-pendulo
EI sistema en estudio consta de un carro que se desplaza horizontalmente sobre el cual se

encuentra montado un pendulo invertido con desplazamiento angular (ver figura 1.1). Denotaremos
por M la masa del carro, m la masa del pendulo (concentrada en e1 centro de_masas cm), B el
desplazamiento angular del pendulo, I la distancia desde la articulacion del pendulo a1 carro hasta
su centro de masas, y Xcm e Ycm las coordenadas horizontal y vertical del centro de masas.

Las expresiones de la energfa cinetica K; y potencial V del sistema son:

. ... 1 ,2 .2 1'2
K; = 2"m(Xcm + Ycm) + 2"Mx
V = rng1cos(B)

Xcm = x + I cos(B)B

Ycm = -I sin( B)B

Utilizamos el programa Maplev para resolver las expresiones matematicas que aparecen en
e1 anaIisis de sistemas' dinamicos. El procedimiento prod. tex, que se lista a continuacion, se
utiliza para introducir los datos necesarios para futuros caIculos relativos al sistema carro-pendulo.
Esencialmente, este procedimiento define las expresiones de las energias cinetica y potencial, Y
la expresion de la fuerza de control que actua sobre el grade de libertad 1 (correspondiente al
desplazamiento horizontal del carro).

dynl ;= proe()
##########################################################################
# datos del pendulo invertido
# q := vector de coordenadas generalizadas
# q[l] := grado de libertad d~l carro
# q[2] := grado de libertad del pendulo
# dq ;= vector de velocidades
# k ;= energia cinetica del sistema
# v ;= energia potencial del sistema
# la ;= expresiones de Lagrange
# Fnc ;= fuerza de control
# n := numero de grados de libertad
# kl. k2. k3. k4 ;= constantes



###########################################################################
k:=.5*m*(dq[l]**2+2*1*cos(q[2])*dq[l]*dq[2]+1**2*dq[2]**2)+.5*M*dq[l]**2;
v := m*g*1*cos(q[2])
Fnc := array[l ..2] ;
n := 2 ;
la := k-v
Fnc[l] .=
Fnc[2] :=
end;

,
kl*q[2]+k2*dq[2]+k3*q[l]+k4*dq[l]
o ;

Seaq. = Lql. !J:l.. ••• g",). el !:onilmto.de. coordeIlAdas del sistema. Su comportamiento
dinamico se rige por las llamadas ecuacione3 de Lagrange, que expresan que la solucion satisface:

!!:.. (0£) _ o£ = Qk
dt oqk Oqk

donde Qk es el vector de fuerzas generalizadas no conservativas y £(qk,lik) = K, - V es el
Lagrangiano del sistema.

El sistema carro-pendulo consta de dos grados de libertad (x 0). Operando, obtenemos las
expresiones siguientes :

!!:.. (0£) = (mlcOs(0)ii-mlsin(0)82 t(M+~)X)
dt oq mlxcos(O) - mlsin(O)O:i: + ml20

o£ ( 0 )- oq = ml sine0):i:8 - mgl sine0)

Estas expresiones se calculan automaticamente usando el procedimiento proc2. tex, qui en opera
a partir de los datos del procedimiento prod. tex. El programa elabora primeramente los vectores
de coordenadas generalizadas y de velocidades, para luego evaluar las ecuaciones de equilibrio
dinimico.

dyn2 := procO;
#######################################################################
# calculo de las ecuaciones de movimiento
# entradas:= n :=numero de grados de libertad
# q :=vector de coordenadas generalizadas (n*l)
# dq :=vector de velocidades (n*l)
# k,v:=expresiones de la energia cinetica y potencial
# la := Lagrangeana
#
# salidas:= ecuaciones de Lagrange
########################################################################

dql :~ array(l ..n):
dvl .= array(l ..n);
ddvl := array(l ..n);
eqn := array(l ..n);
u "= array(l .. n)j
for i to n do



dvl[i] := diff(la,dq[i]);
dql[i] .= diff(la,q[i]);

od;
for i to

q[i]
dq [i]
dvl [i]
dql [i]

od;
for i to n do

ddvl[i] := diff (evalm(dvl[i]) ,t) ;
eqn[i] := ex,pand(ddvl[i]-dql[i]=O);

od;
and;

n do
.= u[i](t);
.= diff(q[i],t);
:= evalm(dvl[i]);
.= evalm(dql[i]);

2.2 Obtenci6n de las Matrices de Masa, Rigidez, y Amortigua-
miento

Las ecuaciones de Lagrange constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales de segun.do orden. Este si~tema puede resolverse numericamente utilizando algoritmos de
integraci6n temporal de tipo implicito (por ejemplo, los metodos de Newmark y de Hilbert-Hughe8-
Taylor).

A fin de fonnular este tipo de algoritmos, se hace necesario determinar las llamadas matrices
:Ie rigidez, amortiguamiento y masa del sistema. Estas pueden obtenerse por diferenciacion de las
:'uerzas internas can respecto a los desplazamientos, velocidades y aceleraciones, respeetivamente.
Sl procedimiento dyn3.tex realiza este calculo para un sistema generico de n grados de libertad.

lyn3 := procO ;
#################################################################
calculo de las matrices de masas,rigidez y amortiguamiento
entradas := n:= numero de ecuaciones

q:= vector de coordenadas generalizadas de n dim.
dq:= vector de velocidad de n dim.
la:= expresion lagrangeana

I salidas .- finer := vector de fuerzas de inercia
# masa .- matriz de masa[i,j]
# kt;= matriz de rigidez[i,j]
1 ct:= matriz de amortiguamiento[i,j]
~#################################################################
,ner ;= array(l ..n)
1k := arrayCi ..n)
rk := array(l ..n)
ivk ;= array(l ..n)

:= arrayCi ..n)
,sa := array (1 ..n, 1..n)
~ := array(l ..n,l ..n)

.- array(l. .n,l. .n)
'r i to n do
k[i] := diff(la,dq[i]) ;
k[i] := diff(la,q[i]) od;
r i to n do
i] := d [i] (t ) ;
ril := diff (a ril .t)



dvk[i] := evalm(dvk [i])
dqk[i] := evalm(dqk[i]) ;od;
for i to n do
ddvk[i] := diff(evalm(dvk[i]),t)
finer[i] ;=simplify(ddvk[i] -dqk [i]-Fnc[i]) od;
q := array(l ..n) ;
dq := array(l ..n) ;
ddq :=array(l ..n) ;
for i to n do for j to n do
finer[i] :=
subs(diff(d[j] (t), t , t)=ddq[j],diff(d[j](t),t)= dq~] ,d~] (t)
finert[i]) od; od;
for i to n do for j to n do
masa[i,j] := simplify(diff(finer[i] ,ddq[j]));
kt[i,j] := simplify(diff(finer[i] ,q[j]));
ct [i ,j] :=~implif'y' (dif,f(finer [i:J..,ds.hJJ)1 o<iJ.od.i.
end ;

K _ (-k3 -mlcos(q2)4i -mlsin(q2)ih - kl)
- 0 -mlsin(Q2)ih-mg1cos(Q2)

C _ (-k4 -:-2mlsin(Q2)42 - k2)
- 0 .' 0

M _ ( m + M ml cos(Q2))
- ml cos(q2) m12

En fun cion de los datos obtenidos se calculan en el siguiente procedimiento (proc4- tex) las
aceleraciones jj y x, correspondientes a los grados de libertad del sistema:

dyn4 ;=
procO ;
with(linalg);
#################################################################
# calculo de las aceleraciones
# entradas := masa:= matriz de masas
# salidas ;= vec3 := vector de aceleraciones
#################################################################
vec1 := array(l ..n) ;
vec2 := array(l ..n) ;
vec3 := array(l ..n) ;
mat1 ;= array(l. .n,l. .n)
mati := inverse(masa);
vec1 .= multiply(masa,ddq);
vec2 .= evalm (finer - vecl);
vec3 := multiply (mat1,vec2);
end;
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3. Amilisis de la Estabilidad del Sistema Carro-Pendulo

El estudio preliminar de estabilidad del sistema se baso en el teorema de estabilidad de K ra-
30V3kii, que enuncia 10 siguiente :

Sea un 3i3tema dinamico autonomo definido por x = f(x), con un punto de equilibrio
alrededor del origen, y 3ea A(x) la matriz Jacobiana del 3i3tema (A(x) = :~). Definimo3
F = A +A I. Luego, 3i F e3 definida negativa en el entorno del origen, entonce3 el punto de
equilibrio en el origen e3 a3int6ticamente e3table.

Para el analisis de nuestro sistema, realizaremos la transcripci6n de las ecuaciones de movimiento
a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Denotaremos por x al nuevo vector de
coordenadas generalizadas :

(

r'ntsin(xa)x;+k, xa+k,x:~kax,':'cos(xa)mg sin(xa) )
f(x) = .~ -m-M+mcos(x'a)2

X4,
- cos(xa)mlsin( xa)x;+cos( xa)( k, Xa+k'X4+kax,)-g sin(xa)( m+M)

. . (-m-M+mcos(xa)')1

Posteriormente se calcula la matriz Jacobiana A(x) por diferenciaci6n de las fuerzas f(x) respeeto
de las nuevas coordenadas generalizadas :

A(x) = arax
Para el caso particular que tratamos, la matriz Jacobiana tiene 4 x 4 elementos. Una vez armada
esta, se procede a calcular la parte simetrica F.= A + AI, y se analiza si resulta definida positiva
o negativa.

Para que una matriz sea definida positiva es condicion necesaria que los elementos de la
diagonal principal sean estrictamente positivos. El teorema de Silve3ter asegura que una condicion
necesaria y suficiente para ello es que los determinantes menores sean estrictamente positivos 0, su
equivalencia, que los autovalores sean estrictamente positivos. Para este caso en estudio, 'resulta
que el punto de equilibrio en el origen es asintoticamente estable (se logra determinar utilizando
procedimientos de caIculos semejantes a los anteriores).

El pendulo invertido se encuentra en una situaci6n de equilibrio inestable, pudiendo caer en
cualquier momento si no se Ie aplica una fuerza de control adecuada. La fuerza de control Fnc actua
sobre el carro, y es conjugada al desplazamiento horizontal del mismo. Fijaremos procedimientos
para estimar valores de los coeficientes kj, i = 1, ... 4 que regulan la intensidad de la fuerza de
control.



Intuitivamente podemos aceptar que el sistema no lineal puede llegar a trabajar en forma
similar a su aproximacion linealizada, para una escala de movimientos pequeiios. El metodo de
linealizaci6n de Lyapunov [5,6J, nos asegura que si el diseiio es est able por control lineal, luego
podemos garantizar la estabilidad local del sistema fisico original.

Como se debe mantener la verticalidad del pendulo invertido, se supone que li(t) B(t) son
magnitudes pequeiias, para las cuales se cumple :

Asi, el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que fuera obtenido anteriormente puede
linealizarse como sigue :

'( . ~. Jmgx3+Fne
fdx) = M

(M+';)~-F",
MI

de donde se obtien'e la funcion de transferep.cia de la plant a:

6(s) 1
'- [1(s) = MIs2 - (M + m)g

Dando valores a la masa del carro, rhasa del pendtilo y longitud del pendulo, se demuestra que
la plant a tendria un polo en el eje negativo real (s E Re {-}), y otro en el eje positivo real
(s E Re {+}). Por 10 tanto, segun los criterios de estabilidad en sistemas lineales, la plant a en
lazo abierto es inestable.

El sistema linealizado tiene la siglliente representacion matricial en el espacio de estado:

x = Ax+Bu
y= Cx

A = (~g ~ ~ ~01)
M,SJ"g 0 0

C = (1 0 0 0)o 0 1 °
Se propone el diseiio de un sistema de control por medio de la tecnica de ubicacion de polos. Por
10 tanto es necesario determinar si el sistema es controlable 0 no. La matriz de controlabilidad del
sistema (que se obtiene utilizando procedimientos de caIculo) es la siguiente:

M=(B AB A2B A3B)

~(i
1 ° =jM M'
0 -;;1

(M'~ml)g-I 0
(20)

M M'
() (M'+ml)g ()



cuyo determinante es no nulo y su rango es 4; por 10 tanto, el sistema tiene estado completo
controlable y observable.

Una vez verificada la controlabilidad del sistema se calcula la ecuaci6n caracteristica, que para
este caso en estudio es la siguiente :

S4 + al sa + a2s2 + aaS + a4 = S4 + S2;;: = 0

c)bteniendo los siguientes valores para los coeficientes del polinomio caracterlstico: al = 0, a2 =
9Jj-, aa = 0, a4 = O.

Los polos fl.l ,fl.2, fl.a Y fl.4 se eligen en forma tal que el sistema tenga un tiempo de restableci-
miento razonablemente pequeno y un amortiguamiento aceptable.

La ecuaci6n caracteristica deseada es :

de donde se obtienen los coeficientes ai. Para determinar la matriz de ganancias k de retroalimen-
taci6n del estado, se utiliza la ecuaci6n ;

,iendo ai los coeficientes del polinomio caracteristico (obtenidos en la ecuaci6n (21)).
El ca.lculo de la matriz de ganancias k de retroalimentaci6n del est ado se obtiene utilizando

,rocedimientos de ca.lculo semejantes a los anteriores.



Mediante el programa Simulink, se calcula la respuesta dinamica no lineal del sistema carro-
pendulo a lazo cerrado. Se fijan valores nulos de angulo y posici6n deseados (Od,Xd) = (0,0). La
figura 4.1 muestra el esquema de control con retroalimentaci6n del estado.

A los efectos de modelizar el sistema y analizar las curvas de respuesta se proponen los si-
guientes valores numericos:

Para el sistema a lazo abierto, se determina que uno de los polos se ubica sobre el eje negativo real
(81 = -4.539) y el otro sobre el eje positivo real (82 = 4.539). En consecuencia, y como se analiz6
anteriormente, el sistema a lazo abierto es inestable.

Utilizando la tecnica de ubicaci6n de polos para estabilizar el sistema y lograr las caraeteristicas
.deseadas, se..dete=lln61a..~g.u.i6m&. ~~i~ice,~:·

con 10 cual, los coeficientes del polinomio caraeterlstico result an : a1 = 0; a2 = -20.601; a3 =
0; a4 = O.

Se requiere que el sistema tenga un tiempo de restablecimiento razonablemente corto y un
amortiguamiento razonable (( = 0.5.para un sistema de segundo orden); para ello se proponen los
polos siguientes :

Utilizando los procedimientos desarrollados en los puntos anteriores se determina la matriz de
retroalimentaci6n k, dando lugar a la fuerza de control:

Se examina el desempeno del sistema a traves del programa Simulink, permitiendo estudiar la
respuesta dinamica del sistema para distintos valores de condici6n inicial.

Las figuras 5.1 y 5.2 presentan los resultados obtenidos de la simulaci6n, imponiendo como
condici6n inicial X(O) = 0.2m y £)(0) = 0.1rad.

J
....
·,f

O.DI~

~f
<L'.
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El empleo de estos programas de manipulaci6n simb6lica algebraica y simulaci6n de mecanis-
mos (Maple Vy Simulink), permiten el desarrollo de metodos para la generaci6n semiautomatica
de las ecuaciones de movimiento y el analisis de sistemas dinamicos.

En particular el software usado se mostr6 de gran utilidad por su versatilidad y su potencial
para resolver sistemas mas elaborados, los cualesusando tecnicas de control adaptivo 0 robusto,
prevean la manera de controlar efectiVlUIlente sistemas reales.

Este trabajo sera la base de otros,'en donde se pretendera introducir en el programa multi-
prop6sito de simulaci6n de mecanismos Mecano, la capacidad de representar algoritmos y sistemas
de control en forma modular (usando "elementos" apropiados, al estilo de los utilizados para re-
presentar el sistema mecanico).
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