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RESUMEN

Se desarrollaron procedimientos generales para la determinacién de las ecuaciones de
movimiento y el analisis de la estabilidad de sistemas dindmicos usando un programa de
calculo simbélico. Los procedimientos desarrollados guardan generalidad suficiente como
para ser aplicados a cualquier sistema, mecanico, debiendo definirse tinicamente la expresién
del Lagrangiano del sistema en analisis.

ABSTRACT

Simulink[2).
En particular, se estudié un sisterna consistente en un péndulo invertido montado sobre un
carro con desplazamiento horizontal, El control del accionamiento del carro, se basa en medidas

simulacién usando un programa general de analisis de mecanismos.

En primer lugar, se analizan las ecuaciones de movimiento del sistema carro-péndulo de dos
grados de libertad. Estas ecuaciones se desarrollan a partir del Lagrangiano del sistema en analisis,
usando procedimientos generales escritos en e] lenguaje propio de Maple V (3,4]. Por diferenciacién
automatica de las ecuaciones de movimiento se construyen las matrices de rigidez, masa y amorti-
guamiento. Posteriormente se estudia la estabilidad del sistema, siguiendo la teoria de estabilidad
de Krasovskiiy Lyapunow [3]. Por dltimo se analiza el disefio del sistema de control ¥ se presentan
resultados de simulacién.
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2. Determinacién de las ecuaciones de movimiento

Figura 1.1: sistema carro-péndulo
El sistema en estudio consta de un carro que se desplaza horizontalmente sobre el cual se
encuentra montado un péndulo invertido con desplazamiento angular (ver figura 1.1). Denotaremos
por M la masa del carro, m la masa del péndulo (concentrada en el centro de masas cm), 8 el
desplazamiento angular del péndulo, I la distancia desde la articulacién del péndulo al carro hasta
su centro de masas, ¥ Zem € Yem las coordenadas horizontal y vertical del centro de masas.
Las expresiones de la energfa cinética K y potencial V del sistema son :

. 1
= S(Eh i) + M )
V = mglcos(§) 2)

donde la posicién y velocidad del centro de masas del péndulo resultan :
Zem = ¢ + Isin(9), Tem = + lcos(O)é

Yem = [ cos(9), Jem = —Isin(6)8 (3)

Utilizamos el programa Maplev para resolver las expresiones matematicas que aparecen en
el andlisis de sistemas dindmicos. El procedimiento procl.tez, que se lista a continuacién, se
utiliza para introducir los datos necesarios para futuros cdlculos relativos al sistema carro-péndulo.
Esencialmente, este procedimiento define las expresiones de las energfas cinética y potencial, y
la expresién de la fuerza de control que actiia sobre el grado de libertad 1 (correspondiente al
desplazamiento horizontal del carro).

# q := vector de coordenadas generalizadas
# ql1]:= grado de libertad del carro

# q[2]:= grado de libertad del pendulo

# dq := vector de velocidades

# k= energia cinetica del sistema

#v := energia potencial del sistema

# la := expresiones de Lagrange

# Fnc := fuerza de control

#n := numero de grados de libertad

# k1. k2. k3. k4 := constantes
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###########################################################################
k:=.5*m*(dq{1]**2+2*l*cos(q[2])*dq[l]*dq[2]+1**2*dq[2]**2)+.5*M*dq[1]**2;

v o= mxgklrcos(q2])

Fne := array(1..2] ;

n =2 ;

la := k-v ;

Fne[1] k1*q[2]+k2+*dq[2]+k3*q[1]+k4*dq[1] ;
Fncl2] := 0 ;

end;

i n<

2.1 Ecuaciones de Lagrange

Sea 9. = (g g ... ga) el conipnto.de. coardenadas del sistema. Su comportamiento
dindmico se rige por las llamadas ecuaciones de Lagrange, que expresan que la solucién satisface:
d /oL oc
(=) 9= _ k=1,... 4
a («m) Bgr @ n ©)

donde Qj es el vector de fuerzas generalizadas no conservativas y L{gk,qx) =K =V es el
Lagrangiano del sistema.

El sistema carro-péndulo consta de dos grados de libertad (z ). Operando, obtenemos las
expresiones siguientes :

d (9L _ (mlcos(6)d — misin(8)§? + (M + m)3
p (%) = ( i cos(6) - rri?sin(@)ﬁ:b(-i- mi?6 ) (%)
oc 0
“oq " (m(sin(a)w - mglsin(@)) (6)

Estas expresiones se calculan automaticamente usando el procedimiento proc2.tex, quien opera
a partir de los datos del procedimiento procy.tez. El programa elabora primeramente los vectores
de coordenadas generalizadas y de velocidades, para luego evaluar las ecuaciones de equilibrio
dindmico.

HeHE WHARHHREREFRRET L 2. 2.2, 2.2 L2222 23 LA g 2 .2 2 22 2.2:2 2234 *

# calculo de las ecuaciones de movimiento

# entradas:= n :=numero de grados de libertad

# : q :i=vector de coordenadas generalizadas (n*1)

# dq :=vector de velocidades (n*1)

# k,v:=expresiones de la energia cinetica y potencial
# la := Lagrangeana

#

# salidas:= ecuaciones de Lagrange

########################################################################
dgl = array(1..n):

dvl := array(i..n);
ddvl := array(1..n);
eqn  := array(i..n);
u = array(1..n);

for i to n do
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dvl[i] := diff(la,dq[i]);
dqllil := diff(la,q(il);
od;
for i to n do
qlil := ulil(t);
dqli] := diff(q[i],t);
dvl[i] := evalm(dvl([i]);
dqlfil := evalm(dql[i]);
od;

for i to n do
ddvl([i] := diff(evalm(dvl[il),t);
eqn[i]l := expand(ddvl[i] -dq1[i]=0);
od;
and;

2.2 Obtencién de las Matrices de Masa, Rigidez, y Amortigua-
miento

Las ecuaciones de Lagrange constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales de segundo orden. Este sisterna puede resolverse numéricamente utilizando algoritmos de
integracién temporal de tipo implicito (por ejemplo, los métodos de Newmark y de Hilbert- Hughes-
Taylor).

A fin de formular este tipo de algoritmos, se hace necesario determinar las llamadas matrices
1e rigidez, amortiguamiento y masa del sistema. Estas pueden obtenerse por diferenciacion de las
‘Uerzas internas con respecto a los desplazamientos, velocidades ¥y aceleraciones, respectivamente.
£l procedimiento dyn$.ter realiza este cdlculo para un sistema genérico de n grados de libertad.

iyn3 := proc() ; ]
‘#################################################################
* calculo de las matrices de masas,rigidez y amortiguamiento

¢ entradas := n:= numero de ecuaciones
: 9:= vector de coordenadas generalizadas de n dim.
’ dq:= vector de velocidad de n dim.
- la:= expresion lagrangeana
t salidas := finer := vector de. fuerzas de inercia
E masa = matriz de masali,j]
# kt ‘= matriz de rigidez[i,j]
t ct ‘= matriz de amortiguamientol(i,j]
i#################################################################
iner := array(i..n) ;
1k = array(1l..n) ;
'k := array(1l..n) ;
ivk  := array(1..n) ;
:= array(1..n) ;
82 = array(1..:n,1..n) ;
5 = array(l..n,1..n) ;
i = array(1..n,1..n) .

‘r i ton do
k(1] := 4if£Qla,dqli)) ;
k[i] := diff(la,q[i]) od;
r1ton do

il = dlil (v) ;

Fi1 := diff(alil .t)
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dvk[i] := evalm(dvk[i]) ;

dqk{i] evalm(dqk[i]) ;od;
for i to n do
ddvk[i] := diff(evalm(dvk[i]),t) ;

finer(i] i=simplify(ddvk[il-dqk[i]-Fnc[i]) od;

q := array(i..n) ;

dq := array(i..n) ;

ddq :=array(1..n) ;

foritondoforj to n do

finer(i] :=

subs(diff(d[j] (t), t , t)=ddq[jl,dif£(dj](t),t)= dqljl ,alj] () = q[jI ,
finert[il]) od; od;

for i to n do for j to n do

masali,j] := simplify(diff(finer[i],ddq[j]));

kt[i,j] := simplify(diff(finer[i] »al3il);
ctli,j] := \s‘implify(»dif‘_f(finer[il,_d_q__l;j_]_)} od; od;.
end ;

Obtenemos as{ las matrices de rigidez, amortiguamiento y masa :

K= [ k3 —mlcos(g:)g3 — misin(gs)g, — k1 7)
0 —mlisin(gz)§1 — mgl cos(gs)
_ [ k4 =2mlsin(g)g, ~ k2
—( m+M mlcos(q)
M= (mlcos(qg) mi? )

¥ el vector de fuerzas de inercia -

Finer = { ™M@ —mlsin(g2)d3 + micos(qz)d, + Mg, — klg: — k24 — k3¢y — k4g;
iner = S 2 : (10)
mlcos(g2)§, + mi%gy — mglsin(g;)
En funcién de los datos obtenidos se calculan en el siguiente procedimiento (proc{.tez) las
aceleraciones 6 y £, correspondientes a los grados de libertad del sistema :

dyn4 :=

proc() ;

with(linalg);

######################################“#““« RERBRRBURRARERRBRB RS
# calculo de las aceleraciones

# entradas := npasa := matriz de masas

# salidas := vee3 := vector de aceleraciones
#########################¢#######################################

vecl := array(l..n)

vec?2 := array(l..n) ;

vec3 != array(l..n) ;

matl := array(1..n,1..n) ;
matl := inverse(masa);

vecl := multiply(masa,ddq);
vec? := evalm (finer - vecl);
vecd := multiply (mati,vec2);

end;
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3. Andlisis de la Estabilidad del Sistema Carro-Péndulo

El estudio preliminar de estabilidad del sistema se basé en el teorema de estabilidad de Kra-
sovskii, que enuncia lo siguiente :

Sea un sistema dindmico autdnomo definido por x = f(x), con un punto de equilibrio
alrededor del origen, y sea A(x) la matriz Jacobiana del sistema (A(z) = %ct). Definimos

F=A+A" Luego, si F es definida negativa en el entorno del origen, entonces el punto de
equilibrio en el origen es asintdticamente estable.

Para el anilisis de nuestro sistema, realizaremos la transcripeién de las ecuaciones de movimiento
a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Denotaremos por x al nuevo vector de
coordenadas generalizadas :

z
=14 (1)
6
Luego, el sistema de ecuaciones diferenciales que rige el movimiento del sistema resulta :
x =flx) (12)
donde
. P .
misin(z3)zi+k, z3+kazq+ksza—cos(zs)my sin(zs)
f(x) = e —m—M+mcos(z3)? (13)

. Tq,
= cos(z3) misin(z3)z2+cos(z3)(ky Z3+kazatkazy)—gsin(za)(m+M)
; (—m—M+mcos(za)2){

Posteriormente se calcula la matriz Jacobiana A(x) por diferenciacién de las fuerzas f(x) respecto
de las nuevas coordenadas generalizadas :

of
A@)= o (19)
Para el caso particular que tratamos, la matriz Jacobiana tiene 4 x 4 elementos. Una vez armada
ésta, se procede a calcular la parte simétrica F = A + A’ ¥ se analiza si resulta definida positiva
o negativa.

Para que una matriz sea definida positiva es condicién necesaria que los elementos de la
diagonal principal sean estrictamente positivos. El teorema de Silvester asegura que una condicién
necesaria y suficiente para ello es que los determinantes menores sean estrictamente positivos o, su
equivalencia, que los autovalores sean estrictamente positivos. Para este caso en estudio, resulta
que el punto de equilibrio en el origen es asintdticamente estable (se logra determinar utilizando
procedimientos de calculos semejantes a los anteriores).

4. Disefio del Sistema de Control

El péndulo invertido se encuentra en una situacién de equilibrio inestable, pudiendo caer en
cualquier momento si no se le aplica una fuerza de control adecuada. La fuerza de control F},. actiia
sobre el carro, y es conjugada al desplazamiento horizontal del mismo. Fijaremos procedimientos
para estimar valores de los coeficientes k;,i = 1,...4 que regulan la intensidad de la fuerza de
control.
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Intuitivamente podemos aceptar que el sistema no lineal puede llegar a trabajar en forma
similar 2 su aproximacién linealizada, para una escala de movimientos pequetios. El método de
linealizacién de Lyapunov [5,6], nos asegura que si el disefio es estable por control lineal, luego
podemos garantizar la estabilidad local del sistema fisico original. .

Como se debe mantener la verticalidad del péndulo invertido, se supone que 8(t) 6(t) son
magnitudes pequeias, para las cuales se cumple :

sin() ~ 6  cos(f) =1 66 ~ 0

Asi, el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que fuera obtenido anteriormente puede
linealizarse como sigue :

x = f(x) (15)
donde
.9 e,
mgzxa ne
(%) = M (16)

T4
(M+m)g—F,.
Ml
de donde se obtiene la funcién de transferencia de la planta:

_6(s) 1
Uls) ~ Mis? — (M +m)g

(17)

Dando valores a la masa del carro, thasa del péndulo ¥ longitud del péndulo, se demuestra que
la planta tendria un polo en el éje negativo real (s € Re{-}), y otro en el eje positivo real
(s € Re{+}). Por lo tanto , segln los criterios de estabilidad en sistemas lineales, la planta en
lazo abierto es inestable. s )

El sistema linealizado tiene la siguiente representacién matricial en el espacio de estado:

X = Ax + Bu
y=Cx . (18)

dondey = (=z;, z; )T ¥ las matrices A, B, C resultan :

0

-m

1
— w9 O
A= 0 0

¥irg 0

(3009 w

Se propone el disefio de un sistema de control por medio de la técnica de ubicacién de polos. Por
lo tanto es necesario determinar si el sistema es controlable o no. La matriz de controlabilidad del
sistema (que se obtiene utilizando procedimientos de célculo) es la siguiente:

o oo

0
0
1
0

gL oo

M=(B AB A’B A°B)
0 Zmg

0 1
1 1(‘)4 =g M()2
M M

= - 2 20
0§ o (e )
—1 n (M24ml)g n




166 ENIEF 9° Congreso Sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

cuyo determinante es no nulo ¥ su rango es 4; por lo tanto, el sistema tiene estado completo
controlable y observable.

Una vez verificada la controlabilidad del sistema se calcula la ecuacién caracteristica, que para
este caso en estudio es la siguiente :

s4+a133+a232+a35+a4=s4+32£nﬂ7g=0 (21)

obteniendo los siguientes valores para los coeficientes del polinomio caracteristico a; =0, gz =

QM£7G3=O’G4=O-

Los polos yt;,u2, u3 Y M4 se eligen en forma tal que el sistema tenga un tiempo de restableci-
niento razonablemente pequefio y un amortiguamiento aceptable.
La ecuacién caracteristica deseada es :

(s (s = )5 ~ ga)(s ~ pe) = 0 (22)

de donde se obtienen los coeficientes ;. Para determinar la matriz de ganancias k de retroalimen-
tacion del estado, se utiliza la ecuacién : ’

k=(ay=ay Qn-1=08n-1 ... a3 —a; )T} (23)

londe la matriz T est4 dada por

T= MW (24)

siendo M la matriz de controlabjlidad y W definida,.como:

S a. a a3 1
— az ay 1 0
WEla 10 o (23)
1 0 0 0

iiendo a; los coeficientes del polinomio caracteristico (obtenidos en la ecuacién (21)). .

El cdleulo de la matriz de ganancias k de retroalimentacién del estado se obtiene utilizando
~rocedimientos de céleulo semejantes a los anterjores.

Figura 4.1: Esquema de control con retroalimentacién
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5. Simulacién de la respuesta dindmica no lineal

Mediante el programa Simulink, se calcula la respuesta dindmica no lineal del sistema carro-
péndulo a lazo cerrado. Se fijan valores nulos de dngulo y posicién deseados (04,24) = (0,0). La
figura 4.1 muestra el esquema de control con retroalimentacién del estado.

A los efectos de modelizar el sistema y analizar las curvas de respuesta se proponen los si-
guientes valores numéricos:

M = 2kg m = 0.1kg = 0.5m

Para el sistema a lazo abierto, se determina que uno de los polos se ubica sobre el eje negativo real
(s1 = —4.539) y el otro sobre el eje positivo real (s; = 4.539). En consecuencia, ¥ como se analizd
anteriormente, el sistemna a lazo abierto es inestable.

Utilizando la técnica de ubicacién de polos para estabilizar el sistema ¥ lograr las caracteristicas
deseadas, sexdeterming la si guients. acuacién.caractesistica -

'~ 2060152 =0

con lo cual, los coeficientes del pelinomio caracteristico resultan : a; = 0; az = ~20.601; a3 =
0; as =0. o :

Se requiere que el sistema tenga un tiempo de restablecimiento razonablemente corto y un
amortiguamiento razonable (¢ = 0.5 para un sistema de segundo orden); para ello se proponen los
polos siguientes :

M= 1401782 =1 1732 py=o5 p = o5

Utilizando los procedimientos desarrollados en los puntos anteriores se determina la matriz de
retroalimentacién k, dando lugar a la fuerza de control :

F. = —kx =T74.698z, + 16.587z, + 10.194z; + 9.1743x,

Se examina el desempeﬁo del sistema a través del programa Simulink, permitiendo estudiar la
respuesta dindmica del sisterna para distintos valores de condicién inicial.

Las figuras 5.1 y 5.2 presentan los resultados obtenidos de la simulacién, imponiendo como
condicién inicial Z(o) = 0.2m y gy = 0.1rad.




468 ENIEF 9° Congreso Sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

a4

0.08|

Figura 5.2: evolucién de la posicién angular ()

6. Conclusiones

El empleo de estos programas de manipulacién simbélica algebraica y simulacién de mecanis-
mos (Maple V'y Simulink), permiten el desarrollo de métodos para la generacién semiautomatica
de las ecuaciones de movimients y €l andlisis de sistemas dindmicos.

En particular el software usado se mostré de gran utilidad por su versatilidad y su potencial
para resolver sistemas mas elaborados, los cuales .usando técnicas de control adaptivo o robusto,
prevean la manera de controlar efectivamente sistemas reales.

Este trabajo seré la base de otros,"en donde se pretenderd introducir en el programa multi-
propésito de simulacién de mecanismos M ecano, la capacidad de representar algoritmos y sistemas
de control en forma modular (usando "elementos” apropiados, al estilo de los utilizados para re-
presentar el sistema mecénico).
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