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RESOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE DISPERSION
PARA LOS MODOS NORMALES
DE UNA RED DE ALAMBRES METALICOS !

Alejandro Strejilevich de Loma
Av. Cordoba 2062, 1120 Capital Federal, Argentina

RESUMEN

El objetivo de este trabajo es calcular las raices complejas de las ecuaciones que surgen al imponer
condiciones de contorno a los campos magnético y eléctrico, producidos por efecto de la luz sobre la
red. La solucién de este problema es un punto central en el control de calidad de la red de transmisién
de baja energia disefiada para la misién AXAF de la NASA, y también es itil en casos similares.

En este trabajo primero se demuestra en forma analitica la independencia de las raices con respecto
al dngulo de incidencia de la radiacién sobre la red de alambres, hecho desconocido hasta el momento.
Luego se prueban métodos numéricos basados en el desarrollo en serie de las funciones trigonométricas,
se analiza la relacion entre las raices y los pardmetros fisicos del problema, y se prueban métodos
alternativos basados en sumas y restas de raices ya calculadas.

El algoritmo definitivo es muy ripido y general, siendo apropiado tanto para los parimetros fisicos de
interés actuales como para otros que puedan aparecer en el futuro.

ABSTRACT

The aim of this work is to calculate the complex roots of the equations that appear when we impose
boundary conditions to the magnetic and electric fields, products of the light on the wire grating.
Solve this problem is a central point in the quality control of the low energy transmission grating
designed for NASA’s mission AXAF, and it is also useful in similar problems.

First in this work it is proved analitically that the roots don’t depend on the angle of incidence of the
radiation on the wire grating, a fact not known before this moment. Then numerical methods based
on power series of the trigonometric functions are tried, it is analyzed the relation between roots and
physical parameters of the problem, and alternative methods based on sums and subtractions of roots
which have been alredy worked out are tried.

The definitive algorithm is very quick and general, being apropiate to the physical parameters of
current interest as well as for other ones which could appear in the future.

1 INTRODUCCION
Motivacién
La red de transmision de baja energia o LETG (low energy transmission grating) disefiada para la futura
misién satelital AXAF (Advanced X-ray Astrophysics Facility) de la NASA [1], estd formada por alambres
de oro de seccién rectangular, paralelos y equidistantes. Dicha red debe armarse a partir de mas de mil

subredes idénticas {2}, por lo que son necesarios métodos muy eficientes para controlar tantos elementos. El
control de calidad se simplifica si se supone un metal perfectamente conductor (impenetrable), pero de este
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Figura 1: Red de alambres. Plano (z,y)

modo surgieron diferencias entre la teoria y las mediciones. A la vez, al aplicar resultados que consideraban
un metal sélo altamente conductor [3, 4), se presentaron problemas para los valores {isicos de interés.

Otro método para el control de calidad proviene de una colaboracién entre el Instituto Max Planck de Fisica
Extraterrestre (Garching, Alemania) y el Grupo de Scattering Electromagnético del Departamento de Fisica
de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales (Universidad de Buenos Aires). El método se basa en ajustar
datos experimentales de cada muestra con los resultados calculados a partir de una teoria electromagnética
especialmente desarrollada [5], y que actualmente estd siendo perfeccionada y extendida [6, 7).

Este trabajo esti orientado a resolver un problema numérico que, por ser un punto central del nuevo
método [3), es un factor muy importante para obtener precisién en los resultados y tiempos de cémputo
aceptables. Cabe destacar que la solucién a este problema también es aplicable en redes de otros metales
con alta conductividad (como la plata y el aluminio), asi como en redes de alambres de seccién arbitraria [7],
donde el problema se resuelve considerando que los alambres estdn divididos en sectores de seccién rectan-

gular.

Descripcién de la red

Imaginemos una red de alambres como la de la figura 1, en la cual se ha considerado un sistema de tres
coordenadas ortogonales (z,y, z). Los alambres se extienden a lo largo del eje 2, en un plano paralelo al plano
(x,z). Estin hechos de un material altamente conductor caracterizado por su indice de refraccién complejo
v = (vpyvr), con |v] 3 1y vy » vgp > 0. La red tiene periodo d y los alambres de seccién rectangular
tienen altura h y ancho b = d — ¢, donde ¢ es la longitud del espacio libre entre alambres. Valores tipicos
para estos pardmetros son |v| % 4,d = lpm, b= ¢ = 0.5um y h = 0.4pm.

La red es iluminada con cierta onda cuyo vector de onda Ko tiene un médulo ko = 2 /A, siendo X la longitud
de onda de la radiacién incidente. El vector kg forma un 4ngulo 6y € [0,7/2) con el eje y, mientras que el
plano determinado por el vector kg y el eje y (plano de incidencia), forma un fngulo @ € [0,27) con el eje
z. Llamaremos -9 = k¢ sin fp sin ¢y al médulo de la proyeccién del vector Ko sobre el eje 2.

Cuando el vector kg estd contenido en el plano (z,y), resulta ¢p = 0 0 ¢o = ¥, y por lo tanto es yo = 0.
Esta situacién, conocida como montaje clisico, ha sido mds estudiada debido a su mayor sencillez. En ella
los vectores de onda de los érdenes difractados estin contenidos en el plano de incidencia. Por el contrario,
cuando el vector kg esti fuera del plano (z,y), los vectores de onda de los érdenes difractados forman un
cono de eje paralelo a los alambres, por lo que esta situacién es conocida como montaje cénico.

2 PLANTEO DEL PROBLEMA

El método fisico desarrollado para el control de calidad requiere calcular el campo magnético f$ (para
polarizacién modo §) y el campo eléctrico f (para polarizacion modo P) en el espacio libre entre dos
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alambres consecutivos. Estos campos son producidos por efecto de la luz sobre la red de alambres, y en el
caso del montaje clasico (7¢ = 0) son solucién de la ecuacién de Helmholtz

(V2 +K5) f(z,9) = 0.
Si desarrollamos esta ecuacién sabiendo que es f(z,y) = fi(z)f2(y) obtenemos
f(z,y) = [Cisin(Bz) + Dy cos(8z)}[Casin(uy) + D2 cos(uy)], (1)
para valores complejos 3 y u ligados por
Baut=T? = K-l @

Sélo interesan los valores de B y p con parte real positiva, por lo que podemos obtener u a partir de esta
igualdad como u = /I'? -~ 82, donde /[ representa la rafz cuadrada compleja con parte real positiva.

Para determinar 8 se aplican a la expresién 1 condiciones de contorno que dependen de la impedancia
superficial Z = 1/v [8]. Al exigir que los campos f° y f¥ cumplan las condiciones de contorno en las
paredes de los alambres, se llega a las ecuaciones de dispersion

tan(0e) = 77220, )
para el modo S y
tan(fc) = (—ﬂ:f)+”—f’ )
para el modo P, donde
7 = %f—:— ()
Y .
o=, ®

son llamadas impedancias superficiales equivalentes. Notar que Z — 0 si suponemos un material impene-
trable; en ese caso las condiciones de contorno dan lugar a las condiciones de Neumann y Dirichlet.

En el caso del montaje cénico (70 # 0) se presentan efectos cruzados de polarizacién, y las condiciones de
contorno establecen relaciones acopladas entre los campos f° y fF. Por un procedimiento similar al del
montaje clasico, se llega a la ecuacién de dispersién

2.2.P S 2.2,.P S
[ﬂn" - 27 con(ge) + 30T %] [ﬂn” ~ 2cot(Be) + 70 %] = (" -1 (@)

El objetivo de este trabajo es implementar un algoritmo que permita hallar cierto nimero de raices complejas
B (con Re(B) > 0) de las ecuaciones de dispersién del montaje cldsico (3 y 4) o del cénico (7), de acuerdo
a los pardmetros suministrados (v, ¢, A, 8o y ¢o). En una etapa posterior que excede los limites de este
trabajo, se utilizardn dichas raices para calcular efectivamente los campos de la expresién 1.

3 EL CASO DEL MONTAJE CLASICO (1o = 0)

Resultados anteriores a este trabajo

Si definimos

B = Be, (8)
y
5 =15, (9)
la ecuacién 3 puede re-escribirse como
2BS
tan B = (10)

B2 - §?°
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Esta ecuacién es independiente de las unidades. Para resolverla se ensayé un método numérico iterativo que
arrojé resultados alentadores. Este método se comenta en la seccién 5, junto con otros que son propios.

Ecuaciones parciales

Seria deseable adimensionar también la ecuacién 4 del montaje clisico. Si definimos

-1 [
P=(T]P) C=7,—P, (11)
la ecuacién 4 puede re-escribirse como BP
2
tanB = m. (12)

Esta ecuacién posee la ventaja adicional de tener la misma “forma” que la ecuacién 10, lo que permite, en
principio, utilizar los mismos métodos para resolver las dos ecuaciones del montaje cldsico, resolviendo la
misma ecuacién una vez para A = S y otra vez para A = P. En la seccién 5 se investiga esta estrategia.

4 GENERALIZACION
Re-escritura y factorizacién de la ecuacién de dispersién del montaje cénico (7o # 0)

Si definimos

B = Be, (13)
s kb
§=n%3, (14)
Y K K2
[4 -1
P=ppe = (") e (15)

la ecuacién 7 del montaje cénico puede re-escribirse como
[B? — SP -2BScot B] [B* ~ §P —2BP cot B] = B}(S - P)?,
que reordenada apropiadamente resulta
((2BS cot B) ~ (B? - §%)] [(2BP cot B) ~ (B? — P?)] = 0.

Por ser el conjunto de los nimeros complejos un dominio de integridad, dentro de las condiciones del
problema las soluciones de esta ecuacién son la unién de las soluciones de
2BS
tanB = m, (16)

2BP
Notar que las definiciones 13, 14 y 15, pueden verse como generalizaciones de las 8, 9 y 11 del montaje
clisico, dado que coinciden cuando 99 ='0. De este modo las ecuaciones 16 y 17 resultan idénticas a las
ecuaciones 10 y 12 del montaje cldsico, no sélo en su “forma”, sino también con respecto a S y P. Esto
permite plantear las ecuaciones de dispersién de manera unificada para los dos montajes.

Independencia de las raices con respecto a 7

Cualquiera sea el valor que tome 7y, las raices 8 de las ecuaciones de dispersién originales son las mismas.
Para probar esto alcanza con mostrar que 4p no aparece en las ecuaciones 16 y 17, que como vimos son
equivalentes a las ecuaciones de dispersién originales de los dos montajes. Dado que en las ecuaciones 16 y 17
la raiz que se busca es B = fc, basta ver que ni § ni P estin definidos en funcién de 7. Si utilizamos las
definiciones 5 y 14 (que sirven para los dos montajes), y la aproximacién Z = 1/v de la seccién 2, podemos

comprobar que .
=SB _ (I K _ peko ke
s—'lcl"_(iko Crz‘z,- mVT (18)




38

A. Strejilevich De Loma

donde ninguno de los factores depende de 4o. En forma similar, de acuerdo a las definiciones 6 y 15 tenemos

Pyt k'l F2 I\z Cl&‘o Ck()
P= (1, ) C-ﬁ = (Tko rz =2z ; T' (19)

Desde el punto de vista de la red de alambres, la independencia con respecto a 7o significa que cualquiera
sea el dngulo de incidencia de la radiacion, las raices 8 son las mismas. Esto no significa que los campos f5
y fF de la seccién 2 coincidan en todos los casos, dado que p todavia depende de g segiin la igualdad 2.

5 UN PRIMER INTENTO DE RESOLVER EL PROBLEMA

Presentaremos ahora estimaciones iniciales y métodos iterativos para hallar raices B (con Re(B) > 0) de la
ecuacién

2BA
T3 (20)
B - A2
con A = § 0 A= P, segin las igualdades 18 y 19. Como vimos en la seccién 4, esta expresién resume las
ecuaciones de dispersién tanto para el montaje cldsico como para el cénico.

tan B =

Métodos iterativos
Supongamos que luego de j iteraciones obtuvimos maxn + 1 estimaciones {Bs.j)/n =0...maxn} de maxn+1
raices de la ecuaciéon 20. Las verdaderas raices serdn de la forma
By = BY) + AD, (21)
para ciertos valores AY). Por ser B,, las raices de la ecuacién 20 se debe cumplir
2[5 + 9] 4

[B + a9 - a2 2

tan [Bs,j) + As‘j)] =

Si utilizamos la igualdad para la tangente de una suma y la aproximacién tan A = A en el miembro izquierdo
de esta ecuacién, despreciando algunos términos resulta

2BA - tan B (B? — A2%)

2
(B? - A?)$; + 2B6,tan B + 2BAéS; tan B — 2A6;3° (23)

As,j) =

donde B = B(’) y las variables §; € {0,1} de acuerdo a los términos que despreciemos o no. Dado que
hicimos varias aproximaciones para despejar A.. , la expresién 21 resulta sélo aproximada, y una nueva
estimacién de la raiz B, es entonces ) .

BY*Y) = B4+ AD,
Como podemos repetir lo que hicimos para esta nueva estimacién, las expresiones anteriores proporcionan
(para cada eleccidn de las variables ;) un posible método iterativo para resolver la ecuacién 20.

Llamaremos método iterativo 1 al que resulta de elegir §; = 6, = 1 y 63 = 8, = 0 en la expresién 23, y
método 2 al que resulta de elegir §; = 1 Vk. El método 1 fue ideado originalmente por el Dr. Ricardo
A. Depine para resolver la ecuacién 10 del montaje cldsico, y surgia de aproximar en forma apropiada la
ecuacién 22 para A = §. Notar que la expresién 23 admite 24— 1 = 15 elecciones diferentes para las variables
6t (la iinica combinacién no permitida es 6; = 0 Vk); elegimos el método 1 por ser el primero implementado,
y el método 2 por ser el que utiliza mis informacién.

Estimaciones iniciales
Si consideramos un material impenetrable (Z — 0), el miembro derecho de la ecuacién 20 tiende a 0, por lo

que sus raices son de la forma B, = n7, con n entero no negativo. Para un material altamente conductor
(1Z] € 1), las raices serdn de la forma B, = nx + A,,, con |A,| = 0, por lo que una posibilidad para las

. . P (1)
estimaciones iniciales es tomar B,(. ) = n7¥.




Resolucion de la ecuacién de dispersion para los modos normales

39

Observar sin embargo que B‘()o) = O anula el numerador de la expresién 23. Ademds, partiendo de B = nx
es posible considerar expresiones mds complicadas para la primera iteracién. Por tales motivos, si volvemos
sobre la ecuacién 22 y utilizamos el desarrollo en serie para la tangente (o seno y coseno) en su miembro
izquierdo, despreciando algunos términos obtendremos un valor aproximado de As.o), el cual nos permitira
dar una nueva estimacién Bs.l) de la raiz B,. Sin embargo, nada nos impide tomar a E&o) = Bg) como
estimacion inicial, y utilizarla con los métodos iterativos presentados.

Si consideramos sélo ecuaciones lineales, cuadriticas o bicuadradas para AS.O), siguiendo la estrategia des-
cripta’ se obtienen 15 estimaciones distintas para la raiz Bg, y 9 para las raices B, con n > 0. Casos
particulares de estas estimaciones son dos ideadas originalmente por el Dr. Ricardo A. Depine para resolver
la ecuacién 10 del montaje clisico, las cuales surgian de aproximar de cierta forma la ecuacién 22 para
A=Sy Bf.o) = nr, resultando una ecuacién cuadritica para la raiz By, y otra lineal para las demis raices.

Resultados obtenidos

Las estimaciones iniciales y métodos iterativos presentados se implementaron en lenguaje FORTRAN, lo

mismo que algunas variantes adicionales no mencionadas aqui. Para comentar los resultados obtenidos,
L 0 . . .. 0

dada una estimacién inicial B,‘. ) de una raiz B, definiremos el error inicial como E, = |B, — BS‘ )|.

Lamentablemente las estimaciones iniciales no resultan apropiadas cuando |A| no es chico. Esto incluye
algunos casos particulares del modo S, y pricticamente todos los casos de interés del modo P. En la
seccién 6 volveremos sobre estos problemas.

Cuando |A| es chico los resultados son buenos. Para la raiz Bg las mejores (y mds costosas) estimaciones
son las que involucran resolver ecuaciones bicuadradas para Af,o). Comparativamente no importa mucho e}
tiempo necesario para calcular la estimacién, dado que se trata de una sola raiz. Con respecto a las demas
raices, en la figura 2 podemos apreciar el comportamiento global de las estimaciones para el caso del modo
S. Las estimaciones 2 y 3 (lineales) funcionan bien y son sencillas de calcular, mientras que la 8 (cuadratica)
da mejores resultados para raices distantes de nx (estimacion 1).

Los métodos iterativos investigados son apropiados dado que convergen correctamente, siempre que el error
inicial sea lo suficientemente chico. El método 2 aumenta los casos en los que hay convergencia, a la vez
que disminuye la cantidad de iteraciones necesarias para lograrla. Como en la implementacién realizada el
método 2 no resulta mucho mds costoso que el 1, en definitiva se reduce el tiempo de ejecucién.

Conviene mencionar que a iguales estimaciones iniciales, la subrutina DZANLY de IMSL Libraries {9] se
comporta en forma similar al método iterativo 2 en relacién a los casos en los que hay convergencia. En
cuanto a la cantidad de iteraciones, casi siempre es considerablemente mayor en DZANLY (més del doble).
El tiempo por iteracién también crece bastante. El comportamiento de DZANLY empeora si no le son
suministradas estimaciones iniciales (hasta cinco veces la cantidad de iteraciones del método 2).

Error inicial

.‘
a
1.0 - N
ad® o
as® a,
P on
A““ o®®
-
0.5 ‘.A.A ua:
4 -
L & ¥
°ﬂ
Bgﬂ'i'. anan
0.0 ansanpuil 2!-....-- .
5 10 15 20
Abs(S)

¢ el ° e2 " el * e8

Figura 2: Comportamiento de las estimaciones iniciales para la raiz Bjo del modo § (v = 0.15 + 4.65{)
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6 RELACION ENTRE LAS RAICES Y EL MODULO DE LOS PARAMETROS

A fin de solucionar los problemas que quedaron pendientes en la seccién 5, decidimos analizar cémo cambian
las raices de la ecuacién de dispersién 20 al modificar el médule de los parametros. Se opté por esta
investigacién debido a que las raices para A — 0y A — oo son conocidas, y en algunos casos los problemas
que se presentaron parecian estar relacionados con el médulo de A4, que en definitiva depende del médulo
de los pardmetros segun las igualdades 18 y 19.

Los resultados obtenidos indican que tanto para el modo S como para el modo P, hay raices B, cercanas a
nw cuando [A] es chico. Al aumentar |A|, las raices By v By del modo  se desplazan hacia Si = $ x (0,1).
Las demis raices se desplazan hacia (n — 1)x para el modo S, y hacia (n + 1)7 para el modo P; este
desplazamiento disminuye al aumentar n (para cada valor de A). No hay raices cercanas a 0 cuando |4] es
grande. Las figuras 3 y 4 muestran e} comportamiento descripto para el caso del modo P.

Puede demostrarse analiticamente que para |A| suficientemente grande, B =~ Si es raiz de la ecuacién de
dispersion para el modo §, y que este es el nico caso de raices alejadas del eje real en los dos modos.

Debido a los deplazamientos mencionados, las estimaciones iniciales de la seccién 5 resultan inapropiadas
cuando |A| es grande, dado que en estos casos muchas raices estin lejos de cualquier miltiplo de x. Son
necesarias por lo tanto nuevas estimaciones que permitan solucionar los problemas pendientes.

7 NUEVAS ESTIMACIONES INICIALES
Raices By ~ St~ B, del modo §

De acuerdo a los resultados de la seccién 6, para || suficientemente grande se cumple By = Si =~ B;. Por
lo tanto, en vez de buscar las raices By y B, cerca de 0 y de 7 respectivamente, podria ser mejor buscarlas
cerca de Si. Esta estrategia funciona bien, y tratindose sélo de dos raices no ahondaremos en el tema.

Raices B, con n > 1 del modo S, y raices del modo P

. . . . , R 1
Si definimos la diferencia entre raices consecutivas como F,[.l] = Bpy1 ~ By, resulta B, = Bpyg ~ .E ], Yy una

forma de estimar la raiz B, es estimar la diferencia F,{.”.

En la figura 4 de la seccién 6 (o su similar para el modo § ), podemos notar que es F,{.” % ¥, y una posible

estimacidn para la raiz B, es entonces
BY) = B,y - =,

la cual lamaremos de 1 punto en alusién a que es necesario haber calculado una raiz para estimar otra.

La estimacién de 1 punto no tiene en cuenta que F,[.“ es s6lo cercana a 7. Si tenemos dos raices B,,; y
Bp+2, podemos suponer que es F,[.’] x Fﬂ,, de donde resulta la estimacién inicial de 2 puntos para la raiz
B, dada por
(0) — 1] _ B B,
Bn = B,..H —Fa = 2 nt+l — Ont2-

Im(B)
0.00
\ .'/ . .-/ e -‘!
-0.02 et Y u >, + oy -

-0.04

-0.06

-0.08

-0.10
0.00 3.14 6.28 9.42 12.57

Re(B)
Figura 3: Variacién de las raices del modo P (v = 0.15 + 4.65i)
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Aunque la estimacién de 2 puntos tiene en cuenta una diferencia mas real entre las raices, no considera la
posible variacién entre las sucesivas diferencias. Si tenemos tres raices By, Bniy2 ¥ Bpys, podria resultar
una mejor estimacion si antes de restar la diferencia F,[l ,2, de By, corregimos esa diferencia con la variacién
que hubo entre Fm, y F,[‘llz Notar que la variacién entre las diferencias es a su vez una diferencia, y antes de
usarla podriamos corregirla con la variacién que haya tenido, previamente corregida por su correspondiente
variacién, y asi sucesivamente. Como generalizacién, dadas entonces p > 1 raices {Bn4i/k = 1...p}, si
defirimos

I o
llamaremos estimacién inicial de p puntos para la raiz B, a
. p-1
B = Boya = (FMy - (FE - (RS - ") ) = 1Pl (25)

j=0
en alusién a que es necesario haber calculado p raices para estimar otra.

Es interesante notar que si se define (al estimar cada raiz B,) la funcién r(k) = Bnyts, resulta B =
L(0) = r(0) = B,, donde L(z) es el polinomio de Lagrange que aproxima a la funcién r(k) en los puntos
{Bn+x/k = 1...p}). Es decir, la estimacién de p puntos para la raiz B, es el valor que da el polinomio de
Lagrange para r(0) = B,.

Observar que en la prictica (incluso para p = 1) necesitamos p estimaciones iniciales “externas”™ que permitan
calcular las raices Bp4k. Una vez calculada la raiz B, desecharemos By, y utilizaremos las raices { Bayi [k =
0...p— 1} para estimar B,_,, repitiendo el proceso hasta estimar y calcular todas las rafces.

Puede demostrarse que si en vez de estimar la raiz B, a partir de las raices {Bn4£/k = 1...p} (estimacién
descendente), se utilizan en forma similar las raices {B,_s/k = 1...p} (estimacién ascendente), los errores
iniciales se desplazan p raices hacia arriba (es decir, En, ascendente es igual a E, descendente). Por lo
tanto, lo que determina mayormente la ventaja de un tipo de estimacién sobre la otra es la facilidad con la
que se calculan las raices externas, que no tienen errores iniciales en comiin con el otro tipo. De acuerdo a
esto, para |A| no muy grande convendr4 utilizar la estimacién descendente empezando por la raiz a calcular
de mayor subindice, dado que es esperable que el desplazamiento comentado en la seccién 6 no la afecte
demasiado; para | A] realmente grande utilizaremos la estimacién ascendente empezando por la raiz de menor
subindice, ya que desplazamiento sera tal en ella que de todos modos estard cerca de (n £ 1)x (segin el
modo), y serd igoal ficil de estimar con alguna de las estimaciones de la seccién 5.

En favor de la estimacion de p puntos podemos decir que el almacenamiento adicional requerido es muy
poco (p — 1 diferencias), que las operaciones en la expresién 25 son las mdis ripidas en una computadora
(sumas y restas), y que dicha expresion puede simplificarse modificando levemente la definicién 24.

Re(B)

12.57

9.42 fosaenasee

8.28

3.14 Y -

ans®

0.00
0 2 4 6 8 10
Abs(P)

4 BO * Bl * B2 ° B3
Figura 4: Viriacién de las raices del modo P (v = 0.15 + 4.65:). Parte real
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Resultados obtenidos

La figura 5 muestra un ejemplo del comportamiento global de las estimaciones iniciales de p puntos. Tanto
para las raices By con n > 1 del modo S, como para las raices del modo P, los resultados son muy buenos.
No hace falta usar muchos puntos para lograr mejores estimaciones iniciales que las de la seccién 5. Si
las raices externas son correctas, esta estrategia funciona bien para valores diversos de |A|. En general los
errores iniciales disminuyen conforme se usan mds puntos para hacer el cilculo, pero llega un momento en
que se tarda m4s en agregar un punto que la disminucién producida por la mejor estimacién.

8 ALGORITMO DEFINITIVO

El resultado final de este trabajo es la implementacién de dos subrutinas en lenguaje FORTRAN (una para
cada modo) que permiten hallar cierto nimero de raices complejas de las ecuaciones de dispersién, una vez
suministrados los parémetros necesarios.

Para lograr convergencia se eligi6 en todos los casos el método iterativo 2 de la seccién 5, variando en cambio
las estimaciones iniciales de acuerdo al médulo de A = S 0 A = P. La mayoria de las raices son estimadas
con la estimacién de 5 puntos de la seccién 7. En estos casos se utiliza primero la estimacién 8 de la seccién 5
para estimar dos raices, luego la estimacién de 2 puntos de la seccién 7 para estimar otra, después la de 3
puntos, y finalmente la de 4, obteniéndose de esta forma las 5 raices externas necesarias. Se comienza con la
estimacién 8 porque da buenos resultados ain con aquellas raices que estin bastante lejos de nx, y el éxito
de la estimacion de p puntos depende fuertemente de las raices externas.

En la figura 6 podemos ver una salida obtenida utilizando una de las subrutinas mencionadas. No hay
mucho que agregar a lo ya dicho en las secciones 5 y 7. En principio no existe limite para los valores de 14}
que el algoritmo definitivo maneja en forma ripida y correcta. El algoritmo también funciona de manera
eficiente para valores diversos del dngulo de A. Los errores iniciales son muy bajos en casi todos los casos.
Esto produce que para precisiones bastante altas (10-19), la cantidad de iteraciones rara vez supere a 5, y
en promedio sea bastante menor que 3. Algunas raices incluso son halladas en sélo una iteracién.

9 CONCLUSIONES

La factorizacién de la ecuacién de dispersién del montaje cénico nos permitié demostrar la independencia
de las raices con respecto al 4ngulo de incidencia de la radiacién sobre la red de alambres. Ambos hechos
eran conocidos en el caso de un material perfectamente conductor, pero al considerar conductividad finita se
presentan efectos cruzados de polarizacion, por lo cual la factorizacién misma resulta sorprendente, mis aiin
la independencia. De este modo la independencia de las raices no sélo simplifica notablemente el problema
numérico de su cilculo, sino que ademds interesa desde el punto de vista tedrico.

La re-escritura de las ecuaciones parciales nos permitié desarrollar e implementar en forma mis o menos
sencilla, pricticamente todos los métodos numéricos razonables basados en aproximar las funciones trigo-
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Figura 5: Estimaciones iniciales de p puntos para la raiz B)o del modo P (v = 0.15 + 4.654)




LONGITUD DE ONDA =  0.31 ERROR PERMITIDG = 1.00E-010

> EST.INICIAL | IT RAIZ B [ B-~BINI
3.0693928100 -.,0022692567 | 3.0693273612 ~.0022755245 .0000657482
6.1393527143 ~-.0044850473 6.1388380856 -.0045338472 .0005169373
9.2083488099 -.0067921698 9.2087128134 ~.0067581909 .0003655860

12.2791268381 -.0089326066 .0001760174
15.3502476732 -.0110423351 . 0000078700

2 !

2 |

2 1
12.2789515448 -.0089485557 2 |
2 t
2 18.4222328917 -.0130741107 ) .0000021826
2 l
2 |
1 !
1 |
1 1

15,3502554528 -.0110411453
18.4222350530 -.0130738067
21.4952301257 -.0150161619
24.5693679307 -.0168593838
27.6447668065 -.0185957869
30.7215301693 -.0202196645
33.7997462433 ~.0217272329 |

21.4952282986 -.0150163965 .0000018421
24.5693664806 -.0168595427 .0000014588
27.6447657550 -.0185958690 .0000010547
30.7215295176 -.0202196735 .0000006517
33.7997459744 -.0217271767 .0000002747

Figura 6: Salida obtenida utilizando el algoritmo definitivo implementado

nométricas por medio de su desarrollo en serie. Dichos métodos resultaron en algunos casos insuficientes, lo
que nos llevs a desarrollar e implementar métodos alternativos.
El algoritmo definitivo implementado supera tanto en rapidez como en variedad de los pardmetros que acepta,

a otros algoritmos conocidos (orientados o no al problema) con los que se intenté resolver las ecuaciones de
dispersién. Esto permite solucionar de manera eficiente tanto los problemas actuales como otros similares

que puedan aparecer en el futuro.
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