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RESOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE DISPERSION
PARA LOS MODOS NORMALES

DE UNA RED DE ALAMBRES META.LICOS 1

Alejandro Strejilevich de Lorna
041'. Cordoba 2062, Jl20 Capital Federal, Argentina

EI objeli\'o de esle trabajo es calcular las raices complejas de las ecuaciones que surgen aI imponer
condiciones de contorno a 105 campos magnetico y eleetrico, producidos por efecto de la luz sobre la
red. La solucion de este problema es un punto central en el control de calidad de la red de transmision
de baja energia diseiiada para la mision AXAF de la NASA, y tambicn es util en casos similares.

En este trabajo primero se demuestra en forma analitica la independencia de las raices con respecto
aI angulo de incidencia de la radiacion sobre la red de a1ambres, hecho desconocido hast a el momento.
Luego se prueban metodos numericos basados en el desarrollo en serie de las funciones trigonometricas,
Sf' analiza la rdacion entre las raices y los parametros fisicos del problema, y se prueban metodos
a1ternali,·os basados en sumas y restas de raices ya calculadas.

EI a1goritmo definitivo es muy rapido y general, siendo apropiado tanto para los parametros fisicos de
interes actualcs como para otros que puedan aparecer en el futuro.

The aim of this work is to calculate the complex roots of the equations that appear when we impose
boundary conditions to the magnetic and electric fields, products of the light on the wire grating.
Solve this problem is a central point in the quality control of the low energy transmission grating
designed for NASA's mission AXAF, and it is also useful in similar problems.

First in this work it is proved analitically that the roots don't depend on the angle of incidence of the
radiation on the wire grating, a fact not known before this moment. Then numerical methods based
on power series of the trigonometric functions are tried, it is analyzed the relation between roots and
physical parameters of the problem, and alternative methods based on sums and subtractions of roots
which have been alredy worked out are tried.

The definitive algorithm is very quick and general, being apropiate to the physical parameters of
current interest as well as for other ones which could appear in the future.

Motivaci6n

La red de transmision de baja energia 0 LETG (low energy transmission grating) diseiiada para la futura
mision satelital AXAF (Advanced X-ray Astrophysics Facility) de la NASA [1], esta. formada par a1ambres
de oro de seccion rectangular, paralelos yequidistantes. Dicha red debe armarse a partir de mas de mil
subredes identicas [2], por 10 que son necesarios metodos muy eficientes para controlar tantos elementos. EI
control de cali dad se simplifica si Sf' supone un metal perfectamente conductor (impenetrable), pero de este
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modo surgieron diferencias entre la teoria y las mediciones. A la vez, al aplicar resultados que consideraban
un metal sOlo altamente conductor [3, 4]. se presentaron problemas para los valores fisicos de interes.

Otro metodo para el control de calidad pro\"iene de una colaboracion entre el Instituto Max Planck de Fisica
Extraterrestre (Garching, Alemania) yel Grupo de Scattering Electromagnetico del Departamento de Fisica
de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales (Universidad de Buenos Aires). EI metodo se basa en ajustar
datos experimentales de cada muestra con los resultados calculados a partir de una teoria electromagnetica
especialmente desarrollada [5], y que actualmente esta siendo perfeccionada y extendida [6, 7].

Este trabajo esta orientado a resolver un problema numerico que, por ser un punto central del nuevo
metodo [5), es un factor muy importante para obtener precision en 105 resultados y tiempos de computo
aceptables. Cabe destacar que la solucion a este problema tambien es aplicable en redes de otros metales
con a1ta conductividad (como la plata y el aluminio), asf como en redes de alambres de seccion arbitraria [7J,
donde el problema se resuelve considerando que 105 a1ambres estan divididos eo sectores de seccion rectan-
gular.

Descripcion de Ia red

Imaginemos una red de a1ambres como la de la ligura 1, en la cual se ha considerado un sistema de tres
coordenadas ortogonales (z, y, z). Los a1ambres se extienden a 10 largo del eje z, en un plano paralelo aI plano
(z, z). Estan hechos de un material a1tamente conductor caracterizado por su Iodice de refraccion complejo
v = (VR,VI), con Ivl ::> 1 y VI ::> VR > O. La red tiene periodo d y los a1ambres de seccion rectangular
tienen altura h y ancho b = d - c, donde c es la longitud del espacio Iibre entre a1ambres. Valores tfpicos
para estos parametros son Ivi ::::4, d = 111m, b = c = 0.511m y h = 0.4I1m.

La red es i1uminada con cierta onda cuyo vector de onda k~ tiene un modulo ko = 211"/A, siendo A la longitud
de onda de Ia radiaci6n incidente. EI vector ~ forma un angulo 80 E [0,11"/2) con el eje y, mientras que el
plano detenninado por eI vector k~ y eI eje y (plano de incidencia), forma un angulo </>0 E [0,211") con el eje
z. Llamaremos 10 = kosin 80 sin </>0 aI mOdulo de la proyecci6n del vector k~ sobre eI eje z.

Cuando eI vector k~ esta contenido en eI plano (z,y), result a </Jo = 00 ¢>o = 11", Y por 10 tanto es 10 = O.
Esta situaci6n, conocida como montaje clisico, ha sido mis estudiada debido a su mayor sencillez. En ella
los vectores de onda de los ordenes difractados estan contenidos en el plano de incidencia. Por el contrario,
cuando el vector k~ esta fuera del plano (z, y), los vectores de onda de los ordenes difractados forman un
cono de eje paralelo a los a1ambres, por 10 que esta situacion es conocida como montaje conico.

2 PLANTEO DEL PROBLEMA

EI metodo fisico desarrollado para el control de calidad requiere calcular el campo magnetico IS (para
pol&l'izoaciOn modo 5) y el campo elect rico fP (para polarizacion modo P) en el espacio Iibre entre dos



alambres consecutivos. [stos campos SOli producidos por erecto de la luz sobre la red de alambres, y en el
caso del montaje clasico lro = 0) son solucion de la ecuacioll de Helmholtz

Solo interesan los valores de fJ y p con parte real positiva, por 10 que podemos obtener p a partir de esta
igualdad como Jl. = ./[2 - fJ2, donde r representa la raiz cuadrada compleja con parte real positiva.

Para determinar fJ se aplican a ]a expresion 1 condiciones de contorno que depend en de la impedancia
superficial Z ~ l/v (8]. Al exigir que 105 campos IS Y IP cum plan las condiciones de contorno en las
paredes de 105 a1ambres, se Uega a las ecuaciones de dispersion

S zr2

1/ = ik;'

p Ziko
1/ = f2' (6)

son Uamadas impedancias superficiales equivalentes. Notar que Z --+ 0 si suponemos un material impene-
trable; en ese caso las condiciones de contorno dan lugar a las condiciones de Neumann y Dirichlet.

En el caso del montaje canico (-yo =F 0) se presentan efectos cruzados de polarizacion, y las condiciones de
contorno establecen relaciones acopladas entre 105 campos IS yIP, Por un procedimiento similar al del
montaje clasico, se Uega a la ecuacion de dispersion

El objetivo de este trabajo es implementar un algoritmo que permita hallar cierto numero de raices complejas
fJ (con Re(fJ) > 0) de las ecuacioJles de dispersion del montaje clasico (3 y 4) 0 del conico (7), de acuerdo
a 105 parametros suministrad05 (II, c, ~, 80 y 4>0). En una etapa posterior que excede 105 lirnites de este
trabajo, se utilizaran dichas ralces para calcular efectivamente 105 campos de la expresion 1.

3 EL CASO DEL MONTAJE CLASICO (-yo = 0)

Resultados anteriores a este trabajo

Si definimos

2B5
tan B = B2 _ 52'



Esta ecuacion es independiente de las unidades. Para resolverla se ensayo un metodo numerico iterativo que
arrojo resultados alentadores. Este metodo se comenta en la seccion 5, junto con otros que son propios.

Ecuadones pardales

Seria deseable adimensionar tammen la ecuacion 4 del montaje c1asico. Si definimos

( P)-I CP= TJ c= p'
TJ

2BP
tanB = B2 _ p2' (12)

Esta ecuacion posee la ventaja adicional de tener la misma "forma" que la ecuacion 10,10 que permite, en
principio. utilizar los mismos metodos para resolver las dos ecuaciones del montaje c1asico, resolviendo la
misma ecuacion una vez para A = 5 y otra vez para A = P. En la seccion 5 se investiga esta estrategia.

Re-eseritura y faetorizadon de la eeuadon de dispersion del montaje eonieo <-to ¥ 0)

Si definimos
B = pc,
_ 5 kfi

5 - TJ cp'

c kfi (P)-I kfi
P= "r2 = TJ cp'

la ecuacion 7 del montaje conico puede re-escribirse como

Por ser el conjunto de los numeros complejos un dominio de integridad, dentro de las condiciones del
problema las soluciones de esta ec:uacion son Ia. union de las soluciones de

2B5
tanB = B2 _ 52'

2BP
tanB = B2 _ p2'

Notar que las definiciones 13, 14 y 15, pueden verse como generalizaciones de las 8, 9 y 11 del montaje
c1asico, dado que coinciden cuaado 10 =0. De este modo las ecuaciones 16 y 17 result an identicas a las
ecuaciones 10 y 12 del montaje cIasico, no &6lo en su "forma", sino tambien con respecto a S y P. Esto
permite plantear !as ecuaciones de dispersiOn de manera unificada para 105 dos montajes.

Independenda de !as raices con respecto a 10

Cualquiera sea el valor que tome 10, las raices {J de las ecuaciones de dispersion originales son las mismas.
Para probar esto alcanza con mostrar que 10 no aparece en las ecuaciones 16 y 17, que como vimos son
equivalentes alas ecuaciones de dispersion originaJes de 105 dos montajes. Dado que en las ecua.ciones 16 y 17
la raiz que se busca es B = pc, basta ver que ni S ni P estan definidos en funcion de 10. Si utilizamos las
definiciones 5 y 14 (que sieven para 105 dos montajes), y la aproxima.cion Z ~ 1/11 de la seeden 2, podemos
comprobar que



Desde 1'1 punto de vista de la red de alarnbres, la independencia con respecto a ")'0 significa que cualquiera
sea 1'1 angulo de incidencia de la radiacion, las raices (3 son las mismas. Esto no significa que los campos IS
y fP de la seccion 2 coincidan en todos los casos, dado que p. todavfa depende de ")'0 segun la igualdad 2.

5 UN PRIMER INTENTO DE RESOLVER EL PROBLEMA

Pres('nlaremos ahora estimaciones iniciales y melodos ileralivos para hallar raices B (con Re(B) > 0) de la
ecuaciou

2BA
tanB = B2 _ A2' (20)

con A = So A = P, segun las igualdades 18 y 19. Como vimos en la seccion 4, esta expresion resume las
ecuariones de dispersion tanto para 1'1 montaje clasico como para 1'1 conieo.

Metodos iterativos

Supongamos que luego de j iteraciones obtuvimos maxn + 1 estimaciones {B!!) In = 0 ... maxn} de maxn + 1
raices de la ecuacion 20. Las verdaderas raices seran de la forma

Si utilizamos la igualdad para la tangente de una suma y la aproximacion tan ~ ~ ~ en el miembro izquierdo
de esta ecuaci6n, despreciando algunos terminos resulta

(j) _ 2BA - tanB (B2 _ A2)
t1 - --------------------,n (B2 _ A2)61 + 2B64 tan B + 2BA62 tan B - 2A63

donde B = B!!l y las variables 6. E {O,I} de acuerdo a los terminos que despreciemos 0 no. Dado que
hicimos varias aproximaciones para despejar ~!!),la ex presion 21 resulta solo aproximada, y una nueva
estimacion de la rafz Bn es entonces

B!j+1) = B + ~!!).
Como podemos repetir 10 que hicimos para esta nueva estimacion, las expresiones anteriores proporcionan
(para cada eleccion de las variables 6.) un posible metodo iterativo para resolver la ecuacion 20.

L1amarem06 metodo iterativo 1 al que resulta de elegir 61 = 62 = 1 Y 63 = 64 = 0 en la expresion 23, y
metodo 2 al que resulta de elegir 6. = 1 Vk. EI metodo 1 fue ideado originalmente por el Dr. Ricardo
A. Depine para resolver la ecuacion 10 del montaje clasico, y surgfa de aproximar en forma apropiada la
ecuacion 22 para A = S. Notar que la expresion 23 admite 24 -1 = 15 elecciones diferentes para las variables
6. (la unica combinacion no permitida 1'56. = 0 Vk); elegimos 1'1metodo 1 por ser 1'1primero implementado,
y 1'1 metodo 2 por ser el que utiliza mas informacion.

EstimacioDell iniciales

Si consideram06 un material impenetrable (Z - 0), el miembro derecho de la ecuacion 20 tiende a 0, por 10
que sus raiteli liOnde la forma B" ;; mr, con n entero no negativo. Para un material altllJllen\e conductor
(Izl < I), las rafces seran de la forma Bn = nr + ~n, can I~nl ~ 0, por 10 que una posibilidad para las
estimaciones iniciales es tomar BiO) = mr.



Obsen'lu sin embargo que B~O)= Olr anula el numerador de la expresion 23. Ademas, partiendo de B~O) = nlr
es posible considerar expresiones mas complicadas para la primera iteracion. Por tales motivos, si volvemos
sobre la ecuacion 22 y utilizamos el desarrollo en serie para la tangente (0 seno y coseno) en su miembro
izquierdo, despreciando algunos terminos obtendremos un valor aproximado de ~~O), eI cual nos permitira
dar una nueva estimacion B~I) de la raiz Bn• Sin embargo, nada nos impide tomar a B~O) = B~I) como
estimacion inicial, y utilizarla con los metodos iterativos presentados.

Si consideramos solo ecuaciones lineales, cuadraticas 0 bicuadradas para ~~O), siguiendo la estrategia des-
cripta se obtienen 15 estimaciones distintas para la raiz Bo, y 9 para las ralces Bn con n > O. Casos
particulares de estas estimaciones SOli dos ideadas originalmente por el Dr. Ricardo A. Depine para resolver
la ecuacion 10 del montaje c1asico, las cuales surgian de aproximar de cierta forma la ecuacion 22 para
A = S y B~O) = nlr, resultando una ecuacion cuadratica para la raiz Bo, y otra lineal para las demas raices.

Resultados obtenidos

Las estimaciones iniciales y metodos iterativos presentados se implementaron en lenguaje FORTRAN, 10
mismo que algunas variantes adicionales no mencionadas aqui. Para comentar los resultados obtenidos,
dada una estimacion inicial B~O) de una raiz Bn, definiremos el error inicial como En = IBn _ B~O)I.

Lamentablemente las estimaciones iniciales no result an apropiadas cuando IAI no es chico. Esto incJuye
algunos casos particulares del modo S, y practicamente todos los casos de interes del modo P. En la
secci6n 6 volveremos sobre estos problemas.

Cuando IAI es chico los resultados son buenos. Para la raiz Bo las mejores (y mas costosas) estimaciones
son las que involucran resolver ecuaciones bicuadradas para ~~O). Comparativamente no importa mucho el
tiempo necesario para calcular la estimaci6n, dado que se trata de una sola raiz. Con respecto a las demas
raices, en la figura 2 podemos apreciar el comportamiento global de las estimaciones para el caso del modo
S. Las estimaciones 2 y 3 (lineales) funcionan bien y son sencillas de calcular, mientras que la 8 (cuadratica)
da mejores resultados para raices distantes de mr (estimaci6n 1).

Los metodos iterativos investigados son apropiados dado que convergen correctamente, siempre que eI error
inicial sea 10 suficientemente chico. EI metodo 2 aumenta los casos en 105 que hay convergencia, a la vez
que disminuye la cantidad de iteraciones necesarias para lograrla. Como en la implementaci6n realizada el
metodo 2 no resulta mucho mas costoso que elI, en definitiva se reduce el tiempo de ejecuci6n.

Conviene mencionar que a iguales estimaciones iniciales, la subrutina DZANLY de IMSL Libraries (9) se
comporta en forma similar al metodo iterativo 2 en relaci6n a los casos en los que hay convergencia. En
cuanto ala cantidad de iteraciones, casi siempre es considerablemente mayor en DZANLY (mas del doble).
El tiempo por iteraci6n tambien crece bastante. El comportamiento de DZANLY empeora si no Ie son
suministradas estimaciones iniciales (hasta cinco veces la cantidad de iteraciones del metodo 2) .
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A fin de solucionar los problemas que quedaron pendientes en la seccion 5, decidimos analizar como cambian
Jas raiees de la l'cuacion de dispersion 20 al modificar 1'1 mOdulo de los parametros. 51' opto por esta
investigacion debido a que las raiees para A - 0 y A - 00 son conocidas, yen algunos casas los problemas
que se presentaron parecian estar relacionados con 1'1 modulo de A, que en definitiva depende del modulo
de los parametros segun las igualdades 18 y 19.

Los resultados obtenidos indican que tanto para 1'1 modo S como para 1'1 modo P, hay raices B••cercanas a
7Irr cuando IAI es chico. AI aumentar IAI, las raiees Bo Y B1 del modo Sse desplazan hacia Si = S x (0, 1).
Las demas raiees se desplazan hacia (11 - l)rr para 1'1 modo S, y hacia (II + 1)11" para 1'1 modo P; este
desplazamiento disminuye al aumentar II (para cada valor de A). No hay ralces cercanas a 0 cuando IAI es
grande. Las figuras 3 y 4 muestran 1'1 comportamiento descripto para 1'1 caso del modo P.

Puede demostrarse analiticamente que para IAI suficientemente grande, B ~ Si es raiz de la ecuacion de
dispersion para 1'1 modo S, y que este es 1'1 unico caso de ralces alejadas del eje real en los dos modos.

Debido a los deplazamientos mencionados, las estimaciones iniciales de la seccion 5 resultan inapropiadas
cuando IA I es grande, dado que en estos casos muchas ralces est an lejos de cualquier multiplo de 11". Son
necesarias por 10 tanto nuevas estimaciones que permitan solucionar los problemas pendientes.

Raices Bo ~ Si ~ B1 del modo S

De acuerdo a los resultados de la seccion 6, para ISlsuficientemente grande se cumple Bo ~ Si ~ B1• Por
10 tanto, en vez de buscar las ralces Bo Y B1 cerca de 0 y de 11" respectivamente, podria ser mejor buscarlas
cerca de Si. Esta estrategia funciona bien, y tratandose sOlo de dos ralces no ahondaremos en el tema.

Raices B•• con II > 1 del modo S, y raices del modo P

Si definimos la diferencia entre ralces consecutivas como Fl1I = B ••+1 - B ••, resulta B•• = B••+1 - Fl1l, y una
forma de estimar la raiz B••es estimar la diferencia Fill.

En la ligura 4 de la seccion 6 (0 su similar para 1'1 modo S), podemos notar que es Fill ~ r, y una posible
estimacion para la raiz B•• es entonces

BiO) = B••+! - r,

la cual llamaremos de 1 punto en a1usion a que es necesario haber calculado una raiz para estimar otra.

La estimation de 1 punto no tiene en cuenta que rill es sOlo cercana a r. Si tenemas dos ralces B••+1 y
B••+2, podemos suponer que es Fl1

] ~ F!~I' de donde resulta la estimacion inicial de 2 puntos para la raiz
B•• dada por

-().10
0.00 6.28

Re(B)

Figura 3: Variacion de las raiees del modo P (v = 0.15 + 4.65i)



Aunque Ill. estimacion de 2 puntos tiene en cuenta una diferencia mas real entre las rakes, no considera Ill.
posible variacion entre las sucesivas diferencias. Si tenemos tres rakes B,,+ 1, B,,+2 Y B"+3, pod ria resultar
una mejor estimacion si antes de res tar Ill. diferencia F!11 de B,,+ I, corregimos esa diferencia con Ill. variacion

que hubo entre F!11 y F!.12' Notar que Ill. variacion entre las diferencias es a su vez una diferencia, y antes de
usarla podriamos corregirla con Ill. variacion que haya tenido, previamente corregida por su correspondiente
variacion, y asl sucesivamente. Como generalizacion, dadas entonces p > 1 raices {B,,+k/k = 1 ... p}, si
definimos

F£iJ= { ~";-IJ_ [j-I)
1";+1 F"

lIamaremos estimacion inicial de p puntos para Ill. raiz B" a

si j = 0
si j > 0,

1'-1
B(O) _ ([1] ([2] (lP-2) lP-1J) )) _ ,,( )jF[jJ•• -B,,+I- F,,+I- F,,+I"'- F••+1 -F"+I ... -L...--1 ••+1'

j=O

en alusion a que es necesario haber calcuJado p raices para estimar otra.

Es interesante notar que si se define (al estimar cada raiz B,,) Ill. funcion r(k) = B ••H, resulta BiO) =
L(O) :::::reO) = B ••, donde L(x) es el polinomio de Lagrange que aproxima a Ja funcion r(k) en 105 puntos
{B••Hlk = 1 ... p}. Es decir, Ill. estimacion de p puntos para Ill. raiz B" es el valor que da eI polinomio de
Lagrange para r( 0) = B••.

Observar que en Ia practica (incluso para p = 1) necesitamos p estimaciones iniciales "extern as" que permitan
calcular las raices B••H. Una vez calculada Ill. raiz B••desecharemos B,,+p y utilizaremos las raices {B ••H/k =
O..• p - I} para estimar B,,_I, repitiendo el proceso hast a estimar y calcular todas las raices.

Puede demostrarse que si en vez de estimar Ill. raiz B" a partir de las raices {B ••H/k = 1 ... p} (estimacion
descendente), se utilizan en forma similar las raices {B ••_tlk = 1 ... p} (estimacion ascendente), 106 errores
iniciales se desplazan p raices hacia arriba (es decir, E,,+p ascendente es igual a E•• descendente). Por 10
tanto, 10 que determina mayormente Ill. ventaja de un tipo de estimacion sobre Ill. otra es Ill. facilidad con Ill.
que se calcolan las raices externas, que no tienen errores iniciales en comlin con el otro tipo. De acuerdo a
esto, para IAI no muy grande convendra utilizar Ill. estimacion descendente empezando por Ia raiz a calcolar
de mayor sublndice, dado que es esperable que eI desplazamiento comentado en Ill. seccion 6 no Ill. afecte
demasiado; para IAI realmente grande utilizaremos Ill. estimacion ascendente empezando por Ill. raiz de menor
subindice, ya que desplazamiento sera tal en ella que de- tOd06 modos estara cerca de (n ± 1)11" (seg1in eI
modo), y sera igual f&cil de estimar con alguna de las estimaciones de Ill. seccion 5.

En favor de Ill. estimaci6n de p puntos podemos decir que el a1macenamiento adicional requerido es muy
poco (p - 1 diferencias), que las operaciones en Ill. expresion 25 son las mas rapidas en una computadora
(sumas y restas), y que dieba expresion puede simplificarse modificando levemente Ill. definicion 24.
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Figura 4: Variacion de las raices del modo P (v = 0.15 + 4.65i). Parte real



Resultados obtenidos

La figura 5 muestra un ejemplo del comportamiento global de las estimaciones iniciales de p puntos. Tanto
para las rakes B. con n > 1 del modo S, como para las rakes del modo P, los resultados son muy buenos.
No hace Caltausar muchos puntos para lograr mejores estimaciones iniciales que las de la secci6n 5. Si
las raices externas son correctas, esta estrategia Cuncionabien para valores diversos de IAI. En general los
errores iniciales disminuyen conCormese usan mas puntos para hacer el caJculo, pero Uega un momenta en
que se tarda mas en agregar un punto que la disminuci6n producida por la mejor estimaci6n.

8 ALGORITMO DEFINITIVO

EI resultado final de este trabajo es la implementaci6n de dos subrutinas en lenguaje FORTRAN (una para
cada modo) que permiten haUar cierto numero de raices complejas de las ecuaciones de dispersi6n, una vez
suministrados los parametros necesarios.

Para lograr convergenciase eligi6en todos los casas el metodo iterativo 2 de la secci6n5, variando en cambio
las estimaciones iniciales de acuerdo al mOdulode A = S 0 A = P. La mayona de las raices son estimadas
con la estimaci6n de 5 puntos de la secci6n 7. En estos casos se utiliza primero la estimaci6n 8 de la secci6n 5
para estimar dos raices, luego la estimaci6n de 2 puntos de la secci6n 7 para estimar otra, despues la de 3
puntos, y finalmente la de 4, obteniendose de esta Cormalas 5 raices externas necesarias. Se comienza con la
estimaci6n 8 porque da buenos resultados aun con aqueUas raices que estan bastante lejos de ml", y el exito
de la estimaci6n de p puntos depende fuertemente de las raices externas.

En la figura 6 podemos ver una salida obtenida utilizando una de las subrutinas mencionadas. No hay
mucho que agregar a 10ya dicho en las secciones5 y 7. En principio no existe limite para los valores de IAI
que el a1goritmodefinitivo maneja en forma rapida y correcta. EI algoritmo tambien Cuncionade manera
eficiente para valores diversos del angulo de A. Los errores iniciales son muy bajos en casi todos 105 casos.
Esto produce que para precisiones bastante altas (10-1°), la cantidad de iteraciones rara vez supere a 5, y
en promedio sea bastante menor que 3. Algunas raices incluso son haUadas en sOlouna iteraci6n.

La Cactorizacionde la ecuaci6n de dispersi6n del montaje c6nieo nos permitio demostrar la independencia
de las Rices con respecto al angulo de incidencia de la radiacion sobre la red de alambres. Ambos hechos
eran CODocidosen el caso de un material perfectamente conductor, pero al considerar conductividad finita se
presentan eCectoscruzados de polarizacion, por 10cualla factorizaci6n misma resulta sorprendente, mas aun
la independencia. De este modo la independencia de las raices no solo simplifica notablemente el problema
numerico de su caJculo,sino que ademas interesa desde el punto de vista tearico.

La re-escritura de las ecuaciones parciales nos permiti6 desarroUar e implementar en forma mas 0 menos
BenciUa,pra.cticamente todos los metodos numerieos razonables basados en aproximar las funciones trigo-
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3.0693928100 -.0022692567 2 3.0693273612 -.0022755245 .0000657482
6. 1393527143 -.0044850473 2 6 •1388380856 -.0045338472 .0005169373
9 •2083488099 -.0067921698 2 9.2087128134 -.0067581909 .0003655860

12.2789515448 -.0089485557 2 12.2791268381 -.0089326066 •0001760174
15.3502554528 -.0110411453 2 15.3502476732 -.0110423351 .0000078700
18.4222350530 -.0130738067 2 18.4222328917 -.0130741107 .0000021826
21.4952301257 -.0150161619 2 21.4952282986 -.0150163965 .0000018421
24 •5693679307 -.0168593838 2 24.5693664806 -.0168595427 .0000014588
27.6447668065 -.0185957869 1 27.6447657550 -.0185958690 .0000010547
30.7215301693 -.0202196645 1 30.7215295176 -.0202196735 •0000006517
33.7997462433 -.0217272329 1 33. 7997459744 -.0217271767 .0000002747

nometricas por medio de su desarrollo en serie. Dichos metodos resultaron en algunos casos insuficientes, 10
que nos llevo a desarrollar e implementar metodos a1ternativos.

EI a1goritmo definitivo implementado supera tanto en rapidez como en variedad de los parametros que acepta,
a otros a1goritmos conocidos (orient ados 0 no aI problema) con 106que se intento resolver las ecuaciones de
dispersion. Esto permite salucionar de manera eficiente tanto los problemas actuales como otr06 similares
que puedan aparecer en el futuro.
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