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RESUMEN

La resolucién de un sistema de ecuaciones no lineales constituye una de las dificultades impor-
tantes que se presentan en problemas de la Ingenieria y de las Ciencias Aplicadas. En este
trabajo se realiza un estudio de los algoritmos numéricos desarrollados por Abaffy [1], Bittner
{2] ¥ Zirilli (3] aplicados a sistemas de ecuaciones algebraicas que intervienen en la modelacién
matemaética de la combustién del propano y de la transferencia radiativa. En este estudio se han
considerado el tiempo de cilculo CPU, el nimero de iteraciones requeridas como la magnitud
del error de la solucién aproximada obtenida.

ABSTRACT

The numerical solution of nonlinear equations in _several variables is frecuently the last step for
solving problems arriving in the Engineering and Applied Sciences. In this paper we compare the
numerical methods developped by Abaffy [1], Bittner [2] and Zirilli [3] solving nonlinear systems
of equations related to the combustion of propane, the radiative transfer and systems which
contains trigonometric functions. We have taken into account the time CPU of the computer,
number of iterations and the error of the approximate solution.

INTRODUCCION

Los sistemas de ecuaciones algebraicos no lineales intervienen en diversos problemas de aplicacién
como por ejemplo: en la discretizacién de ecuaciones diferenciales ordinarias y a derivadas
parciales por medio de las diferencias finitas, en la discretizacién de problemas variacionales
por el método de los elementos finitos, en la minimizacién de la energia potencial de sistemas
mecénicos, en la resolucién de ecuaciones integrales no lineales, etc.

Para resolver sistemas no lineales se han desarrollado una gran cantidad de software sin con-
sideral frecuentemente una aplicacién especifica, lo que ha sido conveniente en muchos casos.
Sin embargo, dada la necesidad de tener que resolver problemas que requieren de una compleja
optimizacién y que deben ser resueltos por medio de computadores de alta eficiencia, se hace

necesario desarrollar algoritmos que permitan resolver problemas que tienen su origen en las
aplicaciones.
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En base a esta reflexidn se han analizado en este trabajo algunos algoritmos para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales que tienen su origen en la modelacién matematica de la
combustién del propano, en el estudio de la transferencia radiativa y sistemas con funciones
trigonométricas.

Para resolver un sistema de ecuaciones no lineales del tipo,
f(z)=0; f:R*"->R" (1)

se pueden utilizar diversos algoritmos numéricos, siendo los mas conocidos aquellos que se basan
en el método de Newton y de sus modificaciones.

También se han desarrollado otros algoritmos que no estan basados en el algoritmo de Newton
como por ejemplo los de homotopia, de continuacién, los métodos simpliciales, y aquellos que
se basan en la resolucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

En este trabajo se han resuelto los problemas por el método de tipo local ABS, que es una
modificacién del algoritmo de Newton y que ha sido desarrollado por los autores Abaffy, Galantai
y Spedicato {1}, por el algoritmo de Bittner [2] que pertenece al grupo de los métodos simpliciales
y por el algoritmo que se basa en la resolucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
expuesto en la publicacién de los autores Incerti, Parisi y Zirilli [3].

Los problemas que se han analizado en este trabajo son los siguientes:

- Sistemas de ecuaciones H que se presentan en el estudio de la transferencia radiativa y que
conduce a tener que resolver sistemas de ecuaciones no lineales de gran tamaifio [4].

- Sistemas de ecuaciones que provienen de la formulacién matematica de la combustién del
propano, y las que han sido sugeridos por Moré [5].

- Sistemas de ecuaciones con funciones trigonométricas.

Al respecto debe destacarse que el algoritmo de Newton no es aplicable si se pretende resolver
los problemas mencionados.

En cuanto a la ejecucidn de los célculos, éstos se realizaron en un computador HP-Apollo,
modelo 720, con doble precisién, utilizando el lenguaje de programacién Fortran. Los procesos
iterativos se detuvieron utilizando como criterio de detencién |]f|| < 1073, en que la norma es
la euclidiana.

DESCRIPCION DE LOS ALGORITMOS

A continuacion se describirdn brevemente, los fundamentos teéricos de los algoritmos menciona-
dos.

Algoritmo ABS
Este algoritmo [1] es una extensién del algoritmo propuesto por Abaffy, Galntai y Spedicato

para resolver sistemas de ecuaciones lineales. El algoritmo es de convergencia local con una
rapidez de convergencia super-lincal por cada iteracion mayor,
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El algoritmo consiste en lo siguiente:

Sea a resolver un sistema de ecuaciones no lineales dado por (1), cuyas componentes son de Ia
forma

filz)=0 , i=1,.,n 2)

y sea J(x) = f'(z) la matriz Jacobiana asociada que supondremos invertible en una vecindad

de la solucién aislada z* € IR" del sistema. Denotaremos por a7 () , i =1,...,n a los renglones

de la matriz jacobina.

Si 29 € R" es un vector suficientemente cerca de z*, los métodos no-lineales ABS correspon-
diente al paso de orden m, (m > 1) se definen del modo siguiente:

Sean yo = zm-1, Ho=1.
Se elige un vector parametro z; tal que,

Pk = H,?_lzk con pfak(yk._l) #0, para k=1,..,n 3)
Por otra parte se obtienen los valores yx por
vk = Yk—1 — fi(ye-1)Pe/(PF ar(yx-1)) (4)
y se elige un segundo vector pardmetro wy tal que
wi Hi—1ar(ys—1) # 0 (5)
con el que se evalia H; por
H = Hioy — Hiorom(ueos ol Hooa /(o] Hecax(ueo1)) (6)

si hacemos z,, = yn, se obtienen las soluciones del sistema de ecuaciones no lineales. Debe
observarse que el algoritmo descrito resuelve un sistema de ecuaciones lineales.

Algoritmo de Bittner

El algoritmo de Bittner (2] se clasifica entre los métodos simpliciales y consiste en una genera-
lizacién del método de la secante modificada.
Sea
f:DCR"-R"
una transformacion continua y D un conjunto convexo. Sean zj, 1, ..., zn vectores de D tal que

los valores correspondientes fo = f(zo) , fi = f(®1),..s fu = f(zy) constituyan los vértices de
un n-simplex cerrado y tal que contenga al origen.

El algoritmo para resolver el sistema (1) es el siguiente:

Para k = 0 se asignan los valores
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b=z, i=0,1,..,n (7)

y se calculan los pardmetros
k k
Ao = A, dn = A0

tales que se satisfagan las condiciones
n n
2A=1, o ufleh)=0 )
i=0 =0

con los valores obtenidos de los pardmetros se evalian los vectores

z"=§x.- =, f(z¥) 9

Si || f]l < € se detiene el proceso iterativo.

Si en cambio f(z*) # 0 se calculan los pardmetros a;, tal que se cumplen las condiciones
D=1, > aif(zh) = f(=*) (10)
i=0 =0
A continuacién se elige un ¢ = g de modo que
Ag . ’\i .
o = mm{;:/a. > 0} (11)

y se realizan las sustituciones
S ook | oGt (40 (12)

para finalmente sustituir k£ + 1 por k y volver a (8).

Algoritmo de Zirilli

El algoritmo estudiado por Zirilli {3] y otros autores pertenece al grupo que se basa en los
métodos llamados de las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden los que consisten
en resolver un sistema algebraico no lineal por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales
el que a su vez se resuelve por un método numérico.

Al sistema de ecuaciones (1) se le asocia una funcién F : R® - R" , definida por:
F(z) = If@)IIF = )_ fi(=z) (13)
i=1

Con la funcién F asi definida se construye el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias de segundo orden:
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2 T
w2 4 o) [a()! + (1 - aO) I ]) B < _vFGe) (4

en que:
& , g, son funciones reales y positivas, 0<a(t)<1,Vt>0

I es la matriz unidad de orden n, J(z) es la matriz Jacobiana y JT(z) es la transpuesta de la
Jacobiana.

La ecuacién (14) representa a la segunda ley de Newton de la Mecdnica Clasica (F = ma)
referida a una particula de masa u(t) la que se desplaza por la accién de la fuerza —VF(x)
correspondiente a un potencial F(z) y sometida a una fuerza de tipo disipativa,

9(BNa(t)] + (1 - a(t) T (I ) (15)

Si designamos por (t) a la solucién del problema inicial de Cauchy dado por (14), por z* a
la solucién del sistema de ecuaciones algebraicas (1) y si se satisfacen ciertas condiciones de
hipdtesis sefialadas en el trabajo de Salvadori [6], entonces se tiene que:

z(t) - z* cuando t— oo (16)

El sistema de ecuaciones diferenciales {14) se resuelve por un método de diferencias finitas que
satisfagan la propiedad de la A-estabilidad definida por Dahlquist [7].

RESULTADOS NUMERICOS
Los problemas que se indican a continuacién han sido resueltos por medio de los métodos
descritos anteriormente, en que los calculos se ejecutaron en un computador HP-Apollo, modelo
720, operando con doble precisién. Comeo criterio de detencién de los procesos iterativos se
utilizé || f|]| < 10~ en que la norma es la euclidiana.

Problema 1: Sistema de ecuaciones H
Este sistema de ecuaciones no lineales proviene de la discretizacién de las ecuaciones integrales
que intervienen en el estudio de la transferencia radiativa [4] y euya estructura es la siguiente:

n . .
zi + — wo+zwj%; =1, i=1.,n Qa7

€N que, Wy = W, = % ywj=h para j=12,....n—-1

Este problema ha sido resuelto para sistemas de ecuaciones para valores de n = 10,100, 500 y 700
ecuaciones. Como vector inicial se eligié a zg = [—0.01,...,—0.01]T en correspondencia del cual
el método de Newton diverge.
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En la tabal I, se indican los resultados obtenidos para n = 700.

Tabla I
Método NYIter | Tiempo CPU Errorx10~°
ABS dv dv dv
Bitiner 284 7:20:36.7 5.0601
Zirilly 26 20:17:36.9 4.6598

El tiempo CPU estd expresado en hrs: min: seg.
El valor exacto de la componente x7go del sistema es 0,799142702 ; el error que se indica en la
tabla corresponde a la expresién || f}] » 106,

Problema 2: Combustién del propano

El problema de la combustién del propano en presencia del aire corresponde a una situacién de
equilibrio quimico. Cada incégnita representa al numero de moles de un producto generado por
la combustién de cada mol de propano.

El modelo matematico que corresponde a la combustién del propano en el que se consideran
diez productos esta dado, de acuerdo a Meintjes y Morgan [8] y por Mordechai Shacham 91,
por las ecuaciones siguientes:

filg)=214+24-3=0

fo(x) =2z 4+ a2t ag+ 27+ 23 +29+220—R=0

fa(zg) =214+ 2z5+ 2+ 27 -8=0

fa(zx) =2r3 + 24 —4R =0

fs(z) = Kswpzy — x125 = 0

folz) = I\'G;r;ﬂxi/z - 11/23:6(})1/2 =0 s

frl@) = Kra)Pa" — 2l ar ()7 =0 "
s

fa(z) = Kezy ~ :1:4:£3(J]_—)) =0
folz) = Ifgl‘lw;/z - ﬂ’~'«;1353(&—.1)‘)1/2 =0

- )
flu(:lf) = 1\]0.’!? - .’nglu(i’-‘) =0
s

10 , . . .
con &, = ) . . x; , en que el pardmetro R expresa la cantidad relativa entre el aire v el com-
bustible; las constantes s, K, ..., K19 , corresponden a las constantes de equilibrio a 2200°K (8]

Dado que las variables z; representan cantidades de productos quimicos, éstas deberan ser solu-
ciones no-negativas, exigencias que también se requiere para evitar que la funcién raiz cuadrada
tenga argumentos negativos.

Resolver un sistema de esta naturaleza ofrece grandes dificultades, por lo que se ha optado en
este trabajo considerar la formulacién reducida del modelo de la combustién del pPropano coino
se indica en la publicacién preliminar de Averick, Carter y Moré [5). El sistema tiene la forma

siguiente:
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filz)=z129 42y - 305 =0

fa(x) = 2212 + 21 + 2Ry023 + 2o23 + Rrzyxs + Rozoiy + Rgzz ~ Rrs = 0

f3(2) = 22222 + Rrzazs + 2Rsal + Ryzy — 825 =0

fa(z) = Rozozy + 222 —4R25 =0

fs(z) = z132 + 21 + Rio7h + 2223 + Rizaas + Rozazy + Rezp + Rsal + Rgrs + 23 -1 =(0 )
19

De este modo el sistema (18) se ha reducido a uno de cinco ecuaciones con cinco incégnitas.
Esta reduccién es posible tomando en consideracién las caracteristicas de las ecuaciones que
rigen el equilibrio quimico.

Los valores de los coeficientes Rs, R, ..., Rio estdn dados por:

Rs =1.930-10"! ;i Re=2597-10"%.p~1/2
R; =3448.107%-p~Y/2 ; Ry =1.799-10"%.p"!
Ry = 2.155 . 10~4p~1/2 i Rip=23.846-10"%.p~!

p representa la presion expresada en atmésferas.
Para los valores R y p se han utilizado los valores siguientes: R = 10, p = 40 atmésferas:

El problema de la combustién del propano ha sido resuelto por los métodos ABS, de Bittner ¥
de Zirilli con los resultados que se indican en la Tabla II.

Tabla II
Método | N°Tter | Tiempo CPU [ Error+10~°
ABS 1800 4.9 29.7191
Bittner 45 0.0 0.0313562
Zirilli 2832 - 9.969

El sistema ha sido resuelto con diferentes vectores iniciales cuya eleccién depende del algoritino
utilizado.

El algoritmo de Zirilli sélo ha sido aplicable si la componente z; del vector inicial es un valor

cercano a 34. Los pardmetros utilizados han sido los siguientes: 1 = 0.8 ,9 = 1.4 ,a = 0.25 )
habiéndose considerado para el paso de integracién hk, el valor A = 0.01.

En la publicacién de Meintjes y Morgan (8] se encuentra la solucién obtenida por otros algoritmos
y cuyos fundamentos mateméticos son discutibles.

Problema 3: Sistema_con funciones trigonométricas

Ademas de los problemas anteriores se realizé un estudio de un sistema de ecuaciones con
funciones trigonométricas dado por:
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n
scnr;—Zcosz,a:l—n ,1=1,2,...,n (20)
ot
Este sistema sdlo ha sido posible ser resuelto para un niimero de ecuaciones n = 23, por el
método ABS, para n = 10 por el método de Bittner y n = 50 por el método de Zirilli.

En la Tabla III se indican los resultados obtenidos para un vector inicial zy = [% s Eren ¥k T
Tabla III
Método NO Tter Tiempo CPU Errorx10~¢
ABS 14 01 5.1357
Bitiner 9 0.0 9.3835
Zirilli 2083 1:13:22.9 0.0000

La solucién exacta del sistema trigonométrico es: =* = [0.0,...,0.0]7
En el caso del método de Zirilli los pardmetros utilizados han sido los siguientes: p =20,
g =9.2 ,a = 1.0, habiéndose considerado para el paso de integracién el valor h = 0.01.

CONCLUSIONES

- El método simplicial publicado por Bittner conduce a resultados satisfactorios, sin embargo
presenta el inconveniente de la determinacién de n-simplex. En general se concluye que este
algoritmo sdlo es aplicable para resolver sistemas de ecuaciones no lineales pequefios.

- El algoritmo ABS ha dado resultados satisfactorios para resolver el sistema de ecuaciones
de la combustién del propano. No presenta mayores ventajas para resolver los otros dos
problemas. Debe tenerse presente que es un algoritmo de tipo local.

- El algoritmo de los autores Incerti - Parisi - Zirilli sigue siendo un algoritmo de tipo global
conveniente, a pesar de las dificultades en la determinacién de los pardmetros u, g, a y de su
convergencia lenta. En ciertos casos sélo es utilizable como un método de tipo local como
sucede en la resolucidn del Problema 2.
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