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SIMULACION NUMERICA DEL COMPORTAMIENTO DE VIGAS

DE HORMIGON ARMADO CON SEMEJANZA GEOMETRICA

Juan C. Ramallo, Bibiana M. Luccioni, Sergio H. Oller, Rodolfo F. Danes;
Labarataria de t"!l/nict/lr<1S,Facllltad de Ciencias Exactas y Tecnalagia

Universidad Nacianal de T/lCllnuln. Av. Roca 1800. 4000 TlIcllmim. Argentina

En este trabajo se presentan resultados numcrieos de la respuesta de 4 vigas de hormigon armado (H"AO) de
seecion rectangular con semejanza geometrica completa y una relacion de tamaiios 1:2:3:4 ensayadas a flexion
en el Laboratorio de Estructuras de la Universidad Nacional de Tucuman (UNT). Para ello se utiliza un
programa de elementos finitos (EF) pianos no lineal. EI comportamiento del homligon se simula mediante el
Madelo de Daflo Pldstico Modificado (MDPM) que tiene en cuenta las caracteristicas mecanicas mas
salientes de los geomateriales y en particular del hormigon.

Luego de una breve presentacion del MlJPM, se describe el programa de EF utilizado y su aplicacion a la
serie de vigas de H"N. Finalmente se analizan y comparan los resultados numericos con los obtenidos
experimentalmente mostrando que el modelo reproduce adecuadamente el comportanliento de los elementos
cnsayados, indcpendientemente del tamailo de la pieza.

In this paper, the numerical results about the behavior of 4 reinforced concrete rectangular beams with
complete geometric similarity and size ratio I :2:3:4 tested in bending at the Laboratory of Structures of the
National University of Tucuman (UNT) are presented. A plane non-linear finite elemcnt (FE) program is used.
The behavior of the concrete is simulated using the Plastic Damage Modified Model (MDPM) that takes into
account the most outstanding mcchanics features of gcomaterials, specially for concrete.

Following a brief description of the MDPM model, the FE program and its applications to the RC beams are
described. Finally, the numerical results are analyzcd and compared with those experimentally obtained
showing that the model adequately reflects the behavior of the tested models in spitc of their sizes.

EI analisis de la falla progresiva de estructuras dc HON y pretensado (PO) bajo cargas estilticas y dimimicas exige no
5610 un adecuado conocimicnto y evaluacion de todas las solieitaciones actuantes, sino tambien una adecuada
cleccion del proccdimiento de calculo y del modelo para simular el comportamiento de 105 materiales.

Actualmentc existen muchos progranlas de EF para anitlisis de estructuras de H"A° y Po bajo diversos estados de
carga cuya mayor limitacion estit genera:.ncntc en la utilizacion de modelos constitutivos inadecuados para simular el
comportamiento de 105 materiales.

En este trabajo se presenta la aplicaci6n del MDPM en un programa de EF pianos para la simulacion numerica dcl
comportamiento de 4 vigas de H"N sin cstribos cnsayadas a flexion combinada con corte en el Laboratorio dc
Estructuras dc la UNT [I].



Description General del Modelo

EI MDPM [2-5] es un modelo constitutivo dasto-plastico obtenido a partir del Mode/o de Dano P/dstico [2-5] que
pemlite simular el comport.'UTliento multiaxial del hormigon. Difiere de la version original en la fonna de definir la
variable de endurecimiento phlstico y la evolucion de la cohesion del material.

EI MDPM surge de la extension y reinterpretacion de las variables fundamentales de la tcoria de plasticidad c1asica,
para poder formular el comportamiento de materiales friccionales. A eontinuacion se presentan las ccuaciol1es
fundamentales que gobieman el problema.

I. Un eriterio de flueneia plastiea definido por una expresion del tipo:

donde 0' es el tensor de tension y c cs Ia cohesion.

2. Una deseomposieion del vector de deformacion total Cen una parte elastica If! yen una parte .pl<istica 8':

donde Ds es el tensor de rigidez elastica seeante.

3. Una regIa de flujo plastiea no asociada que proporeiona la evolueion de la deformacion plastica mediante la
siguiente ecuacion:

donde ). es un parametro de consistencia plastica y G( O',c) es una funcion de potencial plastico.

4. Una funcion de evolucion de la variable de dano plastico, que reemplaza a la variable de endurecimiento
plasrico isotropo de la teoria de plasticidad c1asica:

donde x:P es la variable de daiio plastieo y h,. =( 0', lCP ,c) es el Yeetor de estado.

5. Una ecuaci6n de evolucion de la cohesion, definida como:

._.;[ ( P ),X(O"C)]_h( P ) .• p
C-II. he O',lC ,C '-a;- - e O',lC ,C.&

donde h.(o. lCP, c) es una funcion de estado escalar

Finalmente, de las 5 ecuaciones anteriores mas la condicion de consistencia plastica de Prager (j, =0), se obtiene la
relaci6n constitutiva incremental tangente.



Variable de Dailo Plistico - DefinicilJn

Los materiales cohesivo-friccionalcs como el hormigon presentan deformaciones i1ltimas muy distintas y disipan
distinta energia segiln el proceso de carga a que son sometidos. Por ejemplo, el hormigon disipa de 100 a 150 veces
mils energia en un proceso de compresion uniaxial que en uno de traccion uniaxial. Lo expuesto, hace nccesario
formular una variable de endurecimiento phistico isotropo objetiva, denominada variable de dailo pltis/ico, que este
relacionada con la energia disipada y con el tipo de carga.

En el MDPM se propone la siguientc definicion de la variable de dailo plilstico para casos multiaxiales de tension
que constituye una normalizacion a la unidad de la energia disipada phisticamcnte:

ie' ={r(a) .J, +[J-r(a)].Jp}a:ii'
gr gc

donde g~ y gS son las nl<lximas energias especificas a traccion y compresion respectivamente, ponderadas de
acuerdo con el cstado tensional del punto como siguc:

J.I/O, I
M=gr~;

°T\I" }

La diferencia fundamental con la definicion original [2-5] estil en la forma de defmir g{ y g~ .

Para lograr objetividad en la respuesta, se define la energia especifica inelilstica como:

donde GP es la maxima energla a disipar por unidad de area daFlada (considerada por hipiltesis como una
propiedad del material e igual a la energia de fractura G( para un proceso de traccion simple y a la energia de
aplastamiento GC para un proceso de compresion simple). l! puede considerarse un panimetro geometrico, la
longitud caracterlstica, que debe ser una medida del ancho de la zona dailada 0 banda de localizacion de
deformaciones.

Resulta asi una variable objetiva respecto a los 2 procesos desarrollados ya que en ambos casos: 0 5K p 51 (KP = 0
cuando no hay daDOy KP = I cuando el daDOes total) aunque las energias disipadas sean distintas.

CohesilJn

En este trabajo, se propane una forma de definir la cohesion consistente en una funcion explicita en KP, pero
dependiente del estado termodiniunico en cada instante (0) de IIIsiglliente manefil:



donde R 0 =cr~/cr~ es la relacion inicial que hay entre la resistencia uniaxial a compresion y traccion, Cc(KP)ye,.(KP)
representan la evolucion de la cohesion durante un ensayo experimental uniaxial de eompresion y traccion simple
respectivamente, y :x: es un factor de escala entre la cohesion y la resistencia uniaxial de compresion.

Criterio de Fluencia Plastico

La funcion de flueneia que se presenta a continuaeion [2-4) intenta reproducir el comportamiento del hormigon
dentro del dominio de trabajo al que normalmente se somete al mismo y tiene la forma que se muestra en Figura I y
puede representarse mediante la siguiente eeuacion:

donde (1, 13 y y son constantes adimensionales que determinan la forma de la supcrficie de flucncia, '12 es eI 2do.
invariante del tensor dcsviador de tensiones y I, cs el Ier. invariante del tensor de tensiones.

a) Segun Meridianos de Traeeion
y Compresi6n Ma:<ima

b) Segun el Plano
0,-0,. 0,=0

c) Segu.n el Plano Octaedrico
cr~t=-1.8

EI parametro (1 es.el encargado de regular la relacion entre la resistencia a comprcsi6n uniaxial ~ y la rcsistencia

equibia.xial 0"0 (Figura I b). SegUn los resultados de cstudios e.xperimentales, para el hormigon, cr~b/cr~ oscila
entre 1.10 Y 1.16, para 10cual se obtienen valores de comprendidos entre 0.08 Y0.1212.

EI parametro 13 es el encargado de regular la relacion entre rcsistencias uniaxiales de compresion y de traeci6n
cuando y resulta. SegUn resultados e.xperimentales del cornportamiento del horrnig6n RO vale en el orden de 10, que,
junto con (1= 0.1212, conduce a valores de 13 del orden de 7.66.

EI parametro y sOlo aparece en compresion triuial y cs el encargado de regular la relacion de radios octaedricos

mhimos a tracci6n y compresi6n (Figura 1 c). SegUn ensayos experimentalcs realizados en el hormigon r:;'"" es
practicamente coostante e igual a 0.65, para 10cual se obtiene y = 3.5.

Criterio de Potencial Plastico

La definicion de la funcion de potencial pllistico establece indirectamente la magnitud de la dilatancia que se
producira en el sOlido ideal que se modeliza. En el modelo de dai'io phistico se utiliza la supcrficie de fluencia de
Mohr Coulomb modificada con un angulo de friecion intema igual al de dilatancia.



Post-Proceso de Resultados

Si bien en eI espaeio de tensiones eada punto del s,":ido exhibe un comportamiento isotropieo, en eI espacio de
defommciones plasticas puede int,'rpretarse cierta direceionalidad del dano, relacionada con la defonnacion phistica.

Se considera que eI dario cn un punto del espacio discreto eomienza cuando kP > 0 Y que su direccion local queda
definida por la componente nomlal a la direccion principal mayor del tensor dc defom13cion plastica.

FI progr3m3 don de se impkll1cnto eI MlJPM para la solucion de problemas c1asto-plastieos pianos mediante eI
Il1dodo de los EF esta escrito en Icnguaje FORTRAN. La version para PC esta compilada con el programa MS
FORTRAN 5.1 16] y puedc correrse en una PC IBM 0 compatible con sistema operativo DOS y al menos 4Mb de
RAM. La version para workstation fue compilada con el prograll1a SPARCompiler-Fortran 2.01 FCS 171 y opera en
una SUN SPARC Station 1030 con sistema operativo SunOS™ 4.1.3 [8]. Esta version no tiene Iimitaciones en
cuanto alas dimensiones dd problema a tratar.

Tipo de Problemas y de Elementos Finitos Disponibles

EI programa puede tratar problemas de tension y defonnaeion plana, axil simetria, estrueturas de barras de
Timoshenko y estructuras foonadas por barras articuladas 0 la combinaeion de elementos de ellaJquiera d'J los tipos
mencionados. EI programa utiliza EF cuadrilateros de 4, 8 y 9 nodos, uniaxiales de Timoshellko con 2 y 3 nodos, y
uniaxiales de barras COli2 Y 3 lIodos. Para integrar la rigidez puede usarse cuadratura de Gauss, Lobato 0 Nc\\ton
Cores.

Control de la Respuesta [91

Para la resolucion del sistema no lineal el programa dispone del metoda de Ne\\ton-Raphson, el. metodo de
Newton-Raphson modificado utilizando rigidez inicial, a algoritmos combinadas. Se plleden utilizar tambicn metodos
de control de respuesta del tipo arc-length can las sigllientes variantes: plano nonnal, plano normal modifieado,
camino esferico, control indirecto de dcsplazamientos. La solucion del sistema de ecuaeiones lineales se realiza
mediante la tecnica frontal [10, II].

Tipos de Cllrgn

EI programa I'Jnnite aplicar cargas concentradas, distribuidas 0 dc tipo gravitatorio. Adel11as contcmpla Ia
posibilidad de introdllc.ir dcfonnacioncs relativas iniciales para simular, por ejemplo, el cfccto del pretensado.

Materiales

En Iineas generales cl modelo constitutivo del material de cada elemento pucde ser: elastico lineal 0 elastoplastieo. En
caso de un material elastoplastico, cl modelo constitutivo tiene la estructura del modelo de dano plastico, en cuanto a
la foona en que evolucionan sus variables intemas. Permite tambien variar las funcioncs de flllencia y potencial y
otros parametros para poder simular materiales con comportamientos marcadamente distintos, desde un Acero hasta
un honnigon.

En los materiales elastoplastieos sc puede utilizar cualquiera de los siguientes criterios de flueneia: Tresca, Yon
Miscs, Mohr Coulomb, Druckcr Prager circunscripta, Mohr Coulomb modificado, Lubliner-Ollcr [2-4]. Cualquiera
de cstos criterios puede scr usado tambicn como criterio de potencial.

Para integrar Ia ecuacion constitutiva se puede IIsar cualquiera de los siguientes algoritmos [9]: integraci6n explicita
o avance directo [12], retomo mapcado, Euler-Backward. Este illtimo algoritmo cs especialmente adecuado para el
tratamicnto diredo de los problemas de tcnsion plana.



Descripci6n General de 105 Ensayos

Se presentan los resultados obtenidos con el MDPM y el programa deseripto al simular cI comportamiento de 4 vigas
de H"AD sin estribos ensayadas a flexion eombinada con corte en el Laboratorio de Estrueturas de la UNT [IJ.

La serie de vigas ensayadas es similar ala serie de ensayos D realizada por Leonhardt y Walter en 1961 [13J. Se
trata de una serie de 4 vigas de If'A" de seeeion rectangular euyas dimensiones y earaeteristieas se indican en
Figura 2 y Tabla I, respeetivamente. Las vigas guardan semejanza geometriea eompleta con una relaeion de tamanos
1:2:3:4 y tienen la misma euantia de armadura longitudinal.
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Las vigas estaban simplemente apoyadas cerea de sus extremos. Se dispuso estribos en los extremos de las vigas,
mas alia de los puntos de apoyo, para evitar la formaci6n de fisuras no deseadas.

La carga se aplie6 en 2 Pllntos situados simet.ricamcnte a ambos lados de la secci6n central y se utilizo para clio
placas de aeero fijadas con rexina epoxi sobre la eara superior de la viga. Se realizaron de 5 a 7 etapas de earga
incremental con mantenimiento durante el mapeo del cuadro de fisuraci6n.

Tabla I: Caracteristicas de las vigas ensayadas

Viga L a.. h b F. ~ f. Po.. p.
Imml Imml Imml Imml 1%1 IMPa1 IKNI [1<.-;\

1 520 210 70 50 24>6 1.60 37.3 4.67 13.8
2 1040 420 140 100 24>12 1.61 37.3 11.4 52.5
3 1560 630 210 150 24>16 1.63 37.3 22.9 93.1

+ 14>20
4 2080 840 280 200 34>20 1.68 37.3 38.0 147.5

Se instrumcntaron las secciones de apoyo, bajo las cargas y central realizando la adquisici6n de datos en forma
automatica mediante dispositivos electr6nicos.



Descripci6n General

En Figura 3 se ha representado la malla de EF y las condiciones de apoyo utilizada en la viga I (las correspondientes
a las restanles vigas eran semejanles). Se emplearon EF pianos isopanimetricos de 8 nodos y 3x3 puntos de
integracion para el hormigon, y elementos de barras articuladas para la armadura longitudinal.
En Tabla II se han resumido las propiedades mecanicas utilizadas para los materiales.

ELEMENTOS QUE REPRESENTAN
LA ARMADURA

f
'·2S
1.25

1.25

1.25
1.00
1.00
1.00

--------i----t----~---~----+----~---i---~---- ---------~----+----~---~----+----~---~---~--I I I I I I I I-- ---------'----T----r---'----T----r---'---r--___________ J ~ L J ~ L J L __
I lIt I I I I- ----------'----T----r---'----T----r---'---r--

En todos los casos se trabajO con control de desplazamientos en el punta de aplicacion de la carga y se utilizo el
metodo de Euler-Backward para integrar la ecuacion constitutiva.

Hormig6n Acero

Eo = 20000 MPa Criterio de f1uencia Eo = 220000 MPa Criterio de f1uencia
de Lubliner-Oller de Von Mises

va = 0.2 Flujo asociado v. = 0.3 Flujo asociado
0eo = 28 MPa Gf= 0.08 N/mm Viga o~o = OTO crl"Pico = o.;ico

0epico= 37 MPa Go = 8.00 N/mm 1 400MPa ?20MPa
ora = 2.8 MPa ~pioo= 0.38 2 460MPa 714 MPa

3 484 MPa 705 MPa
4 458MPa 765 MPa

Analisis de los Resultados

En Figura 4 se han representado los diagramas carga-jIecha en la seccion central obtenidos para las vigas
ensayadas. Puede verse que las curvas numericas se aproximan bastante a las experimentales en el' caso de las vigas
1 y 4. Para las vigas 2 y 3, 10s resultados experimentales muestran deformaciones mayores a las numericas; esto
puede atribuirse a efectos no Ceplanares detectados durante los ensayos (sobre todo en el caso de estas 2 vigas) que
no pueden ser tenidos en cuenta en un analisis plano.

Debe notarse tambien que los resultados experimentales presentan escalones en los que la deformaci6n crece sin
aumento de carga. Los mismos corresponden a las detenciones de la carga para marcar el cuadra de fisuraci6n. AI
recomenzar la carga. las vigas se comportaron como si fueran mas rlgidas. Este tipo de efecto no es tenido en cuenta
por el modelo constitutivo presentado ya que ha sido desarrollado para cargas instantaneas. A pesar de ello, la
respuesta numerica tiende a coincidir con la envolvente experimental.
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Figura 4: Diagramas carga-flecha en la secci6n central
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Figura 5: Diagramas carga-deforrnaci6n especifica del hormig6n



En Figura 5 se han representado deformaciones especlficas en el hormigon vs. carga aplicada. Los resultados
experimentales eorresponden a deformaeioncs medidas con extens6metros eh:ctricos adheridos a la cara superior de
la viga, en la secci6n central, en las direceiones longitudinal y transversal. Los resultados numericos corresponden al
punto de Gauss mas cercano. En todos los casos se observa que, si bien la tendencia es la misma, la difereneia entre
los resultados experimcntales y numericos es mayor que en el easo de las flechas. Esto pucde deberse a que, en
primer lugar, los puntos de mcdiei6n no son coincidentcs; en segundo lugar, el metodo de EF es una aproximaei6n y
por. tanto los resultados correspondcn al promedio de una zona y no a 10 que pasa exactamente en el punto; y en
tercer lugar, 10s resultados experimentales pucden cstar influenciados por las placas de acero utilizadas para la
transmisi6n de las eargas ya que los puntos de mcdiei6n se eneontraban muy pr6ximos a ellas.

En Figura 6 se han representado los cuadros de fisuraei6n obtenidos para las 4 vigas. Pucde verse que guardan eierta
semejanza entre si. Se distinguen las fisuras inieialcs verticalcs ubieadas en la parte inferior de la secci6n central.
Luego estas fisuras se extienden hacia los extremos y van formandose fisuras inclinadas. Recien en ese momento se
nota la no linealidad en las curvas de respuesta de Figura 4 y 5. Finalmcnte se forman fisuras horizontales en la parte
superior de la secci6n ccntral debido a la fucrte eompresi6n presente en esa zona.
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Figura 6: Cuadros de fisuraci6n

En el caso de las vigas 2, 3 Y 4, la rotura numerica cs de tipo fnigil debido a la rotura del hormig6n. En el caso de la
viga I, los resultados numericos muestran la entrada en fluencia de la armadura longitudinal con 10 cual la viga se
deforma sin incremento de carga mostrando un cierto ablandamiento. En todos los casos la carga maxima que pucde
alcanzarse numericamente es muy cercana a la carga de rotura registrada experimental mente (ver Tabla Ill).

Viga pup. P num.. Puelp-/punum.
u u

IKNI IKNl

\ 13.8 14.0 1.0\
2 52.5 51.4 0.98
3 93.1 99.7 1.08
4 \47.5 148.2 1.00



El modelo presentado contempla gran parte de losaspectos mas importantes que caracterizan el comportamiento
inelastico del hormigon, tales como la respuesta diferenciada para cada proceso de tension-defonnacion multiaxial y
la combinacion de fenomenos de fisuracion con aplastamiento a traves de un tratamiento unificado. EI uso de una
fonnulacion plastica localmente is6tropa, combinada con el concepto de localizaci6n del dailo, da lugar a un
comportamiento global mente anisotropo. Por otro lado, el modele presenta objetividad de la respuesta respecto al
tamailo de la zona de localizacion del dailo.

El programa de EF pianos puesto a punto pennite simular adecuadamente el comportamiento de las vigas de H" AO
independientemente del tamano de la pieza estudiada.

En conjunto, la respuesta numerica da una aproximacion razonable al comportamiento experimental mediante tramos
practicamente rectos. La degradacion de rigidez en el modele del honnigon pennitiria obtener una respuesta con
cambios mas suaves.
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