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Se presenta en este trabajo un modelo constitutivo que aoopla la plasticidad y el daiio. EI modelo es
termodinfunicacamente consistente y surge de una generalizaeion de la teorla clasica de plasticidad y de la
teoria de daiio isotropo de Kacbanov. EI acoplamiento entre la plasticidad y el daiio se logra mediante la
solucion simultanea de los problemas plastico y de daiio. Despues de una descripci6n del modelo, se presenta
un algoritmo nurnerico para Ia integracion de las ecuaciones constitutivas resultantes. Se trata de un a1goritmo
de tipo Euler-Backward que resulta particularmente apropiado para la solucion de problemas no lineales de
tension plana con programas de elementos finitos 2D. Se deriva adem8s la matriz de rigidez consistente
correspondiente. EI trabajo se completa con algunos ejemplos de aplicacion que muestran que el modelo
propuesto reproduce ajustadamente el comportamiento de materiales elasto-pl8stico-degradables.

A constitutive model that couples plasticity and damage is presented. The model is thermodynamically
consistent and comes from a generalization of classical plasticity theory and isotropic damage theory of
Kachanov. Coupling between plasticity and damage is achieved through a simultaneous solution of the plastic
and the damage problem. After a description of the model, a numerical algorithm for the integration of the
resulting constitutive equations is presented. It is an Euler Backward type of algorithm that is particularly
suitable to solve plain stress non linear problems with a 2D finite element program. The consistent stiffness
matrix is also derived. The paper is completed with some application examples that show that the model
presented accurately reproduces the behaviour of elastic-plastic-damaged materials.

La mayor parte de los materiales, en particular los geomateriales, presentan un comportamiento no lineal
acompailado de defonnaciones permanentes y degradacion de rigidez cuando son sometidos a fuerzas mec8nicas.

En los geomateriales las deformaciones permanentes son causadas por la microfisuraci6n. La teorla de plasticidad
puede ser usada como un marco matenui.tico para tratar el problema de defocmaciones permanentes si se asimilan las
mismas a deformaciones plasticas [I].

EI daiio 0 la degradaciOn derigidez esta asociado a la iniciaciOn, crecimiento e interconecci6n de microflSuras y
microporos. Se ban propuesloun gran mimero de enfoques para simular este fen6meno, ver [2,3]. Entre ellos, la
meeanica de dailo continuo ha sido introducida y utilizada ampliamente para simular Ia degradaciOn progresiva de
las propiedades meeanicas de los materiales antes de la iniciaci6n de la macrofisuraci6n. Kacbanov [4] fue el primero
en introducir el concepto de tension efectivo para modelar ruptura por creep. Mas tarde, la mec8nica del daiio
continuo fue extendida para simular fatiga, creep, interacei6n creep-fatiga y dailo dilctil-plmico. Recientemente ha
sido aplicada a materiales frigiles como hormig6n 0 rocas.

Las meeanica del dai\Q continuo esta bwda en la termodinlmica de 10$ procesos irreversibles. Para modelar cl dafio
isOtropo se necesita una i1nica variable escalar mientras que para modelar la anisotropia del dailo son necesarias



variables tensoriales. Por simplicidad, eficiencia y adaptacion a difcrentes aplicaciones practicas, las formulaciones
isotropas son ampliamente usadas [2].

Existe cierta evidencia experimental de que el daiio em ligado a las deformaciones plasticas [2]. Los mecanismos de
interaccion entre el daiio y la plasticidad son de naturaleza complicada y no puedcn ser modelados mediante un solo
enfoque fenomenologico. Se sabe muy poco sobre los efectos de la temperatura, velocidad de deformacion,
localizacion 0 microestructura en estas interacciones. Algunos autores han realizado un gran esfuerzo para lograr
reproducir el acoplamiento entre los procesos plasticos y de daiio. Ju [2] propuso un modelo elastoplastico-
degradable isotropo basado en conceptos energCticos que es capaz de reproducir la respuesta elastica no lineal y el
proceso plastico general. EI modelo puede reproducir degradacion tanto en las respuestas elasticas como plasticas.
Este enfoque fue luego extendido para desarrollar un modelo anisotropo de cuarto orden para materiales fuigiles.
Voyiadjis [3] presento un modelo acoplado de meeamca de dano continuo y plasticidad finita (con pequenas
deformacioncs elasticas). Derivo una representacion matricial explicita para el tensor de daiio para un estado general
de daiio y deformacion. Edlun [5] presento un modelo acoplado dc daiio y plasticidad para adhesivos de tipo goma.
Se trata de un modelo fenomenol6gico derivado a partir de un marco matematico basado en consideraciones
termodimimicas donde los procesos rnicromecanicos son tenidos en cuenta a traves de un conjunto de variables
intemas.

EI modelo que se presenta en este trabajo es termodinamicamente consistente y surge de una generalizacion de la
teoria de plasticidad c1asica y de la teoria de daiio isotropo. EI acoplarniento entre el daiio y las deformaciones
permanentes se logra mediante la solucion simuItanea de ambos problemas [6]. De esta forma, se asegura una
correcta disipacion de energia.

EI modelo constitutivo propuesto esta basado en la hip6tesis de elasticidad desacoplada £7]. De acuerdo a esta
hipotesis, la energia libre total 'F puede suponerse fonnada por dos partes independientes: una parte elastica 'P' y
una parte plastica 'fA', correspondientes a los procesos elastico y plastico respectivamente:

Donde 6ij es el tensor de deformacion elastica yay P representan grupos de variables intemas plasticas y no

plasticas respectivamente.

Para pequeiias deformaciones y problemas termicamente estables, la parte elastica de la energia libre puede
escribirse como una funcion cuadratica como sigue [8]:

donde m. es la densidad del material y C;Jd(P) el tensor constitutivo secantc afectado por la evolucion de las

variables intemas no plasticas que puede ser escrito como [8]:

Donde C~ cs el tensor constitutivo secante inicial del material virgen yf(fJ) una funcion de transformacion tensorial

de un espacio no daiiado equivalente aI espacio daiiado real. La forma mas simple para esta funcian de
transformacion es aquella coincidente con la teoria de daiio isbtropo de Kachanov (4).



{
d = 0 para el material virgen
d = 1para el material completamente da1lado
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EI proceso phistico se describe a traves de una generalizaei6n de la teoria de plasticidad chisica que tiene en euenta
algunos aspectos fundamentales del comportamiento de los geomateriales.

donde f(uy} es la tensiOn equivalente definida en el espaeio de tensiones dailadas,K es el umbral de flueneia

equivalente y ak un conjunto de variables intemas plasticas definido, por ejemplo, comoak ={ ~; '1';K} ,
donde ~ es la variable de da1l0plaslico [I] Y rp el lingulo de fricci6n intema.

La evoluei6n de las deformaciones plasticas ~ y de las variables intemas pl3sticas se define a traves de las

siguientes reglas de flujo:

at = .lHdu,,;a ••} =.l (ht) .. iG(u,.,,;a,J (10)
• , v OI::T,

donde A es el pllrametro de consistencia plastica, G la funcion de potencial y (hk), un tensor a definir para calla
una de las variables intemas [J].



La variable de dalio plastico K" se obtiene normalizando la energia disipada pllisticamente a la unidad [6] y varia
desde 0, para el material virgen, hasta I cuando se disipa la maxima energia plasticamente.

'J [r (l-rJ] .
Ie = gl + g;P uij eIj

3 J J

lJul)
~ [ul + lUll] ,

LJull ROP LJuil
donde: r .i.:::.L-

( UI)
'P ;=/

gJ
'P jz:J p (12)J gf

I
gc -I-gc,

LJull
;=1

Ui son las tensiones principales, JrP es la relacion entre eI umbral de fluencia en compresion uniaxial y el

correspondiente a traccion uniaxial, gi y gf son las milximas densidades de energia disipadas pllisticamente en

procesos de traccion y compresion uniaxial respectivamente. En el caso de un proceso mecin.ico sin degradacion de
rigidez, pucden evaluarse como sigue:

dondc Gr y Ge son las energias de fractura y aplastamiento respectivamente y Ie es un panimetro extemo que
depende de la longitud caracteristica de la malla de elementos finitos y que se introduce para lograr objetividad de la
respuesta respecto del tamalio de la malla [9].

donde ul (1(P) Y uJ K") representan la evolucion de los umbrales de f1uencia en traccion y compresion uniaxial
respectivamente.

Las condiciones de cargaldcscarga se derivan de las relaciones de Kuhn-Tucker formuladas para problemas con
restricciones unilaterales:

j
a) i = 0

b) F S 0
c) Jl. F = 0



La tension equivalente a(O'ij) puede evaluarse usando cualquiera de las funciones de flueneia conocidas (Tresca,

Von-Mises, Mohr-Coulomb 0 Drucker-Prager) 0 cualquier otra funcion especialmente desarrollada para daiio.

donde 0', (HI) y O'c(HI) representan la evolucion de los umbrales de daDo en ensayos de traccion y compresion

uniaxial respectivamente y 11' es la variable de degradacion de rigidez que varia desde 0, para el material virgen
hasta I, para el material completamente daDado y se obtiene normalizando a la unidad la energia disipada por dailo
[6):

ff'" es la relacion entre el umbral de dailo en compresion uniaxial y el correspondiente a traeeion uniaxial y gJ y

g; son las maximas densidades de energia disipadas por dailo en traccion y compresion uniaxial respeetivamente.

Las condiciones de cargaldescarga se derivan de las relaciones de Khun-Tucker y resultan anillogas a las
correspondientes at proceso plastico:

j
O) d = 0

b) GD 50
c) d GD = 0

La evolueion de las deformaciones pennanentes y del daDo se obtiene de la solucion simultinea de las denominadas

condiciones de consisfencia del problema [6) que constitutyen dos eeuaeiones lineales en A y d:



La eapacidad de un modelo constitutivo para predecir la respuesta de un solido depende, no solo del modelo mismo,
sino tambien de la integracion numcriea del modelo. La precision con que se integran las ecuaciones constitutivas
tiene un impacto directo en la exactitud de 105resultados [10] [11].

En el modelo propuesto las ecuaciones plasticas y de dailo deben ser integradas simultaneamente. En 10 que sigue se
presenta un algoritmo de tipo Euler-Backward [6][12][13] desarrollado con ese proposito. La solucion de problemas
de tension plana con este tipo de metodo es directa. Entre dos configuraciones de equilibrio n-] y n las variables del
problema se actualizan como sigue:

(t{)n =(efj)n-I +L1 ..l.(~ G) (a)n =(a)n-J +L1 ..l.(H;)n
Y n

dn =dn-J +L1 dn (uij)n =(l-dn)Clj'kl[(Ekl)n -(Efl)n]

Reemplazando estas ecuaciones en las ecuaciones (8) y (16), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones no
lineales:

jW(L1 ..l.n,L1dn)~~U;J)n;(.ak)J=:

JF(L1 ..l.n,L1dnJ-G ((Uij)n.(~)n)-O

Este sistema puede resolverse, por ejemplo, mediante el metodod de Newton Raphson method. EI algoritmo se
esquematiza en la Tabla I.



2) Actualizacion de la deformacion plt:islica: (6/j)~ = (6/j)n_J +LI x,,( iJ G )k-J
&r lj n

3) Actualizacion de la variable de dano: d~ =dn_J +LI d~

4) Actualizacion de la tension no danada: (cf,jJ~=Cijk/[(6k/)n -(4/1.]
5) Acualizacion ck la tension danada. (CT;j)~ =(l-~}(oij)~

6) Actualizacion del resto de las variables internas: (a;)~ = (a;)n_J +LI x,,(H;):

7) Condiciones de fluencia y dano: Si (HPt ::; 0 y (Hdt ::; 0 vaya a (/3)
n n

8) Si (wt ;? 0 vaya a (/0)
n

9)(iJW/iJLl4=0 vayaa (/2)
n

10) Si (Hdt ~ 0 vaya a (/2)
n

J J) (iJ Hd/iJ LI ;.Y =0
n

Algunas publicaciones recientes [13],[14] seilalan la ventaja de utilizar una matriz de rigidez consistente cuando sc
resuelve problemas elastoplasticos. Ha sido probado que la tasa de convergencia cuadritica de una solucion
incremental basada en el metodo de Newton Raphson solo pucde asegurarsc si el mOdulo tangentc se deriva de una
manera consistente con e1 algoritmo de integracion.

En 10que sigue se deriva e1 mOdulo tangente consistentc correspondiente al modclo de plastico-dailado y el algoritmo
de integraci6n IlrOlluesto.



En este cjemplo se cstudia el comportamiento del hormig6n bajo comprcsi6n biaxial (15). EI hormig6n fue mOdc1ado
como un material elastophistico-daiiado con las propiedades mecanicas que sc han rcsumido en la Tabla II. La mall a
dc elementos finitos y las condiciones de carga han sido resprcscntadas en la Figura I. EI problema fuc resuclto
mediante un programa de elementos finitos 2D yel algoritmo previamentc descriptos. Se utilize. un mOdulo tangente
consistente siendo ncccsarias solo dos iteraciones para cada escal6n de carga.

Las curvas tensi6n-deformaci6n corrcspondientes al plano de carga y a la direeci6n normal al plano han sido
respresentadas cnla Figura I. Puedc verse un huen ajuste entre los rcsultados numericos y expcrimemalcs.

Este ejemplo fue usado para probar la abilidad del mOdelo y del algoritmo propuesto para reprOducir cI
comportamiento ciclico de un material elasto-plastico-dailado como eI hormig6n. Se estudi6 cI romportamiento del
hormig6n bajo compresi6n uniaxial ciclica [18). En la Fig.2 se representan la malla de elementos finitos y las
condiciones de carga. EI hormig6n fue mOdclado como un material elasto-plastico-dailado cen las caracteristicas
mccanicas que se han rcsumido cn la Tabla III.



modelo reproduce ajustadamente el comportamiento de homlig6n. Las ramas de descarga tiene pnieticamente el
mismo mOdulo promedio. Obviamente, el modelo es incapaz de rcproducir los lazos de histcrcsis que aparecen en los
resultados experimenlales ya que se supuso que la descarga era ehistica.
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EI modelo constitutivo presentado resue1ve simultfu1eamente los problemas de evoluci6n de deformaciones
permanentes y degradaci6n de rigidez. En cadaescal6n de carga se satisfaccn simultfu1camente las condiciones de
consistencia plastica y de dano. De esta manera, utilizando variables de endurecimiento relacionadas con la energia
disipada en ambos procesos, se puede lograr que la energia total disipada sea la correcta.

EI modelo es simple y presenta una analogia total con otros modelos e1asto-plasticos utilizados para reproducir el
comportamiento de materiales friccionales.

EI algoritmo presentado para la implementaci6n numerica del modelo es una generalizaci6n de los algoritmos de tipo
Euler Backward, comunmente utilizados en plasticidad, al caso de plasticidad acoplada con dano. Es particularmente
apropiado para la soluci6n de problemas de tensiones planas. EI mOdulo tangente consistente desarrollado preserva la
tasa de eonvergencia cuadnitica del metoda de Ne\\ton Raphson.
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