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RESUMEN

Se presenta en este trabajo un modelo constitutivo que acopla la plasticidad y el dafio. E! modelo es
termodindmicacamente consistente y surge de una generalizacion de la teoria clasica de plasticidad y de Ia
teoria de dafio isétropo de Kachanov. El acoplamicnto entre la plasticidad y el dafio se logra mediante la
solucion simultinea de los problemas plastico y de dafio. Después de una descripcion del modelo, se presenta
un algoritmo numérico para la integracion de las ecuaciones constitutivas resultantes. Se trata de un algoritmo
de tipo Euler-Backward que resuita particularmente apropiado para la solucién de problemas no lineales de
tensién plana con programas de elementos finitos 2D. Se deriva ademas la matriz de rigidez consistente
correspondiente. El trabajo se completa con algunos ejemplos de aplicacién que muestran que €l modelo
propuesto reproduce ajustadamente el comportamiento de materiales elasto-plastico-degradables.

ABSTRACT

A constitutive model that couples plasticity and damage is presented. The model is thermodynamically
consistent and comes from a generalization of classical plasticity theory and isotropic damage theory of
Kachanov. Coupling between plasticity and damage is achieved through a simultancous solution of the plastic
and the damage problem. After a description of the model, a numerical algorithm for the integration of the
resulting constitutive equations is presented. It is an Euler Backward type of algorithm that is particularly
suitable to solve plain stress non linear problems with a 2D finite element program. The consistent stiffness
matrix is also derived. The paper is completed with some application examples that show that the model
presented accurately reproduces the behaviour of elastic-plastic-damaged materials.

INTRODUCCION

La mayor parte de los materiales, en particular los geomateriales, presentan un comportamiento no lineal
acompailado de deformaciones permanentes y degradacion de rigidez cuando son sometidos a fuerzas mecénicas.

En los geomateriales las deformaciones permanentes son causadas por la microfisuracion. La teoria de plasticidad
puede ser usada como un marco matematico para tratar el problema de deformaciones permanentes si se asimilan las
mismas a deformaciones plasticas [1].

El daflo o la degradacion de rigidez esta asociado a la iniciacion, crecimiento e interconeccion de microfisuras y
microporos. Se han propuesto™un gran nimero de enfoques para simular este fendmeno, ver [2,3]. Entre ellos, 1a
mecénica de dafio continuo ha sido introducida y utilizada ampliamente para simular la degradacion progresiva de
las propiedades mecénicas de los materiales antes de la iniciacion de la macrofisuracion. Kachanov [4] fue el primero
en introducir el concepto de fensidn efectiva para modelar ruptura por creep. Mis tarde, la mecénica del daiio
continuo fue extendida para simular fatiga, creep, interaccién creep-fatiga y dafio dictil-plastico. Recientemente ha
sido aplicada a materiales fragiles como hormigén o rocas.

Las mecanica del dafio continuo estd basada ¢n la termodindmica de los procesos ireversibles, Para modelar ¢l dafio
isbtropo se necesita una Unica variable escalar mientras que para modelar la anisotropia del daflo son necesarias
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variables tensoriales. Por simplicidad, eficiencia y adaptacion a diferentes aplicaciones practicas, las formulaciones
isétropas son ampliamente usadas [2].

Existe cierta evidencia experimental de que el daiio esta ligado a las deformaciones plasticas [2]. Los mecanismos de
interaccidn entre el dafio y la plasticidad son de naturaleza complicada y no pueden ser modelados mediante un sélo
enfoque fenomenologico. Se sabe muy poco sobre los cfectos de la temperatura, velocidad de deformacion,
localizacién o microestructura en estas interacciones. Algunos autores han realizado un gran esfuerzo para tograr
reproducir el acoplamiento entre los procesos plasticos y de dafo. Ju [2] propuso un modelo elastoplastico-
degradable isétropo basado en conceptos energéticos que es capaz de reproducir la respuesta elastica no lineal y el
proceso plastico general. El modelo puede reproducir degradacion tanto en las respuestas elasticas como plasticas.
Este enfoque fue luego extendido para desarrollar un modelo anisétropo de cuarto orden para materiales fragiles.
Voyiadjis [3] presenté un modelo acoplado de mecanica de dafio continuo y plasticidad finita (con pequefias
deformaciones elasticas). Derivé una representacién matricial explicita para el tensor de dafio para un estado general
de dafio y deformacion. Edlun [5] presenté un modelo acoplado de dafio y plasticidad para adhesivos de tipo goma.
Se trata de un modelo fenomenolégico derivado a partir de un marco matematico basado en consideraciones
termodindmicas donde los procesos micromecanicos son tenidos en cuenta a través de un conjunto de variables
internas.

El modelo que se presenta en este trabajo es termodinamicamente consistente y surge de una generalizacion de la
teoria de plasticidad clasica y de la teoria de dafio isétropo. El acoplamiento entre el dafio y las deformaciones
permancntes se logra mediante la solucién simultanea de ambos problemas [6]. De esta forma, se asegura una
correcta disipacion de energia. ‘

BASES TERMODINAMICAS

El modelo constitutivo propuesto esta basado en la hipétesis de elasticidad desacoplada 7). De acuerdo a esta
hipétesis, 1a energia libre total ¥ puede suponerse formada por dos partes independientes: una parte elastica ¥* y
una parte plastica ¥*, correspondientes a los procesos elastico y pléstico respectivamente:

Ve ) = V(e + (e )

Donde &

Y
plasticas respectivamente.

es el tensor de deformacion elastica y 'y f representan grupos de variables internas plasticas y no

Para pequefias deformaciones y probl térmi nte estables, la parte clastica de la energia libre puede
escribirse como una funcién cuadratica como sigue [8]:

V(6P =54 ClulP) 5] @

donde m, es la densidad del material y Ci(B) el tensor constitutivo secante afectado por la evolucién de las
variables internas no plasticas que puede ser escrito como [8];:

CalB® = 1) Cou 6)

Donde Cj, es el tensor constitutivo secante inicial del material virgen y /) una funcion de transformacién tensorial
de. un espacio no dafiado equivalente al espacio dafiado real. La forma mas simple para esta funcion de
transformacion es aquella coincidente con la teoria de dafio isétropo de Kachanov [4].

Sy = (1-d) @
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Donde f=d es la variable de dafo interno tal que:

d =0 para el material virgen
d =1 para el material completamente dahado

Para este caso particular, la parte elastica de la energia libre puede ser escrita como:

V= (1) ¥ = (1-d) 5 4 Cucl] ©®)

donde W° representa la energia libre elastica del material virgen.
La disipacién mecanica puede escribirse como:

52 Disipacién pldstica 22 Disipacidn por dafio

E, = a}ie:,;’—_mo%d,. - m,,%:id 20 (6)
. - ¥
La relacion constitutiva secante resulta: oy =m, 2 ¢ ()]
i
PROCESO PLASTICO

El proceso plastico se describe a través de una generalizacion de la teoria de plasticidad clasica que ticne en cuenta
algunos aspectos fundamentales del comportamiento de los geomatertales.

El umbral de comportamiento elastico se define mediante una funcién de fluencia:
Floy, &) = floy) -K=0 ¥

donde f (oy) es la tension equivalente definida en el espacio de tensiones dafiadas,K es el umbral de fluencia

equivalente y dk un conjunto de variables internas plasticas definido, por ejemplo, comoa, ={K" A K} ,
donde x? es la variable de dafo pldstico [1]y g ¢l dngulo de friccién interna.

La evolucién de las deformaciones plisticas &) y de las variables internas plasticas se define a través de las
siguientes reglas de flujo:

. , 8G(o,., a)
8= A o Tk %)
¥ do

a4 = dH(o;an) = 2 (h), ﬂ’m_"ﬁﬂ (10)

donde A s ¢l pardmetro dc consistencia pléstica, G la funcion de potencial y (), un tensor a definir para cada
una de las variables internas [1].
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La variable de dafio plastico x” se obtiene normalizando la energia disipada plésticamente a la unidad {6] y varia
desde 0, para el material virgen, hasta 1 cuando se disipa la maxima energia plasticamente.

|, a-n

3

.2-_"(”’) ] 2| R” 2ol
donde: r = . (a) = > [0 + ] . g}’=’—=—f~——g}’ g:”=%gc. (12)

2lal

o, son las tensiones principales, R” es la relacion entre el umbral de fluencia en compresién uniaxial y el

correspondiente a traccion uniaxial, g/” y gF son las maximas densidades de energia disipadas plasticamente en

procesos de traccion y compresion uniaxial respectivamente. En el caso de un proceso mecénico sin degradacién de
rigidez, pucden evaluarse como sigue:

gf = Gf/lc » ngc/lc (13)

donde G y G, son las energias de fractura y aplastamiento respectivamente y . es un parametro externo que
depende de la longitud caracteristica de la malla de elementos finitos y que se introduce para lograr objetividad de la
respuesta respecto del tamafio de la malla [9].

Se propone la siguiente ecuacion de evolucion para el umbral de fluencia equivalente [6]:

1‘<={r L) s (1. 2el) ”"]x*’ )
cxX

donde o,(x") y o.(xF) representan la evolucién de los umbrales de fluencia en traccién y compresién uniaxial
respectivamente.

Las condiciones de carga/descarga se derivan de las relaciones de Kuhn-Tucker formuladas para problemas con
restricciones unilaterales:

a i =0
b) Fs0 15)
c) AF=0

PROCESO DE DANO

El umbral de comportamiento no dafiado se describe mediante la siguiente funcion de dafio {6):
GP =5 (o, S (16)

donde 7 (o) es la tension equivalente definida en el espacio dafiado y £, el umbral de dafio equivalente.
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La tensién equivalente 5 (0,) pucde evaluarse usando cualquiera de las funciones de fluencia conocidas (Tresca,
Von-Mises, Mohr-Coulomb o Drucker-Prager) o cualquier otra funcién especialmente desarrollada para dasio.

Se propone la siguiente ecuacion de evolucién para el umbral de dafio equivalente:

f= [r wﬁ;(fdh (14)5"6;(54)];(‘ n

donde o,( r(’) ya'c(xd) representan la evolucion de los umbrales de dafio en ensayos de traccion y compresion

uniaxial respectivamente y &7 es la variable de degradacion de rigidez que varia desde 0, para el material virgen
hasta 1, para el material completamente dafiado y se obtiene normalizando a la unidad la encrgia disipada por dafio

[6):

'S ;[fd * (1:;):|ma¥"d (18)
gf &

;Yla,-lR‘”' ) ;‘]Gil

donde : g}d = "’—?~ & gl = =L g4, (19)

R es la relacién entre el umbral de dafio en compresion uniaxial y ¢l correspondiente a traccion uniaxial y g} y

g son las maximas densidades de energia disipadas por dafio en traccion y compresidn uniaxial respectivamente.

Las condiciones de carga/descarga se derivan de las relaciones de Khun-Tucker y resultan analogas a las
correspondientes al proceso plastico:

a)d =0
b) G° <0 20)
¢c) dG” =0

RESPUESTA PLASTICA-DANADA ACOPLADA

La evolucion de las deformaciones permanentes y del dafio se obtiene de la solucién simultanea de las denominadas

condiciones de consistencia del problema [6] que constitutyen dos ecuaciones lineales en 2 y d:

F=0
= (21)
{GD =0
La relacién constitutiva secante resulta:
¥,
% =mo——~=Cyu &y =(1-d) Coy (e ~&fy) =(1~d) ) 22

i

donde of es el tensor de tensiones de un sélido ficticio no dafiado. La ecuacién (22) puede interpretarse como una
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transformacion entre un espacio real dafiado y un espacio ficticio no dafiado.

La ley constitutiva tangente se obticne a partir de las ecuaciones (21) y (22) y resulta:

d'l.j = Clu £ (23)
C;" ;_G ;F Cmnl(l
. =
donde: Gt =Cip ~—5 p( 76 LA Y @9
p lll(%"" %m" M"’Ja,r’
o[ _oF 2G , 0G) (0F ""r
- o;.(—_agm(——a;—(h,),..aa +aa C...,,aa ] (ay,,,c ]CM @5)
i = Cyt _aF( G For a/;h +ﬁo'o,___cx é
ﬁTmn d7 "md!' x Y 50‘,,, ™ (2 mﬁ, &7"

ALGORITMO PARA LA IMPLEMENTACION NUMERICA DEL MODELO PLASTICO-DANADO

La capacidad de un modelo constitutivo para predecir la respuesta de un sélido depende, no séle del modelo mismo,
sino también de la integracion numérica del modelo. La precision con que se integran las ecuaciones constitutivas
tiene un impacto directo en la exactitud de los resultados {10] [11].

En el modelo propuesto las ecuaciones plasticas y de dafio deben ser integradas simultaneamente. En lo que sigue se
presenta un algoritmo de tipo Euler-Backward [6]{12][13] desarrollado con ese propdsito. La solucidn de problemas
de tension plana con este tipo de método es directa. Entre dos configuraciones de equilibrio n-1 y » las variables del
problema se actualizan como sigue:

G
(gf.j’.)" =(9‘]”. g +4 ,l[aa

] ’ (ai)n =(ai)n—l +4 ’1'(1{')’: (26)

i

dy=dy+4dy ,  (0,)y =(1-d)Cou[(8)n ~(e)s) @

Reemplazando estas ecuaciones en las ecuaciones (8) y (16), se obtiene el siguiente sistema dc ecuaciones no
lincales:

HP(A A, Ad)= F((a,,),.,(ak),.)
(28)
H%(A ,,Ad,) =GD((qy)".' (#’)..) =

Este sistema puede resolverse, por ejemplo, mediante el métodod de Newton Raphson method. El algoritmo se
esquematiza en la Tabla I.
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TABLA 1. Algoritmo para la Integracion Numérica de las Ecuaciones Constitutivas

k-1
y l

1) Inicializacion: k =0; A X, =0 . 4 d; =0

2) Actualizacion de la deformacion pldstica: (& JE=(¢ Ej)uy t4 * [ e

3) Actualizacion de la variable de dafo: d¥ =d,_ ;4 d*
4) Actualizacion de la tension no dahada: (o )k = C,»‘/’k,[( Su)n — (L) ]
5) Acualizacion de la tension dafada: (o, )y =(1-ds)(o )i
6) Actualizacion del resto de las variables internas: (a; ),’,‘ =(a;),;+4 Z'f,(H,):
(ac )} =h o (v o (x)] =() | +(ax)’
- . ) * ny
7) Condiciones de fluencia y daho: Si (H” )n <0y (H )" <0 vayaaf(l3)
&
8 si(H?) >0 vaya a(i0)
k
9(oHP/24d) =0 vayaa (12)
n
[ ggd Y
10) Si (H )" 20 vayaa (12)
1)(aH%6 4 4) =0
£

~(Hi(a %, 4d))oH?/0 4 d)
(oHio 4 4) (o070 4 )

(H? (4 #. 4 d))2 12 4 d)
(eH?/6 4 ,1) (oH/24a)

120427 =4 % -

|

(Hi(a 2,8 &)\ o8P0 4 2 ~(HP(a 2.4 &)Y oH?o 4 4)
(o#7/0.4 2) (910 4 d) (on/aa 4) (o Hr/o 4 d)
=k+ 1 ,vayaa(2)

Adt=4df -

13)d, =d¥ ; (o), =(a,)f i () =("f i (fda=(fIX: ()n=(])t : (@), =(a )}

14) FIN

Algunas publicaciones recientes [13),[14] sefialan la ventaja de utilizar una matriz de rigidez consistente cuando s¢
resuelve problemas elastoplasticos. Ha sido probado que la tasa de convergencia cuadratica de una solucién
incremental basada en el método de Newton Raphson s6lo pucde asegurarse si el médulo tangente se deriva de una
manera consistente con el algoritmo de integracion.

En lo que sigue se deriva el médulo tangente consistente correspondiente al modelo de plastico-dafiado y el algoritmo
de integracion propuesto.

Diferenciando la ecuacién (27b) y teniendo en cuenta las ecuaciones (26a) y (27a), resulta:
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(da' ), =—d(d, )C;H[(Su) ~(&f ),y — A2 (l‘_) ] (Cq‘k.) (dey ), _‘{Z(C;H) (.ij +
o0, . "\ O, n

&l &

#G @
-a1,(cz,) ( = (?;N J (do,, ),
26
(doy ), ( i/kl) (deg )y ~ ( uu) dA ((’:a “)" (30)
, -1
donde: ( ,/,‘,)—[o,psjq +44,(Ch). [(, G J J oo 30
rst n
, -1
(cia) = [6.,,6,,, +42,(G.), [%—";—] J G G2
€O n .
El modulo tangente consistente resulta:
(e[ (2] fes)
(G ) =(c), - g (33)

] [l [ 2 ] *(fZ‘,;] () [31 ]

EJEMPLOS DE APLICACION
Hormigén bajo Compresién Biaxial

En este ejemplo se estudia el comportamiento del hormigén bajo compresion biaxial [15]. El hormigén fue modelado
como un material elastoplastico-dafiado con las propiedades mecanicas que se han resumido en la Tabla II. La malla
de elementos finitos y las condiciones de carga han sido respresentadas en la Figura 1. El problema fuc resuelto
mediante un programa de elementos finitos 2D y el algoritmo previamentc descriptos. Se utilizé un modulo tangente
consistente siendo neccsarias solo dos iteraciones para cada escalén de carga.

Las curvas tensién-deformacién correspondientes al plano de carga y a la direccién normal al plano han sido
respresentadas en la Figura 1. Puedc verse un buen ajuste entre los resultados numéricos v experimentales.

Hormigén bajo Compresién Uniaxial Ciclica

Este ejemplo fue usado para probar la abilidad del modelo y del algoritmo propuesto para reproducir ¢l
comportamiento ciclico de un material elasto-plastico-dafiado como e! hormigén. Se estudio el comportamicnto dcl
hormigén bajo compresion uniaxial ciclica {18]. En la Fig.2 se representan la malla de clementos finitos y las
condiciones de carga. El hormigon fue modelado como un material elasto-plastico-dafiado con las caracteristicas
mecanicas que se han resumido en la Tabla L.

En la Figura 2 se han representado las curvas tension-deformacion numéricas y experimentales. Puede verse que ¢l
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modelo reproduce ajustadamente el comportamiento de hormigén. Las ramas de descarga ticne practicamente el
mismo médulo promedio. Obviamente, ¢l modelo cs incapaz de reproducir los lazos de histéresis que aparecen en los
resultados experimentales ya que se supuso que la descarga era elastica.

TABLA 1I. Propiedades Mecanicas del Hormigén

E = 30000 MPa

v o= 024

O, = 229 MPa

Opes = 328 MPa
Zee = o

UO{

Khico = 0.38

G = 0.08 Nimm
GP = 80 N/mm

Crit. de Fluencia: Lubliner-Oller [1]
(a=0.12; y=30; p=0.0)
Func. Potencial: Mohr - Coulomb : y = 15°
Gf = 0.08 Nfmm
G = 80 Nimm
Crit. de Dario: Lubliner-Oller [1]
(a=012;y=30; p=0.0)

TABLA HI Propiedades Mecanicas del Hormigén

E = 19324.4 MPa

v o= 0.24

Go = 22.0 MPa
Opice = 26.5 MPa
Zec = g0

UO’

Khio = 0.12

Gf = 0.08 Nlmm

GP = 30.0 Nimm

Crit. de Fluencia : Lubliner -Oller [1]
(a=012;y=30,;p=0.0)

Flujo asociado

Koo = 0.12
G} = 0.08 Njmm
G4 = 10.0 Njmm

Crit. de Daito : Lubliner -Oller [1]
(a=0.12; y=30;p=00)

40.00 -
= ]
a J
Z30.00 ]
z ] _
A ] 22
w -+
['4 o
o 4
3 20.00 1
8§ 20.00
w ]
(=] B
z b
o} h
7] h
£ 10.00 3
= E

1 +eees RESULT. EXPERIM
] ——— RESULT. NUMER.
R e R S S P ARG e e S —
~0.008 ~0.006 -0.004 ~0.002 0.000 0.002 0.004

DEFORMACIONES (~)

Figura 1. Hormigoén bajo Compresion Biaxial

30.00

N
w
<
(=]

N
o
Q
o

~—— RESULT. NUMER.
- =~ RESULT. EXPER.

o
Q
°

TENSION DE COMPRESION (MPa)
S
Q
[«

5.00

0.00 a
0.00E+000 4.00£—-003 B8.00E-003

1.20E—~002
DEFORMACIONES (-)

1.60E-002

Figura 2. Hormigon bajo Compresion Uniaxial Ciclica
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CONCLUSIONES

El modelo constitutivo presentado resuelve simultineamente los problemas de evolucién de deformacioncs
permanentes y degradacién de rigidez. En cada escalén de carga se satisfacen simultancamente las condiciones de
consistencia plastica y de dafio. De esta manera, utilizando variables de endurecimiento relacionadas con la encrgia
disipada en ambos procesos, se puede lograr que la energia total disipada sea la correcta.

El modelo es simple y presenta una analogia total con otros modelos elasto-plasticos utilizados para reproducir el
comportamiento de matcriales friccionales.

El algoritmo presentado para la implementacion numérica del modelo es una generalizacion de los algoritmos de tipo
Euler Backward, comunmente utilizados en plasticidad, al caso de plasticidad acoplada con dafio. Es particularmente
apropiado para la solucion de problemas de tensiones planas. El modulo tangente consistente desarrollado preserva la
tasa de convergencia cuadratica del método de Newton Raphson.
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