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FORMULACION CONTINUA DE PROCESOS DE FALLA EN
HORMIGON

Guillermo Etse (Dr.-Ing.)
Laboratorio de Estructuras, Universidad Nacional de Tucuman

S.M. de Tucuman, Argentina

Diferentes formulaciones de ablandamiento fueron propuestas para describir computadonal-
mente 105 procesos de falla en hormigol .. Estas pueden ser agrupadas en dos grandes grupOSj
formuladones continuas y formuladones discontinuas. Las primeras se basan en el concepto de
fisura difundida, rnientras que las segundas en el concepto de fisura discreta.

En el presente estudio se utiliza una formulacion continua, basada en concepto de energia
de fracturas, para la simulacion de proccsos de falIa en hormigon. La misma varia fuerlemente
segun se trate de Modo I 0 l\lodo II de fractura e introduce una longitud caracteristica a nivel
material para disminuir la fuerte dependencia de fa malla que caracteriza 105 resultados de las
formulaciones continuas.

Los resultados muestran la crudal influencia de la regularizacion de la formulacion de a-
blandamiento via energia de

fracturas y, por otro lado, de la estrategia de elementos finitos adoptada en la disminucion
de la dependencia en el tamano de la malla de las predicciones del comportamiento de pospico
del hormigon.



EI creciente uso del metodo de los elementos finitos en el anci1isis estructural y la necesidad
cada vez mayor de resultados confiables y realistas, ha llevado en el ultimo tiempo a incorporar
teorias cada vez mas sofisticadas para modelar el comportamiento de los materiales constitutivos
de tales estructuras y de los elementos finitos en que se discretizan las mismas. EI principal
objetivo de estos desarrollos es simular el comportamiento de estructuras hasta su capacidad
ultima, incursionando en el regimen de pospico, a fin de obtener conclusiones acerca del grado
de seguridad y de la ductilidad de las mismas.

En el caso de estructuras de hormig6n, los procesos de fall a comienzan en general en forma
de microdefectos distribuidos quienes finalmente se conjugan para formar un unico macrode-
fecto fuertemente localizado. Idealmente hablando, las estrategias computacionales para la
simulaci6n de la faHa deben induir tanto la degradacion de las propiedades relevantes del con-
tinuo, efeCto a nivel volumetrico, como'liI. degradacion en interfaces discretas de la resistencia,
rigides y ductilidad.

Para simular fen6menos de fa11afra.gH y ductil en hormig6n, tanto modelos continuos como
model:>s de interface 0 discretos fueron propuestos en tiempos recientes. Este trabajo se con-
centra en el criterio de fisura continua 0 difundida (smeared crack approach), el cual sufre en
general de fuertes dependencias de los resultados en el tamaiio y orientaci6n de la malla con-
siderada, si no se loman provisiones especiales. Sin embargo el uso de modelos de elementos
finitos enriquecidos y de estrategias de regulariza.ci6n del comportamientode ablandamiento 0

de posbifurcaci6n pueden contribuir notablemente a capturar la carga limite y la respuesta de
pospico del hormig6n en forma objetiva.

EI presente trabajo examina la simulaci6n de falla en hormig6n por medio de un modelo
constitutivo desarrollado recientemente por Etse y Willam (1994) sobre la base del criterio
triaxial extendido de fa11ade Leon. El modelo cubre la totalidad del espectro de respuesta tanto
en tracci6n como en corte e induye una formulaci6n isotr6pica de hardening. La degradaci6n
de resistencia y las propiedades de decohesi6n en regimen de tracci6n y de compresi6n con
bajo nivel de confinamienlo es descripto en terminos de una formulaci6n de ablandamiento
basada en conceptos de energia de fractura. La misma introduce a nivel material una longitud
caracterlstica que asegura objetividad respecto del tamafio de la maHa y minimiza la tensi6n
residual de bloqueo debido a la forma isotr6pica del softening.

La crucial influencia de la formula.ci6n de elementos finitos y de la regularizaci6n de falla
introducida por la energia de fracturas sera. ilustrada con ejemplos numericos de tracci6n y
compresi6n directa. que estudian la sensibilidad de los resultados con respecto tanto al tamaiio
como a la orientaci6n de la malla. Se mostrara. que la perdida de objetividad de las predicciones
de la formulaci6n de fisura difundida se reduce sustancialmente si se considera la regularizaci6n
de energia de fracturas y una formulaci6n de elementos finitos capaz de reproducir a nivel de
elemento la condici6n de localizaci6n de falla detectada a nive! material.

La formulaci6n constitutiva triaxial para hormig6n usada en el presente estudio, el Modelo
Extendido de Leon, se basa en la teoria del ftujo no-asociado de la plasticidad. EI mismo incluye
una formulaci6n isotr6pica de endurecimiento y de ahlandamiento (hardening y softening) en el
regimen de pre- y de pospico respectivamente. Este ultimo es activado solamente por estados
de tensiones ubicados por debajo del punto de transicion que marca el limite entre la zona de
comportamiento frigil y II. 2Ona. de eomporlamient.o dticlil, ver Hurlbut (1985) y Etse (1992).



La ecuacion que caracteriza la superficie de f1uencia del Modelo Extendido de Leon tanto
en el regimen de endurecimiento como en el de ablandamiento es.

F=[(I-k)( +pg(O))2 +pg(O) 0.]2+Pln(p+pg(O))_k2C=0 (1)
!'; P v'6 f~ V 2 n v'6

don de p, p and 0 denotan las coordenadas del espacio de tensiones de Haigh- Westergaard, f~la
resistencia uniaxial de compresi6n y la funcion 9 = g(8) describe la variacion de la resistencia
deviatorica p = p(O) como una funcion del angulo de Lode en analogia ala aproximacion eliptica
del Modelo de 5 Parametros de Willam y Warnke (1974). Las diferentes superficies de carga en
el regimen de endurecimiento plastico son generadas por el parametro escalar kque varia entre
0.1 y 1.0, mientras c y In, 105 parametros de cohesion y fdccion respectivamente, permanecen
constantes. La variacion de k esta definida de forma tal de lograr un comportamiento de
endurecimiento que sea sencible al nivel de confinamiento de tensiones existente en el hormigon.

Los estados de ablandamiento por debajo del punto de transicion (PT) del comportamiento
fragil al comportamiento ductil de falla, estan definidos por una formulacion basada en con-
c"ptos de energia de fractura. Dicha formula.cion involucra una longitud cara.cteristica para
disminuir la fuerte dependencia en el tamafio de 105 elementos de la malla que caracterizan a
las soluciones computacionales del concepto de fisura difusa.

El Modelo Extendido de Leon inc1uye ademas una ley del f1ujo no-asociado para reducir la
excesiva dilatacion en la zona de bajo confinamiento.

3. Formulacion de Ablandamiento basada en Energia de Fractura

Para obtener resultados objetivos, la formulacion de ablandamiento del continuo plastico
equivalente debe estar basada en una homogeniza.cion apropiada de la zona donde se localiza
la falla con la region finita del solido (en este caso hormigon) que representa. En el caso de
traccion simple (Modo I de falla) esto corresponde al modelo de fractura compuesta desarrollado
anteriormente por Willam et. al. (1984), donde la propagacion de la tension de fractura dentro
de un volumen elemental es descripto en terminos de un proceso de ablandamiento plastico
equivalente que mantiene la misma tasa de disipa.cion de energia de fractura. Este concepto
lleva a redefinir la relacion local (fl - €/ del continuo equivalente en terminos de la relacion
entre la tension de traccion (fl y el desplazamiento de apertura de fisura Ur que caraeteriza el
comportamiento por fisura.cion del volumen elemental.

Como result ado del proceso de homogeniza.cion, la energfa de fradura dG} disipada durante
el proceso de fisuracion por traccion a 10 largo de la superficie Al

dG}AI = f (fldu/dAlA,
debe ser equiva.lente a la energia disipada durante el ablandamiento plistico en el continuo de
volumen Yt que participa en el proceso de fractura por traccion

dW/ = f (f~de/dVlv,
donde t./ design a la deforma.cion especifica equivalente de fractura por traccion. Como resultado
el desplazamiento de apertura de fisura u/ puede ser expresado en terminos de la deforma.cion
equivalente de fractura por medio de la longitud caraeteristica hI



que puede ser interpretada como una medida de la separacion entre fisuras.
De acuerdo alas observaciones experimentales de Hurlbut (198.5) la. relacion CT, - 1/.1 puede

ser descripta con una funcion de decaimiento exponencial de la forma

( oUI)
CT, = it exp -0 U

r

donde It define la resistencia uniaxial de traccion Y Ur eI desplazamineto de rotura correspon-
diente a resistencia residual cero.

Para Modo II de fractura eI modelo de fractura compuesta conlIeva a un proceso de homoge-
nizacion similar al caso de traccion simple. Ahora el concepto incorpora la energia de fractura
dC? disipada durante la formacion de una banda de corte caraeterizada con el area superficial
A, y el espesor h,

dC? A, =.L PI du, dA (6)

En este caso PI denota la degradaci6n de resistencia al corte y u, el desplazamiento de apertura
de fisura en Modo II de fractura. Considerando la iguaJdad de la energia de fractura bajo corte
con la del continuo plastico equivalente de tama.iiQ ,,~ obtenemos la relacion

du, = df.lh, (7)

Mas aun, la relaci6n entre PI y u, puede ser expresada en una forma similar a la eq. (5),
como

PI = P, exp (-5~:) (8)

donde p, define la resistencia al corte la cual, en eI caso de materiales friccionales, depende de
la tension volumetrica p.

En el caso del Modelo Extendido de Leon, que sintetiza en una simple formulacion el espectro
completo de respuesta del hormigon, el'modelo de fractura compuesta define entonces en una
forma continua el proceso de homogenizacion para todo tipo posible de fractura, desde Modo I
hasta Modo II pasando por todas las formas intermedias. EI mecanismo de ablandamiento es
controlado por el parametro de decohesion c expresado como

c = { ~ = exp ( -5 :~) en Modo I de fractura

PI = exp (-5uo) en Modo II de fractura
P, Ur

EI desplazamiento de apertura de fisura en Modo I y Modo II de fractura es definido por medio
del parametro cinematico "I

En este caso los diferentes comportamientos de ablandamiento en traccion y en compresion
con bajo confinamiento son controlados por la relacion de la energia disipada por fractura
C? IC}. Esta relacion es definida en terminos de la tension volumetrica p. En la ultima

ecuacion observamos que la longitud caracteristica hi, que en el caso de fractura por traccion



iienc el significado fisico de la separacion entre fisuras. es modificada por medio de la relacion
de energia disipada por fractura para tener en cuenta la modificacion del espaciamicnto entre
fisuras en el caso de ablandamiento bajo cort.e.

En suma, el concepto de energia disipada por fract.ura conlleva a una redefinicion de la
formulacion local del ablandamiento en terminos de propiedades fundamentales del proceso de
fractura que estan definidas por la relacion /j j-Uj 0 PJ-u, y que caracterizan el comportamiento
de ablalldamiento.

Corresponde ahora analizar la definicion de la longitud caraeteristica en una discretizaci6n
de elementos finitos. Asumimos para ello una barra de hormigon traccionada hasta alcanzar
su regimen de pospico 0 ablandamiento. La malla de element.os finit.os considerada hubica un
element.o en toda la altura y espesor de la barra y n elementos a 10 largo del eje de la misma. En
el regimen de pospico, la sobrecarga plastica tiene entonces lugar en solo un elemento mientras
que en 105 restantes se prodllcini una descarga elastica. Si el elemento cargado plasticamente
posee mas de un punto de integracion a 10 largo del eje axial de la barra para la evaluacion de
las tensiones y deformaciones, ent.onces la energia disipada durante el ablandamiento es

donde h. designa la dimension del elemento en la direccion de carga. Considerando la equiva-
lencia con la energia dG} n disipada por fractura en la ecuacion (2), obtenemos

La ecuacion anterior define la longitud caracteristica para amiJisis uni-dimensionales de elemen-
tos finitos. Obviamente, si la deformacion plastica tiene lugar solo en un punto de integracion
a 10 largo del eje de carga, la longitud caraeteristica resulta entonces igua.l a h./n, donde n es
el numero de puntos de integracion en la direccion considerada.

Para amilisis bidimensionales Dahlbolm & Ottosen [4] proponen para la longitud carac-
teristica la dimension maxima de la region fisurada del elemento en las direcciones normal
a los pianos relevantes de fisuracion. Dado que el 1Iodelo Extendido de Leon es un modelo
elasto-plcistico isotropico basado en el concepto de fisura difusa rotativa (es decir sin memoria
de fisuracion), proponemos que la longitud caraeteristica sea determini'.da como la longitud
promedio de la zona fisurada en dos direcciones perpendiculares.



Analizamos en esta seccion uno de los problemas cruciales de la simulacion computacional
del comportamiento flsico no-lineal de estructuras de hormigon, el cual es la dependencia de
las soluciones en el tamaiio de la malla considerada. En este caso particular nos referimos
a las soluciones del concepto de fisura difusa, que es el considerado en nuestra formulacion
material. Nos referimos al ejemplo ilustrado en la Fig. 1 correspondiente al problema de traccion
simple de un bloque de hormigon en estado plano de deformaciones y con restriccion latera.l
al desplazamient,o. En la discretizacion que se muestra en la Fig. 1 se utilizaron elementos
cuadrilateros de cuatro puntos de integracion y el comportamiento constitutivo es model ado con
el Modelo Extendido de Leon. En el analisis numerico, el desplazamiento vertical del bloque de
hormigon es prescripto mientras que los desplazamientos horizontales en los extremos superior
e inferior del solido fueron impedidos. Debido a la doble simetrfa del problema, se discretizo
solamente el cuadrante superior derecbo del bloque de la Fig. 1. Claramente, I; condicion de
simetricidad impide, en el caso del analisis bajo compresion simple, el desarrollo de modos de
falla no-simetricos, sin embargo el modo de fisuracion por traccion no esta impedido.

t y
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Figura 1: Geometria y parametros materiales del problema no-homogeneo de deformaciones
planas.

En el presente estudio analizaremos la influencia de la formulacion del ablandamiento in-
cluida en el modelo material y del tipo de elemento finito utilizado en la discretizaeion, en la
perdida de objetividad de las predicdones computacionales. Con ese fin consideraremos dos
formulaciones diferentes de elementos finitos de cuatro nodos, por un lado la formulacion conven-
donal de desplazamientos bilineales Q4 y por el otro la formulacion mixta de desplazamientos-
deformacion especifica Q1E4 desarrollada por Simo y Rifai (1990). Este ultimo elemento fue
originalmente propuesto para mejorar la perfomance de la formulacion compatible de elementos
finitos en problemas de flexion y estan caracterizados por un campo enriqueddo de deforma-
dones especificas.
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Figura 2: Estudio de objetividad respecto de la ma!la con la formulaci6n de ablandamiento
convcncional.
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Displacement Imm] (10-2) 6.0 •I
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Figura 3: Estudio de objetividad respecto de la malla con la formulaci6n de ablandarnicnto
basa.da. en energia de fractura.



La abilidad de diferentes formuladones de elementos finitos para capturar localizacion fue
verificada anteriormente por medio deillamado Test Debil de Localizaci6n, propuesto por Stein-
mann y Willam (1991). Ellos demostraron que el elemento Q1E4, en oposicion al Q4, es capaz
de transmitir la falla localizada, detectada a nivel constitutivo, en el dominio de elementos.
La perfomance de ambos elementos en conjuncion con problemas relacionados con procesos
de falla en elementos de hormigon fue examinado por Etse, Steinmann y Willam (1991). En
este ultimo trabajo se pudo determinar que la objetividad de las predicciones de elementos
finitos de comportamientos no-lineales de falla requieren no solamente de una formulacion de
ablandamiento enriquerida como la basada en el concepto de energia de fracturas, sino tarn bien
de una formualcion de elementos finitos apropiada, como la del elemento QIE4, para evitar la
excesiva dispersion de la zona 0 banda de falla.

En la Fig. 2 se ilustran las curvas carga-deflexion de las discretizaciones con (2x4) y (8xI6)
elementos Q4 y QIE4. En todos los analisis se uso una formulacion convencional 0 local de
ablandamiento en "elModelo Exlendido de Leon, esdeCir, no se utilizo longitud caraeteristica
alguna en la relacion c - €J descripta en las ecs. (9) y (10). Los resultados de la Fig. 2
muestran el dramatico efecto de la formulacion local de ablandamiento, que conduce a fuertes
dependencias 0 perdidas de objetividad de los resuJados con respecto del tamafio de la malla.

EI analisis de refinamiento regular de la malla fue repetido pero considerando la formulacion
de ablandamiento basada en conceptos de energia de fracturas en el Modelo Extendido de Leon.
Los resultados de estos analisis en forma de curvas carga-deflexion son ilustrados en la Fig. 3.
Los comportamientos de pospico, para ambas formulaciones de elementos finitos, muestran
una completa objetividad respecto de la malla. La malla deformada obtenida en el ultimo
estado de carga con la discretizacion de (8xI6) elementos QIE4 se muestra en la Fig. 4. La
correspondiente malla deformada para el caso de elementos Q4 es similar a la de la Fig. 4,
indicando que en la falla por traccion la localizacion de deformaciones tiene lugar en una linea
de elementos, independientement.e del tipo de formulacion de elementos finitos utilizada. Esto
se puede corroborar en la Fig. 5 donde se muestra la distribucion de la deformacion plastica
equivalente al final de la historia de carga para el caso de las mallas (8xI6) con elemento Q4
y Q1E4. Dichos resultados son indicativos que al final del estado de deformacion la disipacion
plastica tiene lugar a 10 largo de una linea de elementos.

De los resultados se concluye que la objetividad de los resultados, en eI caso de falla por
traccion, requiere solamente de una formulacion enriquecida del ablandamiento como la consi-
derada en el Modelo Extendido de Leon. Este no es el caso de la fall a por corte 0 compresion
como veremos mas adelante.

Con eI fin de ilustrar mas contundentemente la capacidad de la formulacion de ablan-
damiento basada en conceptos de energia de fracturas para regularizar el comportamiento de
pospico, consideramos a continuacion la malla no-regular de la Fig. 6 con elementos Q4. La
comparacion entre las curvas carga-deflexi6n del ensayo de traccion directallevados a cabo con
la malla regular y la no-regular de elementos Q4 se ilustra en la Fig. 7. La Fig. 8 por otra parte,
muestra la distribucion de la deformacion plastica equivalente y de los puntos de integraci6n
con deformacion plastica activa en la malla no-regular, al final de la historia de carga, indicando
que el modo de falla no es afectado por la distorsion de la malla. Se debe tener en cuenta que en
la malla no-regular, contrariamente al caso de la regular, la. propagacion de falla no es paralela
a las lineas de separacion entre elementos, por 10 que fenomenos de bloqueo de tensiones son
dables de ocurrir. Los resultados de la Fig. 8 indican, sin embargo, que el concepto de fisura
difusa rotante no introduce bloqueos artificiales de tensiones. Esta conclusion tarn bien puede
ser obtenida de la Fig. 7 que muestra que las predicciones del regimen de pospico obtenidas
con la rnalla regular y distorsionada coinciden cornpletarnente.
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Figura 5: Distribucion de la deforma.cion plastica equivalente en el estado final de
deformacion.
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figuri\ 7; Compa.racion de \as curVi\S cargci.-desplazamiento de la malla regular y no-regular
con elementos Q4.



Figura 8: a) Puntos de integracion con deformacion plastica activa y, b) distribucion de la
deformacion plastica equivalente en la malla no-regular. Estado final de deformacion.

Analizamos ahora la perdida de objetividad de los resultados res pee to del tamaiio de la
malla para el caso del ensayo a compresion simple del bloque de hormigon de la Fig. 1.

La Fig. 9 muestra los resultados de la densificacion regular de las mallas con elementos Q4 y
Q1E4 respectivamente. En ambos casos se considero una formualacion de ablandamiento local
en el Modelo Extendido de Leon. Estos resultados indican que ambas formulacion de elementos
conducen a una dependencia en el tamaiio de la malla de la carga pico, del comportamiento
de pospico y de la resistencia residual. Esta dependencia es considerablemente mayor en el
caso de las mallas con elementos Q4. EI res pons able de tan fuerte perdida de objetividad es la
gran dispersion de la falla que dichos elementos ocacionan. Esto se puede observar en la Fig.
10 donde se muestran las distribuciones de la deformacion plastica equivalente y de los puntos
de integracion con deformacion plastica activa al final de la historia de deformacion obtenidas
con la malla mas densa de elementos Q4 y Q1E4. Estos resultados muestran claramente
que el elemento estandar Q4 dispersa la banda de falla en una gran superficie. Es decir, la
formulacion Q4 impide capturar la localizacion de la falla en una .banda de ancho limitado,
llevando a. una forma ficticia de colapso con gran dispersion de la falla. El efecto de localizacion
solamente podra. ser capturado por la formulacion Q4 en el caso limite en que se utilice una
ma,l1a,extremadamente densa.
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Figura 9: Estudio de objetividad respecto de la malla con la formulacion de ablandamiento

convencional. Ensayo de compresion simple.

La Fig. 11 muestra los resultados del analisis de densificacion regular de la malla con
elementos Q4 y QIE4 respectivamente, utilizando la formulacion de ablandamiento basada en
conceptos de energfa de fractura en el Modelo Extendido de Leon. La comparacion de estos
resultados con los de la Fig. 9 muestran que la formulacion enriquecida de ablandamiento
disminuye considerablemente la perdida de objetividad de las soluciones de elementos finitos
obtenidas con mallas compuestas tanto por elementos Q4 como asi tambien QIE4.

Comparando todos los resultados concluimos que la menor perdida de objetividad de la carga
limite, del comportamiento de pospico y de la carga residual respecto al tamaiio de la malla se
obtuvo al utilizar la formulacion enriquecida de ablandamiento a nivel material conjuntamente
con la formulacion mixta QIE4 a nive! de elementos finitos.
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Figura 10: a) Puntos de integracion con deformation plastica activa y, b) distribution de la
deformacion plastica equivalente en la Olalla (8x16). Estado final de deformacion.



Figura 11: Estudio de objetividad respecto de la malla con 180formulacion de ablandamiento
basad80 en energi80de fractur8o.

Uno de 105 mayores inconvenientes desde 180primeras consideraciones de analisis computa-
(ion801no-line! de estructuras de hormigon, alia por 105anos '60, fue 180fuerte dependencia de 180
carga limite y de 180prediccion del comportamiento de pospico en 180densidad y tipo de malla
consider8oda. Este tern a reviste hoy una importancia fundamental dada 180creciente necesidad
de resultados confiables.

En el ultimo tiempo diversas formulaciones enriquecidas del ablandamiento del hormigon
han sido propuestas para reducir 180dependencia de las predicciones de elementos finitos en
el tamano de 180malla eonsiderad8o. Sin embargo estas propuestas solo brindan ventajas para
deterrrnnadas formas de rotura y no para el amplio espectro de formas de falla (por traecion,
corte, compresion. etc.) que pueden ser 80ctivadas en una estructura.

Los resultados de 105estudios computacionales en este trabajo muestran la efectividad del
modelo de fisura continua 0 difundida, formulado en base 801concepto de energia de fracturas,
para regularizar el comportamiento de pospico (comportamiento de ablandamiento) en proeesos
de falla que activan tanto modo I (traccion directa) como modo II (corte y compresion) de
fractura.

Por otra parte se veri fico 180importancia de 180formulacion de elementos finitos utilizada,
en 180regularizacion del comportamiento de ablanclamiento. En ese sentido se demostro que 180
reduccion de 180perdida de ob jetividad de las prediccione5 de fa.l1a ba.jo compresi6n unia.xia.l,



que a.ctiva modo II de fractura, requiere no solo de una formulacion enriquecida de ablanda-
miento a nivel material sino tambien de formulaciones de elementos finitos que sean capaces de
reproducir la forma localizada de la falla en una banda de fradura de ancho limit ado. Estas
formulaciones de elementos finitos, como la del Q1E4, estan caracterizadas por funciones de
forma definidas mediantes polinomios de mayor orden que las formulaciones compatibles, que
permiten reproducir las configuraciones deformadas dentro el campo del elemento evitando la
transferencia de deformaciones espurias a elementos vecinos.
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