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RESUMEN

En este trabajo se propone resolver numéricamente las ecuaciones completas de Navier-Stokes
para flujo incompresible haciendo uso de las técnicas conocidas en la literatura sobre el tema como

'Galerkin Least Squares (GLS)’. Esta metodologia, inicialmente desarollada por Hughes et al.[l:2
y Franca et al.m, permite el uso de igual orden de interpolacién para las variables del problema:

velocidad y presién. Por la forma adoptada en la formulacién para la funcién de pesom, no es
necesario utilizar técnicas de penalizacién para ajustar la condicién de incompresibilidad. Estos
métodos se presentaron inicialmente para el problema de Stokes (1.4) Y, posteriormente, fueron
extendidos por varios autores(*%:6.7] 5] problema completo de Navier-Stokes. Esto es aiin hoy campo
de discusiones y trabajo.

Se formulan en este trabajo las ecuaciones discretizadas en el espacio segin las técnicas
convencionales propias del Método de Elementos Finitos mientras que la integracién temporal se
realiza mediante un tipico esquema de Euler. La resolucién del sistema algebraico se obtiene por
medio de un esquema incremental-iterativo y el criterio de convergencia se escribe en términos del
vector residuo.

La formulacién implementada se probé en problemas bidimensionales cldsicos obteniendo
resultados satisfactorios. En las pruebas se utilizaron elemnentos rectangulares de cuatro nodos
y triangulares de tres.

1. INTRODUCCION

En la resolucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo
incompresible se presentan serias dificultades. Cuando el termino convectivo
adquiere importancia, aparecen oscilaciones en los resultados. En este caso
la conocida técnica de SUPG® puede utilizarse para mejorarlos. También se
observan inconvenientes para obtener convergencia con nimeros de Reynolds
elevados.

Por otro lado, hay requerimientos matematicos relacionados con condiciones
de existencia y unicidad de la solucién de dichas ecuaciones que imponen
restricciones en la eleccién de las funciones de aproximacién para el problema
discretol*.  Sin embargo, formulaciones desarrolladas més recientemente
evitan estas restricciones!»?? permitiendo el uso de funciones interpolacién
de igual orden para las variables del problema: velocidad y presién. Estas
metodologias inicialmentes implementadas para las ecuaciones de Stokes!,
fueron méas recientemente extendidas al problema completo de Navier-
Stokes(t:5:6.7],
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Dentro de este contexto, el objetivo del presente trabajo es desarrollar una
formulacién del tipo GLS para las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes
escrita en forma incremental.

En la Seccién 2 se describen las ecuaciones que gobiernan al problema y
las condiciones de borde e iniciales adoptadas. La forma débil para dichas
ecuaciones, la discretizacidn espacial utilizando elementos finitos y la temporal
por medio de diferencias finitas (regla trapezoidal) son descritas €n la Seccién
3. En la Seccién 4 se hace una breve descripcién de la estrategia numeérica
utilizada y, finalmente, en la Seccién 5 se presentan ejemplos numéricos para
comprobar la solidez del método.

2. ECUACIONES FUNDAMENTALES

Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incompresible escritas en forma

local son:
put+p(u-V) u+ Vp-V.(2ue(u)) = pb en @ x [0,T] eq. (1)
V-u=0 en  x [0,T] eq. (2)

donde: 2 es un dominio arbitrario con contorno T, u es el vector velocidad,
p es la presién, p esla viscosidad dinamica, p es la densidad, & son las
fuerzas especificas de masa, y - €(u) indica el tensor tasa de deformacidn, es
decir, €; = 1/2(8v;/8z; + Ov;/8z;)

El problema formal consiste en hallar u y p que satisfagan al sistema
formado por (1) y (2) juntamente con las condiciones de borde e iniciales

dadas por:
u = #(z,t) en T, x [0,T] eq. (3)
p=p(=,t) en T, x [0,T] eq. (4)
o, = 0,(z,t) en T,, x [0,T) eq. (5)
uo = u(z,0) en § eq. (6)

siendo I',, I, y T',, partes de T (vet Figura 1) donde la velocidad, la

presién y la parte desviadora del tensor de tensiones (2j€(u)) son prescritos,
respectivamente. Estas partes del contorno satifacen las iguientes relaciones:
Fyul, =T, Tunl, =0, T,uls=T,T,nT =0
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Figura 1: Dominio arbitrario de analisis y sus fronteras.

3. FORMULACION EN ELEMENTOS FINITOS

En el marco del Método de Elementos Finitos!!I(MEF), los campos
continuos de velocidades y presiones son aproximados por polinomios de la
siguiente manera:

U, = Q'&
n=¥p eq. (7)

donde: u, esla aproximacién de u, p, esla aproximacién de p, @ es el vector
de velocidades nodales y p es el vector de presiones nodales, siendo & y ¥ las
tipicas funciones de forma (!} usadas en el MEF. En la presente formulacién,
debido a que velocidades y presiones son interpoladas con polinomios de igual
orden, resulta & = ¥. Sin embargo, se mantiene la notacién diferente para
mayor claridad en la descripcién siguiente.

Como es comiin en el MEF, se dicretiza el dominio espacial que se quiere
modelar utilizando una coleccién de n,, elementos disjuntos cuya unién es el
dominio original. De esta forma, €l problema continuo puede ser reemplazado
por otro discretolt22.11] que se expresa como: hallar w, y p, que verifiquen la
siguiente ecuacién:

(®; pun)a + (®; p(un - V) wa)a — (V& pu)a + ((B); 2pee(un ) — (&; o)+

+ Y (@ pion + (- V) W+ Vi = V- (2pee(un)) ~ B, +

e=]

+(®; pa)rs — (¥; 2pne(wn))r, + (§;F.)r. + (;V-u)u =0 eq. (8)

en la cual las ecuaciones (1), (2) y las condiciones de borde han sido incluidas.
La ecuacidn (8) es la forma débil del problema que permite resolver el problema
diferencial original.

Ademis se define a la perturbacién de la funcién de peso como:

®.=71i(w V) ®+VE - 5V eq. (9)
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siendo u* una velocidad caracteristica del flujol*?. La seleccidén de los
parametros 7¢ es motivo de discusiones y estudios (#4691, Estos pardmetros son
funcién del nimero de Reynolds elemental definido como ® = (Jijh.)/v, donde
u es una velocidad caracteristica del flujo, k. es una longitud caracteristica
del elemento, ¥ = p/p es la viscosidad cinemaética, y dependen del tipo de
elemento a través de los coeficientes a°. En este trabajo, se adopta para 77
la conocida expresién utilizada en métodos SUPG!, mientras que para 7§ se
emplea la definicién dada por Hughes et al.l!! en flujo de Stokes y se propone
una extensién para ® no nulos'”! de manera de interpolar el valor para ® =0
y un coeficiente similar al utilizado en SUPG para Re > 0. Estos parimetros
quedan entonces definidos por:

0 if R=0,
o= eq. (10)
ash, .
agh? . _
—W ‘lf R= 0,
5 = eq. (11)
ashi _(ashi _ aihe \pg) if ®>0.

2n 2 2ut|p

donde F(R) puede considerarse como la funcién éptima para la ponderacién
a contracorriente propuesta para casos unidimensionalesl!!l o tomar una
aproximaxién de la misma como min(%;1)i%.

Puede notarse que no se hace intervenir al término en derivadas segundas
de la funcién de forma de las velocidades presente en ®.. por considerarlo
despreciable, en particular tratdndose de elementos bilineales (1.

Por iltimo, la integracién temporal de la ecuacién (8) se hace utilizando un
método implicito tradicional con § = 1 en el esquema conocido como 'Euler-
backward’*V] aplicado a la ecuacién de la siguiente forma:

u= flu) = 6 "+ f(u)+(1-6) ‘f(u) eq. (12)

4. ESTRATEGIA NUMERICA DE SOLUCION

Para la resolucién numérica de la ecuacion (8), se aplica una estrategia
iterativa utilizando la conocida metodologia de Newton-Raphson!!!. Como
resultado, se obtiene el siguiente sistema no lineal de ecuaciones algebraicas
para el tiempo ¢ + At (conocida la solucién para el tiempo t):
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(H»A!J{J‘U‘ H-AIJ{,'PI) (AU’) _ (‘+A'RZJ—X) eq. (13)

t+AlJ»;;;jl H-Aij','P‘ AP’ ”'A‘R;:l

donde: Jyv, Jup, Jpy y Jpp son las matrices jacobianas tangentes, R es
el vector residuo, AU y AP son los incrementos nodales de las variables, y
J es la iteracién que se resuelve. Las expresiones de dichas matrices y vectores
se encuentran en [19]. Las incégnitas nodales son actualizadas como:

trargd = crargitl o AP
t+Ati’i — t+mi,1—l +AP’i eq. (14)
con j =1,.....,ni.. y lo valores iniciales son:

¢+A:;‘0 =%
o =t b eq. (15)

El valor de la velocidad caracteristica u* que aparece en (9) se elige como
t+Alys-1

La convergencia del sistema se verifica en normas de residuos de la siguiente
forma:

R
ﬁ <&, eq. {(16)

donde €, es la tolerancia admisible, R = Rr_ur,, es decir, el residuo en lo
grados de libertad prescritos o, en el caso de existir la fuerza especifica de
masa b, puede tomarse R" = (&; pb)q.

5. EJEMPLOS NUMERICOS

5.1 Flujo confinado en una cavidad

Este problema conocido como 'driven cavity flow’ es extensivamente
analizado por diversos investigadores en el drea de métodos nunéricos 16121 y se
lo considera como prueba calificada para comprobar el buen comportamiento
de los algoritmos. En este trabajo se analizaran los resultados para diferentes
nimeros de Reynolds comparindolos con otras contribuciones, tanto para la
solucién estacionaria como transitoria. Se presentaran estudios realizados con
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Figura 2: Flujo confinado en una cavidad: a) Geometria y condiciones de
borde; b) Longitudes caracteristicas de los vértices.

diferentes tipos de mallas y los anélisis transitorios se realizan para dos At
distintos.

La geometria y las condiciones de borde utilizadas para este problema son
las conocidas {¢1219(ver Figura 2). El dominio cuadrado tiene lado A de
longitud unitaria y la velocidad es impuesta igual a uno (U) en la direccién =
en la superficie y es nula en los lados restantes. La presidn se prescribe igual a
cero en la mitad del lado inferior del dominiol®l. El nimero de Reynolds global
se expresa Re = Uh/v y se obtienen diferentes valores del mismo modificando
v. La condicién inicial es velocidad nula en todo el dominio para todos los
casos presentados.

f e ———

......

a) b) <)

Figura 3: Flujo confinado en una cavidad - Re = 100 - a) malla de elementos
finitos, b) campo de velocidades, ¢) isobaras.

.

1 El primer resultado es para Re = 100 obtenido con un cilculo estacionario.
En la Figura 3, pueden verse la malla uniforme de elementos de cuatro nodos
utilizada, el campo de velocidades y los contornos de presién en buen acuerdo
cualitativo y cuantitativo con [6].

Para Re = 400 estacionario se utilizé la malla a) de la Figura 4 y para
Re = 1000 también analizado en forma estacionaria se obtuvieron soluciones
para las mallas a), b) y c) de la misma figura.

El perfil de velocidades horizontales a lo largo de la linea vertical media
(z = 0.5) para los Re indicados se presentan en la Figura 5 junto a resultados
de otros autores mostrando una muy buena concordancia. Ademds, en la
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a) b): c)
Figura 4: Diferentes mallas de elementos finitos utilizadas para Re = 400 y

Re = 1000.

Figura 6 se grafica para Re = 1000 la componente vertical de la velocidad en
la linea horizontal media (y = 0.5).
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Figura 5: Flujo confinado en una cavidad - Velocidad horizontal a lo largo

de la linea z = 0.5 : o Burggrafl®®;, + Ghia et al.t); o Bercovier &
Engelman!®d; x Tezduyarl*?, Fortin & Thomasset!?]; o Kondo et al.%l;
.-+ Nallasamy!*?!. Este trabajo: — malla a); - - - malla b); —-— malla

c).

Las presiones se grafican en la Figura 7 a lo largo de las lineas medias
horizontal y vertical para Re = 1000. Los perfiles de presidn no presentan
oscilaciones en ninguno de los casos analizados.

Por otro lado se verificaron las coordenas de los centros del vértice principal
¥ de los secundarios asi como ciertas longitudes caracteristicas indicadas

esquematicamente en la Figura 2. Los resultados se exponen en la Tabla 1
para Re =400 y en Tabla 2 para Re = 1000.
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Figura 6: Componente y de la velocidad para Re = 1000 en la linea y = 0.5:
+) Ghia et all'4. Este trabajo: -— malla a); - - - malla b); — - — malla
c).

TABLA 1. Re =400 - Analisis estacionario.

Tanahashi et al.['8) Ghia et al.[M) Este trabajo

Xe 0.5967 0.5547 0.5585
Ye 0.6211 0.6055 0.6014
xpr 0.8926 0.8906 0.8836
YBR 0.1137 0.1256 0.1196
Hpnr 0.2540 0.2167 0.2473
Vor 0.2528 0.3203 0.3249

TABLA 2. Re=1000 - Analisis estacionario.

Tanahashi et al.(18) Ghia ¢t all1¥ Este trabajo

Xe 0.5335 0.5313 0.5418
Ye 0.5653 0.5625 0.5848
Hpn 0.3091 0.303¢ 0.3054
Vor 0.3410 0.3536 0.3782
HaL 0.2045 0.2188 0.2182
Va1, 0.1523 0.1680 0.1588

Se realizé un andlisis transitorio para Re = 400. Se utilizaron dos pasos
de tiempo diferentes, At = 1. y At = 0.5, el cdlculo adoptado es implicito.
Los resultados para ambos At son casi idénticos. En la Figura 8 se presenta
la componenete de la velocidad segin z a lo largo de la linea vertical media
para distintos tiempos de cilculo, igual descripcién se adoptd en la Figura 9
para la componente segin y de la velocidad a lo largo de la linea horizontal
media. El régimen estacionario se obtiene alrededor del paso 30 y los resultados
concuerdan con los obtenidos para el analisis estacionario.

Asimismo, una vez alcanzado el régimen estacionario de esta manera, se
calcularon las coordenadas de los vértices y sus longitudes. Los valores son
coincidentes con los obtenidos en el anilisis estacionario (ver Tabla 1).




Modelizacién de flujo incompresible mediante técnica GLS 263

T
%

N I R T R SR

. y=0.5
o z=0.5 -7 T

malla ¢)

Figura 7: Gréfica de las presiones en las lineas z = 0.5 e y = 0.5 para
Re = 1000 obtenidas con distintas mallas.

5.2 Flujo en un escalén en ensanchamiento

El principal objetivo de este ejemplo es comparar los resultados de la
present]e formulacién con los resultados experimentales obtenidos por Armaly
et al D¢,

La geometria del problema se adopta tal cual la descrita para la experiencia
(ver Figura 10) y el fluido es aire con propiedades p=1.2y u=0.000018 en el
Sistema de Unidades Internacionales. Se realiza un andlisis estacionario donde
se considera el efecto gravitatorio. El dominio se encuentra inicialmente con
velocidades y presiones nulas, se prescribe velocidad nula en las paredes y a la
entrada se fija la velocidad con una distribucién parabélica con valor maximo
Vinaz. La presidn es impuesta nula en la esquina superior derecha. El nimero
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Figura 8: Flujo confinado en una cavidad a Re = 400, analisis transitorio -
Componente = de la velocidad en la linea z = 0.5.
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Figura 9: Flujo confinado en una cavidad a Re = 400, anélisis transitorio -
Componente y de la velocidad en la linea y = 0.5.

de Reynolds global se obtiene como Re = 2V,... D/(3v), siendo D = 2h el radio
hidrdulico, se varia V,... en los distintos ejemplos para obtener los diferentes
Reynolds(i6l.

Se dicretizé el dominio con una malla uniforme de aproximadamente 9000
elementos de cuatro nodos.

El anélisis se realizé para Re = 100, Re = 500 y Re = 830. En la Figura
11 se presentan el campo de velocidades y las funciones de corriente para los
casos estudiados. En la Tabla 3 se comparan, para cada uno de los nimeros
de Reynolds indicados, los valores numéricos obtenidos en el presente trabajo
y experimentales de Armaly et al. 1% de las longitudes caracteristicas que
indican principio y fin de los vértices primario y secundario como puede verse
en la Figura 10.
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Figura 10: Flujo en un escaldn en ensanchamiento: Geometria en mm. y
longitudes caracteristicas.

-

g

c)

Figura 11: Campo de velocidades y lineas de corriente en un escalén en
ensanchamiento para: a) Re =100, b) Re =500, c) Re = 830.

TABLA 3.
Re X1 /s x./s X5/3

Este trabajo 100 3.0

Armaly et al.l16] 100 3.0
Este trabajo 500 8.5 7.82 11.9
Armaly et al.16] 500 10.0 8.0 13.5
Este trabajo 830 11.0 9.52 19.0
Armaly et al[16] 830 14.0 11.28 20.0




266 M. A. Cruchaga, E. Onate

6. CONCLUSIONES

Una formulacién del tipo GLS fue implementada para resolver la ecuaciones
incompresibles de Navier-Stokes en un esquema numérico incremental-
iterativo. Los resultados expuestos en el apartado anterior son satisfactorios
y muestran una buena concordancia con lo obtenidos por otros autores para
nimeros de Reynolds moderados. Esto parece indicar que los parametros
adoptados y la inclusién en la forma débil de las condiciones de contorno son
apropiadas. Otros trabajos que se estdn realizando son diferentes estudios del
comportamiento del fluido a nimeros de Reynolds mayores y verificaciones
numéricas en casos 3D.
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