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Se describe un estudio de soluciones de las ecuaciones de un modelo de aerosol, este
ultimo propuesto recielltemente por Gimenez, Schlamp y Clausse. Teniendo en cuenta la
insignificancia de los fenomenos difusivos en comparacion con los de transporte, dicho modelo
puede expresarse mediante un sistema hiperbolico no lineal, constituido por dos ecuaciones
de conservacion con variables independientes z y t. Se analizan las soluciones del tipo ondas
viajeras, caracterizlindose en particular los casos de propagacion de frentes abruptos (ondas
de choque), y calculandose algunos de ellos por medio de un metodo de viscosidad artificial
(estructura de choque). Se completa el trabajo con una breve discusion elemental, referente
a las condiciones de contorno apropiadas para transitorios, y temas &fines.

An analysis of the solutions of an aerosol model recently proposed by Gimenez, Schlamp and
Clausse, is described. As diffusive effects can be neglected in comparison with transport, such
a model can be expressed by means of a nonlinear hyperbolic system of two conservation laws,
with independent variables z and t. Travelling waves solutions are studied, with emphasis in
abrupt fronts (shock waves). Some of them have been calculated using the artificial diffusivity
approach (shock structure). The paper is completed with a brief discussion concerning
appropriate boundary conditions for transients, and related topics.

p> 0 : Densidad de particulas
l > 0 : Fraccion de volumen
v = ~ : Volumen medio de partfculas
z, t : Variables independientes espacial (coordenada vertical, medida hacia abajo) y temporal
Up = aVlv'I' + u : Velocidad de transporte asociada a p
U, = bVlv'/3 + u : Velocidad de transporte asociada a l

u : Velocidad de arrastre (se la supone constante para simplificar)
Dp = 1.135av-1/3 : Coeficiente de viscosidad asociado a p
Dp = 0.946av-1/3 : Coeficiente de viscosidad asociado a l

VI = ~f,;] '/3 ~g = 4.66 10'

a = ;,. 61/.\.. '3
S p : Fuente extern a asociada a p
S, : Fuente externa asociada a l

Cr; = -0.0827~v·I'p : Coagulacion gravitacional



An&lisis de las propiedades de soluciones asociadas a un modelo de aerosoles

C: = -1.3831oJ p': Coagulacion browniana
PP = 1000: densidad de las particulas
9 = 9.81: Acelera.cion de la gravedad
k = 1.23 10-·3: Constante de Boltzmann
JJ = 1.8 10-5: Viscosidad del gas
T = 300 K: Temperatura absoluta
a = 0.947
b = 1.263

En este trabajo se analizan ciertas consecuencias formales del modelo propuesto por Gimenez, Schlamp
y C1ausse [1) a efectos de contribuir a un mejor conocimiento de las soluciones asociadas, 10 que a su
vez facilita el modelado numerico de los casos de interes fisico.

8p 8 r 8'
8t + 8z(li.p) - 8z.(D.p) = S.+C.

8£ 8 8'
&t + 8z(U,£) - 8z.(D,£) = S,

definidas para soluciones en el interior del primer cuadrante del plano p - £.

Se trata de un sistema no lineal de ecua.ciones de conservacion del tipo transporte-difusion, si
consideramos a 108 terminos de las derivadas segundas como terminos difusivos con coeficientes de
d\fusi6n D.,D, (dependientes dela soluci6n). Esto ultimo no es exactamente cierto ya que, a pesar
de ser terminos de segundo orden, su estructura no es la tipica de un termino difusivo. No obstante,
la inclusi6n de los mismos transforma un sistema hiperb6lico (como se vera luego) en parab6lico, por
10 que la presencia de fen6menos difusivos es de esperar.

Si aceptamos que D., D, sean coeficientes de difusion, y si con ellos mas las velocidades de transporte
U., U, y una longitud tipica L del orden de 108 10 metros fabricamos los correspondientes numeros
de PecIet (~), constatamos que los mismos resultan ser del orden 10' - 1013 para el rango
10-20 < v < 10-12• Es decir, salvo la situa.ci6n particular de la inversi6n de Bujo (U. ~ 0 0 U. ~ 0),
de efectos muy localizados, el transporte es completamente predominante pUdiendose despreciar la
difusi6n. En 10 sucesivo, adoptamos este criterio.

Eliminando entonces 108 terminos difusivos, las ecuaciones (1) pueden re-escribirse de forma
conveniente por medio de la notacion vectorial, como sigue:

8U lJ
7ft + 8zF(U) + H(U) = 0

_ [P(Z, tl]
U(z, t) = £(z, t) F(U) = [U.p]U,£

US&I1do1&regIa. de 180ca.den8o, el sistema (2) se transforma en

lJU 8Ulit + A(U) 8z + H(U) = 0



~al'J v-·,· ]
~bl',v'" + u

0.., = lj [a + 5b 'f v(a - b)(a - 25b)] V,,3 + U

Para los valores numericos de a y bios autovalores 0.., son reales y distint05, por 10 que el sistema
(4) es hiperbolico. Como se sabe [2,3], estos autovalores fisicamente representan las velocidades de
propagacion de pequeiias perturbaciones. Bajo el punto de vista matematico son las pendientes de las
lineas caracteristicas en el espacio-tiempo z. t [2.3], de fundamental importancia, por 10 pronto para
establecer las condiciones de contorno correctas. Esto result a uti! en el estudio de transitori05.

Son soluciones particulares, para las que la dependencia de las variables espacio-temporales se produce
solo a traves de la combinacion lineal 'I = z -Ut (abscisa de onda). Fisicamente se trata de ondas que
viajan ala velocidad constante U, sin deformarse. Es obvia la importancia de dichas soluciones por
dos motivos: 1) Como en el modelo el transporte es dominante, 105transitori05 estan caracterizados
por la propagacion y eventual reflexion de ondas. 2) Las soluciones de ondas viajeras atraen a 105
transitorios, 10que equivale a decir que estas son sus formas asintoticas cuando el tiempo transcurre.
Por otro lado, dichas soluciones dan el marco apropiado para la descripcion de frentes abrupt05. Tales
oRdas de choque resultan ser de importancia fisica y de consecuencias numericas, ya que 105algoritm05
deben preyer la generacion espontanea de discontinuidades.

Como consecuencia de su definicion, las ondas viajeras se rigen por el siguiente siste. diferencial
ordinario, caso particular de (5),

dU
(-Ul+ A) dfJ + H(U) = 0

Este sistema asociado de dos ecuaciones diferenciales ordinarias puede ser escrito de forma can6nica
(explicita), en las regiones donde el determinante de la matriz de coeficientes A == (-Ul + A) no
se anula. Es decir, cuando la velocidad U del tren de ondas es distinta de la velocidad de pequefias
perturbaciones, las que son precisamente los autovalores de A. Para ello observese que en el caso
contrario U satisface la ecuaci6n caracteristica de la matriz A,

Por otro lado, para U dado y fijo, los valores de UT = (p, €) que satisfacen (8) definen lineas criticas
en el plano p - €, llamado espacio de lases en la denominacion cllisica de 105sistemas dinamicos.
Estas dividen entonces al mencionado espacio en zonas sub y supercriticas, de acuerdo a que U sea
respectivamente menor 0 mayor que alguna velocidad de propagaci6n de pequeiias perturbaciones. De
acuerdo tambien a denominaciones corrientes en la teorfa de sistemas dinamicos, llamam05 campo al
segundo miembro de la forma canonica Y'lt) = /(y(t» de un sistema diferencial ordinario autonomo,
y orbitas a las trazas que sus soluciones dejan en el espacio de fases. Sobre las lineas criticas el campo
es singular en general, y las soluciones asociadas alas 6rbitas no pueden cruzar estas vallas sin recurrir
a plegamient05, choques 0 soluciones transcriticas (ver [4)). La relacion (8) es par todo ello llamada
condition de criticidad.



Pasamos a analizar el cuadro de fases con sus fronteras criticas, para el modelo de aerosol en
consideracion. Particularizando 10 dicho en general, teniendo en cuenta las definiciones (3) y (5),
de lacondicion (8) aplicada respectivameute a las dos velocidades de propagacion de pequeilas
perturbaciones (6), (0 sea. Qu = Uj se deducen las dos siguientes ecuaciones que definen las lineas
criticas (rectas),

i = 1,2

c, = 1.382898.. X 10-1'

donde los valores numericos se obtienen por simple reemplazo de los valores de las constantes fisicas
en las ecuaciones. Observamos que las (ronteras criticas 5610existen en 1'1caso en que U - u ~ 0, es
decir, cuando la velocidad de Laonda relativa al medio es positiva (para abajo. respecto del medio).

u -."~I

1 E 01 < P < 1 E 14

1 E-07 < E < 3 E 02

Figura 1: Cuadra de rases para el sistema diferencial ardinario de ondas viajeras. Se destacan tree regionee
entre rectas criticas: I: a, < a, < U; II: a. < U < a,; III: U < 0, < a,. Las rectas criticas, que
Behacen visiblespor el cambio brusco de orientacion de las ftechas,corresponden respectivamentea
a,=Uya,=U.

La Fig. 1 muestr& el cuadro de fases para un caso particular: U - 11 = 1. En ella se indican las rectas
criticas que separan las reglones I, II y III. En cada punto de la cuadricula de 40 X 40 se dibuja el
vector correspondiente al campo, obtenido a partir de (7) por inversion de la matriz A, y usando (3) y
(5). Cerca de las rectas criticas se observan algunos vectores de mOdulo grande. Ocurre que el punta
correspondiente cae muy cerca de la frontera, sabre la cual el campo es infinito. Par su magnitud estos
vectores sacan de escala al resto, para 106 que queda representada tinicamente la punta. La direccion
del vector indica la tendencia de variacion de p y l cuando la variable independiente "crece. Su
mOdulo, la intensidad conque p y l varian al aumentarse " en una unidad. Se destaca que las rectas
critic as 8610dependen de la matriz A y no de los terrninos fuente (2),(7) ya que par su definici6n, s610
involucran a 108autovalores y ala velocidad U del tren de ondas. EI campo, en cambio, es dependiente
de las fuentes asf como de A. Mencionamos tambien que la gran disparidad de los valores de p y l

obedece a sus respectivas definiciones fisicas (ver [1]).



l'na inspeccion visual del cuadro de fases exhibido en la Fig. 1 (Iugar donde todas las soluciones de
ondas viajeras ..dejan sus huellas digitales" l. permite formarse una idea dl' como son las soludones
corrientes 0 sea. aquellas cuyas orbitas no cruzan las frontl'ras criticas. Por ejemplo, la zona III esta
caracterizada por soluciones monotonas crecientes tanto en p como en E. Contrario es 1'1 caso de la
zona II. En la zona I. solo ( es monotonamente decreciente.

~/;is interesantes que las soluciones cuyas orbitas qUl'dan dl'ntro de alguna de las tres zonas, son
aquellas que conectan dos zonas distintas. Las soluciones de este tipo que forman plegamient06 (multi-
valuadas), deben descartarse tanto desde 1'1 punta de vista fisico como matematico. Por razones que
no expondrl'mos aqui. I'n 1'1 problema que nos concil'rne no existen soluciones transcriticas [4J (estas
ultimas cruzanla frontl'ra critica). Nos concentraremos entonces en las soludones discontinuas u ondas
de choque (estas en cambio saltan la valla critical.

I.a ecuacion vectorial (2) presenta forma conservativa. requisito de origen fisico. Las cantidades p y
( deben conservarse a traves de las discontinuidades. Esto es 10 que manifiestan las condiciones de
Rankine-Hugoniot [2.3]. que en su forma general se escriben,

donde [Z] :; Z· - Z- es el saito de una magnitud Z a traves de la linea de discontinuidad.
Elegida una orientacion de la coordenada espacial (hacia la derecha, digamos), 1'1 signa + corresponde
convencionalmente allado derecho de lalinea y 1'1 - al izquierdo.

Par" sistemas de consen'acion no lineales como 1'1 (2), las soluciones discontinuas que satisfacen las
condiciones de Rankine-Hugoniot pueden caracterizarse matema-ticamente bajo la noci6n de soludon
debil (por todo concepto relativo a ondas de choque, ver [2,3] 0 algun otro texto dedicado al tema).

Dentro de las much as formas posibles de presentar las condiciones de Rankine-Hugoniot, para 1'1
modelo de aerosol en estudio hemos elegido las siguientes expresiones,

1 - U; -u-u
1 _ ~-u

-u

No todas las soluciones discontinuas "que conservan" a traves de la discontinuidad, tienen sentido
ffsico y matematico. EI problema, con condiciones iniciales y de borde, debe estar bien planteado en
un entorno de la discontinuidad. Esto se traduce en las condiciones de Lax [3,2], escritas aqui para el
casu general de sistemas hiperb6licos (2),(4) de m ecuaciones: Para algun indice k, 1 :S k :S m, deben
verificarse 1as siguientes desigualdades,

Q.(U+):5 U < QW(U+)

Q.-I(U-) < U :S Q.(U-)

entre 108 autovalores de A y la ve10cidad U de 1a discontinuidad. Estas desigualdades pueden ser
vistas como condiciones de estabilidad, que ataiien a la persistencia de la solud6n frente a pequeiias
perturbaciones. Tambien se las llama desigua/dades de entopia, ya que en ciert08 contextos equiva.len
a una condid6n de crecimiento de entropia, debidamente interpretada (ver [3] por detalles. Tambien
[5], para una discusi6n conceptual valida aun para sistemas no conservativos).

Aun con todos 105 requisitos impuestos, no es siempre posible probar la unicidad de las soluciones
(discontinuas) en el sentido debi\. Varios autores han tratado de lograr la unicidad, seleccionando
s610 aquellas que resulten ser limite de soluciones (diferenciables) de un modelo mas general, difusivo,
cuando la difusividad incorporada (de arisen fisico 0 artificial) tiende a cero (limite singular). Eatos
modelos ampliados suelen satisfacer una condici6n de entropia (tambien fisica 0 artificial). Bajo el
punto vista matematico, la nocion de entropia generalizada fue introducida por Lax en 1971. Dentro



del contexto de 105 sistemas hiperbolicos de leyes de conservacion sin terminos fuente. se pueden
identificar (bajo condiciones apropiadas) las soluciones de biles que son limite de soluciones "difusivas",
con aqueUas soluciones debiles que satisfacen las condiciones de Lax (ver [3J. Cap. 20 y 24).

La presencia de terminos fuente, hace que no todo vector fJ = constante sea solucion de (2) 0 (4).
Las soluciones constantes deben satisfacer el sistema algebraico H(fJ) = O. De aquf se deduce que
no todo salto une necesariamente dos estados constantes. En general si hay terminos fuente, un salto
conecta dos soluciones tipo onda viajera. siendo al menos una de ellas no constante. l'n antecedente
elasico de esta situacion esta constitufdo por las curvas de remanso y los resaltos (choques), en la
teorfa de canales hidraulicos. En nuestro problema. si esta presente algrin mecanismo de coagulacion
y no hay Fuentes externas, no pueden existir estados constantes puesto que las ecuaciones H(U) = 0
no tienen solucion para p y ( mayores que cero. En terminos matematicos. en los casos presentes el
campo carece de "equilibrios".

Coneluidos estos comentarios de conceptos generales, verificamos que tipos de saito entre las regiones I,
II y III del cuadro de fases satisfacen las condiciones de Lax. A tales efectos, simplemente contrastando
las desigualdades que definen dichas regiones en la Fig. 1 con las desigualdades generales (12) con
m = 2, se deduce que solo son posibles 105 salros entre regiones III --- II y Il - I, quedando descartados
los cuatro tipos se salto restantes.

En este paragrafo se aplicara una metodologfa propuesta y utilizada en los trabajos [3J Cap. 8 y [4].

Comenzamos restituyendo en las ecuaciones (7) los terminos difusivos de segundo orden, pero esta
vez valiendonos de difusividades artificiales vp,v, cOIlsrantes, en Ingar de Dp,D, que aparecen en las
ecuaciones origin ales (1). A continuacion transformamos el sistema de dos ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden recien obtenido en un sistema de cuatro ecuadones de primer orden,
mediante la introducdon de las variables dependientes auxiliares z = p', w = ('. EI espado de fases
del sistema diferencial ordinario final es de dimension 4, hecho que acarrea dificultades para nuestros
fines, por razones que no explicamos aquf.

Como es inmediato verificar, si Vp = 00 v, = 0 (pero no ambas!), la dimensionalidad del espacio de
fases se reduce a 3 y el problema impresiona como abordable. Pero (y siempre sin entrar en detalles
tecnicos que no hacen ala finalidad de este trabajo), el sistema se vuelve "poco viscoso" y aparecen 10
que se denominan choques internos (inner shocks) resuitando en consecuencia posible que la estructura
de alglin salto no pueda calcularse. Concretamente, en el caso de nuestro interes, si v, = 0 no es posible
calcular el salto II --- I, aunque sf el III - II, dandose justamente la situacion opuesta si es vp = O.
En definitiva, con el truco de anular alternativamente una de las dos viscosidades artificiales, ha sido
posible calcular ejemplos de ambos saltos.

Describimos suscintamente la implementacion de esta idea. Conviene establecer una notacion que se
adapte a las dos alternativas de la estrategia que se menciona en el parrafo anterior. Empleamos
subfndices 1,2, que de acuerdo al caso se refieren a p, ( 0 viceversa. Volviendo a la notacion general
introducida mas arriba, en particular A = A - Ul, expresamos el sistema diferencial ordinario (de
ondas viajeras) con difusividad artificial como sigue,

A.lli. + A••Y. + H. = 0

donde tambien, de acuerdo a la conveniencia, YI e Y. se refieren a P,( 0 viceversa. Observese que se ha
tomado v. = O. Si introducimos ahora la variable dependiente Y. = y, (antes z 0 w), transformamos
(13) en un sistema de tres ecuaciones de primer orden,

AnY' + A,.Y. + HI = vly,
A21y, + A••!i. + H. = 0



Si A" ::f= 0 (hecho que tiene sus consecuencias en la aparicion eventual de "choques internos", y que no
discutiremos aquf), se puede transformar (14) en un sistema canonico despejando las derivadas.totales
respecto de la variable independiente 1J (abscisa de onda):

ih = A2,y, + H2 (15)
A"

. _ 1 [(A A12A") A.2H2 + H ]Y'-v: ll-~ Y3-~ 1

Mediante este Ultimo sistema (con los debidos reemplazos), se calculan luego las estructuras de choque.

Figura 2: Frente abrupto dt\bildel tipo III ...•II. p VS. 'I. S. = S. = O.Coagulationgravitacional (C:). Datoe:
U - u = 1, v. = 1/100000, P. = 7 1013

, t.= 382.6, z. = -4.008 10', 'I E [0,3]

Podemos imaginarnos el campo del sistema (15) en el espacio de fases tridimensional. Por conveniencia,
orientam08 en este espacio el eje 113 en la direcci6n vertical. En 108 puntos del espacio de fases donde
el corchete de la tercera eciia.ci6n de las (15) es cero, 0 sea para 105 que se cumple,

_ -H,+¥
Y3=Y3= ¥

All - ••

el campo es desde luego horizontal. Llamamos entonces a dicho conjunto de puntos, la is6clina-O.
Esta superficie pasa a desernpeiiar un papel esencial en el problema de la estructura de choque, ya que
la proyecci6n sobre ella del campo tridimensional justamente corresponde al campo bidimensional no
difusivo original [4,6]. No es dificil comprobarlo. En otras palabras, la is6clina cero es alga asf como
el "refugio de 108 fen6menos no difusivos" en el espacio de Casesdel problema diCusivo. Se observa que
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Figura 3: Frente abrupto intenso del tipo III - II. P VB. 'I. S, = S. = O. Coagulaci6ngravitacional (0').
Datos: U - u = 1, ", = 1/100000, Po = 3 1013, Eo = 200.0, Zo = -2.658661 10·, 'I E [0,0.01]

en el proceso de hacer tender la difusividad artificial", acero, la ultima componente del campo del
sistema (15) tiende a infinito salvo sabre la is6dina-O. Es decir, entanto //, decrece, el campo tiende a
ser vertical fuera de tal region.

Se han seleccionado cuatro casos representativos para calcular estructuras de choque. Si los rangos
de variacion de p, l resultasen marginales desde el punto de vista del interes fisico, no es dificillograr
ejemplos numericos mejores, dentro de rangos de mayor interes. Las Figs. 2, 3 y 4 se refieren al salto
III -- II, para el cUales //p > 0, //, = O. La Fig. 5 al salto II -- I, con //p = 0, //, > O. En las Figs. 2 y
3 se ha considerado coagulacion gravitacional (C~) solamente, mientras que en las 3 y 4 coagulacion
gravitacional y browniana (C~ + C:). En todos 105 casas las fuentes externas Sp y S, se anulan.
Por 10 comentado mu arriba, no existen entonces estados constantes y los saltos unen soluciones no
constantes de ondas viajeras. Puede entonces resultar paradojico 10 que se observa en las Figs. 3 a 5,
en las que parecen verse est ados constantes (sobre todo en la Fig. 3, en la que el rango de variacion
de la abscisa de onda es de lcm). Es un problema de escala. Aumentando el rango de 'I, se percibe
mejor la variacion del pretendido est ado constante.

Las figuras estan hechas con una escala horizontal en la que el "espesor del choque" mantiene
aproximadamente su proporcion. En los casos mostrados 105 espesores de choque varian entre lmm y
5Ocm, pequeiios en comparacion con las longitudes tipicas (por 10 menos mayores que 10m). Cuando
1& difusividad disminuYI, el valor absoluto del espesor tambil§n disminuye si el resto de 105 parametros
permanece comparable. Cuanto menor es la viscosidad, mas dificil resulta el caIculo. Se han resuelto
problemas de valores iniciales, con condiciones iniciales Po, lo, Zo (0 wo) proximas ala is6clina-O. La
estrategia para obtener condiciones iniciales adecuadas es algo sofisticada, y requiere de algunos
tanteos.,Los frentes abruptos de las Figs. 3 a 5 son intensos, mientras que el de la Fig. 2 es debil
en comparacion. Por ultimo observamos que al propagarse las ondas en el sentido positivo dado por
el eje 'I, las liguras rnostradas (graftcos de funciones crecientes) parecen ser "choques de expansion",
105 que en la dinarnica de.gases son irnposibles. En realidad, en nuestro caso la funcion decreciente



Figura 4: Frente abrupto intensodel tipo III - II. p vs. 'I. S, = S. = O.Coagulationgravitacionaly browniana
(c: +C:). Datos: U - u = 1, v, = 1/1000, P. = 3 10", f. = 200.0, Z. = -2.681935209 1012

, 'I E
[0,0.7)

es v = ~ y por otro lado, 105frentes abruptos mostrados son admisibles por satisfacer la condicion de
Lax. La paradoja es sOloaparente.

Sobre las soluciones de flujos transitorios generales, poco y nada puede decirse "a priori" en
comparacion con la clase particular de soluciones de ondas viajeras, tratadas en la Seccion precedente.
Solo estan al alcance ciertas consideraciones cualitativas basadas en el anlilisis del campo de Uneas
caracteristicas en el plano z,t, que brindan informacion sobre transitorios, en especial si no hay
termin08 fuente. Estas consideraciones son sin embargo fundament ales para la correct a determinacion
de condiciones de contorno, cuestion que muy brevemente pasamos a comentar. Una descripcion
amplia y accesible sobre el tema puede encontrarse en la referencia (2).

Las Hneas caracterlsticas en el plano z, t, cuyas pendientes coinciden con 105autovalores de A en el
punto en consideracion (~ = Q,(U(z,t», i = 1,2), pueden orientarse de modo de que su vector
tangente tenga producto escalar no negativo con la direccion del eje t. La teorla clasica de sistemas
hiperb6licos afirma que sobre cualquier borde del recinto debe prescribirse un numero condiciones
(generales) de contorno exactamente igual al numero de caracterfsticas que entran al recinto por el
punto del borde en consWeraci6n. Por ser 105problemas de interes, no lineales, esta informacion basica
referente al numero de caracteristicas entrantes no se conoce de antemano, salvo en casos particulares,
pues depende de la soludon. En programas de clilculo de transitori08, puede implementarse un control
en el borde que permita predecir cuantas condiciones van a requerirse en el proximo paso 4e tiempo.

Otra propiedad de 105sistemas hiperb6licos no lineales es la posibilidad de generar frentes abruptos,
espontaneamente. Aun con condiciones iniciales y de contorno analiticas, a tiempos finitos puede



Figura 5: Frente abrupto intenso del tipo II - I. P "5. 'I. S, = S. = O. Coagulacion gravitacional y browniana
(D: +C:). Datos: U - u = I, v, = 1/1000, Po = 8 10", (0 = 130.0, Wo = 28.488311, 'I E [0,0.7]

aparecer una discontinuidad en la solucion. La genesis de las mismas est a asociada a la formacion
de una cuspide, en una envolvente de caracteri5ticas. Como dicho fenomeno e5 dependiente de la
solucion, resulta imprevi5ible, salvo en casos 5encillo5. Los algoritmos de caIculo deben preyer esta
eventualidad, y estar equipado5 con visco5idad artificial apropiada 0 difusividad numerica suficiente.

Por ultimo comentamos que para sistemas hiperbolicos de dos ecuaciones no lineales con dos variables
independientes, pero sin terminos fuente, puede obtenerse valiosa informacion sobre soluciones de
ftujos transitorios a traves de 105invariantes de Riemann. Cuando el numero de ecuaciones es mayor
que dos 0 bien, cuando hay terrninos fuente5 no nulos (caso del modelo de aerosol), este recur50 pierde
practicamente su valor.

Dada la insignificancia de los efectos difusiv05 del modelo en comparacion con los de transporte, salvo
en regiones localizadas alrededor de un punto de inversion del ftujo, los aspectos de propagacion de
ondas (hiperbolicidad) son netamente predominantes. Si entonces el caracter de los fenomenos fisicos
a estudiar es tal que los rangos de variacion de p, £, invaden al menos dos de las regiones identificadas
en la Fig. 1 (es decir, tJ = ; = 0(10-12

) todas las consideraciones hechas en este trabajo pasan a
desempeiiar un papel preponderante en el analisi5 y la comprension de las soluciones y en particular, de
su caIculo numerico. Si no es asi (volumene5 medios de particulas del orden antedicho pueden resultar
algo gran des a efectos de las aplicacione5 de mayor interes), el conocirniento de las soluciones de ondas
viajeras tambien deberia ser util para estimar cornportamientos asintoticas a tiempos crecientes, sobre
todo si existen condiciones de borde con propiedades de reftexion. EI hecho de saber de antemano que
no pueden generarse espontaneamente di5continuidades, es tambien de utilidad numerica..
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